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Feuille 1
Transformée de Fourier

Notations. Soit n ∈ N∗. Dans la suite, on note :

(a) x · y le produit scalaire des vecteurs x et y dans Rn : x · y =
n∑
j=1

xjyj.

(b) |x| la norme euclidienne de x ∈ Rn : |x| =

(
n∑
j=1

x2j

)1/2

.

(c) Pour α ∈ Nn (α est un multi-indice) et x ∈ Rn, xα =
n∏
j=1

x
αj

j .

(d) Pour α ∈ Nn, |α| = |α1|+ · · ·+ |αn|.
(e) Pour β ∈ Nn, x ∈ Rn, f : Rn → C,

∂βf(x) =
∂|β|f

∂xβ11 . . . ∂xβnn
(x).

Exercice 1. (Transformée de Fourier dans L1(Rn), premières propriétés)
Pour tout f ∈ L1(Rn), à valeurs complexes, on note F (f) ou f̂ la transformée de

Fourier de f définie par

F (f)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

e−ıx·ξf(x) dx, ∀ ξ ∈ Rn. (1)

1. Soit f ∈ L1(Rn). Montrer que F (f) est bien définie, continue et bornée sur Rn.
2. Montrer que F : L1(Rn)→ Cb(Rn) est une application linéaire continue. On a noté
Cb(Rn) l’ensemble des fonctions continues et bornées sur Rn, à valeurs complexes.
On le munit de la norme ‖ · ‖∞.

3. Exemples. Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes, pour a > 0 :
(a) 1[−a,a] : R→ R (fonction indicatrice de [−a, a]),
(b) R→ R, x 7→ e−a|x|.

Exercice 2. (Classe de Schwartz et distributions tempérées) On définit la classe de Schwartz
S (Rn) comme l’ensemble des fonctions de classe C∞ sur Rn à décroissance rapide ainsi
que toutes leurs dérivées, au sens suivant : une fonction f ∈ C∞(Rn) est dans S (Rn) si

pα,β(f) = sup
x∈Rn

|xα∂βf(x)| <∞, ∀α, β ∈ Nn.



1. Montrer que S (Rn) a une structure naturelle d’espace métrique complet.
2. Montrer que la topologie de S (Rn) est définie par une suite croissante de normes :

Np(f) =
∑

|α|, |β|≤p

pα,β(f) =
∑

|α|, |β|≤p

sup
x∈Rn

|xα∂βf(x)|, ∀ f ∈ S (Rn), ∀ p ∈ N.

Montrer qu’une suite (fk)k de S (Rn) converge vers f ∈ S (Rn) si et seulement si
lim
k→∞

Np(fk − f) = 0 pour tout p ∈ N.

3. Montrer qu’une forme linéaire T : S (Rn)→ C est continue si et seulement si il existe
p ∈ N et C > 0 tels que

|T (f)| ≤ CNp(f), ∀ f ∈ S (Rn).

Un élément de S ′(Rn) est appelé distribution tempérée.
4. Montrer que C∞c (Rn) ⊂ S (Rn).
5. Montrer que S (Rn) ⊂ Lp(Rn) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, et que cette inclusion est

continue.
6. Montrer que x 7→ e−x

2 est dans S (R). Montrer que pour toute matrice A ∈Mn(R)
symétrique définie positive, x 7→ e−Ax·x est dans S (Rn).

Exercice 3. (Transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz S (Rn))
1. Transformée de Fourier et dérivées. Soit f ∈ S (Rn).

(a) Montrer que F (f) est de classe C1 sur Rn et que

∂ξj(F (f))(ξ) = F (−ıxjf)(ξ), ∀ ξ ∈ Rn, ∀ j ∈ J1, nK.

(b) Montrer que

F (∂xjf)(ξ) = ıξjF (f)(ξ), ∀ ξ ∈ Rn, ∀ j ∈ J1, nK.

(c) Montrer que F (S (Rn)) ⊂ S (Rn).
(d) Montrer que F : S (Rn))→ S (Rn) est linéaire et continue.

2. Soit f ∈ S (Rn). Montrer que lim
|ξ|→∞

F (f)(ξ) = 0.

3. Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f ∈ L1(Rn). Montrer que lim
|ξ|→∞

F (f)(ξ) = 0.

4. Transformée de Fourier d’une gaussienne. On note pour a > 0, ga : R→ R, ga(x) =
e−ax

2 . On cherche à calculer la transformée de Fourier de ga.
(a) Calculer la dérivée de ĝa. En déduire l’équation différentielle satisfaite par ĝa.

(b) En déduire que pour tout ξ ∈ R, ĝa(ξ) =

√
π

a
e−ξ

2/(4a).

(c) Pour toute matrice A ∈Mn(R) symétrique définie positive, on note GA : Rn →
R, x 7→ e−Ax·x. Montrer que pour tout ξ ∈ Rn,

F (GA)(ξ) =
πn/2√
detA

e−A
−1ξ·ξ/4.

2



On rappelle que
∫
R
e−y

2

dy =
√
π.

Exercice 4. (Convolution) Si f, g : Rn → C sont boréliennes, on pose

f ∗ g(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy,

sous réserve que l’intégrale existe.
1. Si f, g ∈ L1(Rn), montrer que :

(a) f ∗ g est bien définie p. p. (par rapport à la mesure de Lebesgue).
(b) f ∗ g = g ∗ f p. p.
(c) f ∗ g ∈ L1(Rn) et ‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 .

2. Soient p, q ∈ [1,∞] tels que
1

p
+

1

q
≥ 1. On définit r ∈ [1,∞] par l’égalité

1

r
+1 =

1

p
+

1

q
.

Soient f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn). Montrer que :
(a) f ∗ g est bien définie p. p.
(b) Inégalité de Young. f ∗ g ∈ Lr(Rn) et ‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

3. Si f, g ∈ L1(Rn), montrer que f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

Exercice 5. (Suites et familles régularisantes) Une famille (ρε)ε>0 est régularisante si :
(a) ρε ∈ L1(Rn).
(b) ρ ≥ 0.

(c)
∫
Rn

ρε(x) dx = 1.

(d) Pour tout δ > 0 et R > 0, il existe ε0 > 0 tel que∫
Rn\B(0,R)

ρε(x) dx < δ, ∀ ε < ε0.

Une suite régularisante est définie de manière similaire, en utilisant une suite εk → 0
plutôt que tous les ε > 0.

1. Soit ρ ∈ L1(Rn) telle que ρ ≥ 0 et
∫
Rn

ρ(x) dx = 1. On pose ρε(x) =
1

εn
ρ(x/ε).

Montrer que la famille (ρε)ε>0 est régularisante.
2. Soit (ρε)ε>0 une famille régularisante.

(a) Si f ∈ Cb(Rn), montrer que

f ∗ ρε(x)→ f(x), ∀x ∈ Rn, quand ε→ 0.

(b) Si f ∈ UCB(Rn), montrer que

f ∗ ρε → f uniformément quand ε→ 0.

UCB(Rn) est le sous espace de Cb(Rn) des fonctions uniformément continues et
bornées.
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(c) Même conclusion si f ∈ C0(Rn). C0(Rn) est le sous espace de Cb(Rn) des fonc-
tions continues qui s’annulent à l’infini, c’est-à-dire telles que lim

|x|→∞
f(x) = 0.

(d) Soit p ∈ [1,∞[. Si f ∈ Lp(Rn), montrer que

f ∗ ρε → f dans Lp(Rn) quand ε→ 0.

(e) Et si p =∞ ?

Exercice 6. (Formule d’inversion)
Pour ε > 0, on note

Fε(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eıx·ξe−ε|ξ|
2/2 dξ, ∀x ∈ Rn.

1. Calculer Fε(x) pour tout x ∈ Rn, tout ε > 0.
2. Soit f ∈ S (Rn). Soit x ∈ Rn.

(a) Montrer que∫
Rn

Fε(x− y)f(y)dy =
1

(2π)n

∫
Rn

eıx·ξe−ε|ξ|
2/2f̂(ξ) dξ.

(b) Montrer que

lim
ε→0

∫
Rn

Fε(x− y)f(y)dy = f(x).

(c) En déduire la formule d’inversion sur S (Rn) :

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eıx·ξf̂(ξ) dξ.

3. Montrer la formule d’inversion de la transformée de Fourier sur L1(Rn) : pour toute
f ∈ L1(Rn) telle que f̂ ∈ L1(Rn), on a

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eıx·ξf̂(ξ) dξ p. p.

Exercice 7. (Théorème de Plancherel, transformée de Fourier sur L2(Rn))

1. Montrer que pour tout ϕ, ψ ∈ S (Rn),

(ϕ, ψ)L2 =
1

(2π)n
(ϕ̂, ψ̂)L2 .

On utilisera la formule d’inversion de la transformée de Fourier.
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2. Montrer que la transformée de Fourier F se prolonge de manière unique en un
isomorphisme de L2(Rn), encore noté F ou ·̂, et que

‖f‖2L2 =
1

(2π)n
‖f̂‖2L2 , ∀ f ∈ L2(Rn).

Donc à une constante multiplicative près, la transformée de Fourier est un opérateur
unitaire sur L2(Rn).

On prendra garde au fait que la transformée de Fourier ainsi définie sur L2(Rn)
ne l’est plus à l’aide de la formule (1), qui n’a plus de sens en général pour

f ∈ L2(Rn). Méditer à l’exemple suivant : soit ε > 0, et soit f : R → C, f(x) =
1

x+ ıε
.

Combien vaut f̂ ?

Exercice 8. (Distributions tempérées et transformée de Fourier)

1. Montrer qu’une masse de Dirac δa : S (Rn) → C, f 7→ f(a), est une distribution
tempérée (a ∈ Rn).

2. Soit f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞. On définit Tf : S (Rn)→ C par

Tf (ϕ) =

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Montrer que Tf ∈ S ′(Rn).
3. Montrer que si f est un polynôme sur Rn alors on peut encore associer naturellement

à f un élément Tf ∈ S ′(Rn).
4. Dans les deux cas, montrer que f 7→ Tf est injective.
5. Transformée de Fourier sur S ′(Rn). On définit la transformée de Fourier d’une dis-

tribution tempérée T par

F (T )(ϕ) = T (F (ϕ)), ∀ϕ ∈ S (Rn).

(a) Montrer que pour tout ϕ, ψ ∈ S (Rn),∫
Rn

ϕ(x)Fψ(x) dx =

∫
Rn

Fϕ(x)ψ(x) dx.

En déduire que si f ∈ S (Rn), alors F (Tf ) = TFf .
(b) Calculer la transformée de Fourier de δ0. Calculer de même la transformée de

Fourier de δa, a ∈ Rn.
(c) Formule d’inversion. Si ϕ : Rn → C, soit Rϕ(x) = ϕ(−x), ∀x ∈ Rn.

(i) Montrer que R : S (Rn)→ S (Rn), et que R est linéaire et continue entre
ces espaces.

(ii) Montrer que F : S ′(Rn) → S ′(Rn) est un isomorphisme, et que son
inverse est donné par

F−1(T ) =
1

(2π)n
T ◦R ◦F , ∀T ∈ S ′(Rn),
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le sens de cette égalité étant le suivant :

F−1(T )(ϕ) =
1

(2π)n
T (RF (ϕ)), ∀T ∈ S ′(Rn), ∀ϕ ∈ S (Rn).

(d) Calculer F (1).

Exercice 9. (Transformée de Fourier d’une gaussienne, suite)
On note pour z ∈ C, gz : R → C, gz(x) = e−zx

2 . On cherche à calculer la transformée
de Fourier de gz.

1. On suppose d’abord que Re z > 0.
(a) Montrer que gz ∈ S (R). On note ĝz sa transformée de Fourier.
(b) Calculer la dérivée de ĝz. En déduire l’équation différentielle satisfaite par ĝz.

(c) En déduire que pour tout ξ ∈ R, ĝz(ξ) =

√
π

z
e−ξ

2/(4z),

où
√
· désigne la détermination principale de la racine carrée.

2. On suppose maintenant Re z = 0.
(a) Montrer que gz ∈ S ′(R).
(b) En utilisant le résultat de la question précédente pour z+ ε, ε réel > 0, calculer

la tranformée de Fourier de gz.

Exercice 10. (Principe d’incertitude de Heisenberg)
1. Soit f ∈ S (R) à valeurs complexes. Montrer que(∫

R
x2|f(x)|2dx

)(∫
R
ξ2|f̂(ξ)|2 dξ

)
≥ 2π

(∫
R
xRe

(
f̄(x)f ′(x)

)
dx

)2

.

2. En déduire que(∫
R
x2|f(x)|2dx

)(∫
R
ξ2|f̂(ξ)|2 dξ

)
≥ π

2

(∫
R
|f(x)|2 dx

)2

.

3. Déduire de ce qui précède une minoration de(∫
R
(x− x̄)2|f(x)|2 dx

)(∫
R
(ξ − ξ̄)2|f̂(ξ)|2 dξ

)
pour x̄, ξ̄ ∈ R.

4. On suppose que
∫
R
|f(x)|2 dx = 1. Montrer que la quantité ci-dessus est minimale

lorsque

x̄ =

∫
R
x|f(x)|2 dx et ξ̄ =

∫
R
ξ|f̂(ξ)|2 dξ.

5. Calculer

inf

(∫
R
(x− x̄)2|f(x)|2 dx

)(∫
R
(ξ − ξ̄)2|f̂(ξ)|2 dξ

)
lorque x̄ et ξ̄ sont choisis comme dans la question précédente et que f décrit l’ensemble

des fonctions de S (R) telles que
∫
R
|f(x)|2 dx = 1.

Indication. On pourra étudier le cas où f est une gaussienne.
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