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Feuille 4. Intégration

Notations
- n € N*
— A, est la mesure de Lebesgue dans R".
— % est la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle.

— Cas particulier : ! est la mesure de longueur. Donc / f(z)d( / fdt, avec

r
[' une courbe et d¢ I'intégrale de longueur.

— Cas particulier : 72 est la mesure de surface. Donc / f(z)d*( / f ds, avec

S une surface et ds l'intégrale de surface.

— La norme euclidienne standard sur R™ est désignée par = — |x|.

— B(x,r) et S(z,r) sont respectivement la boule ouverte et la sphére centrées en x et de
rayon r dans R™ (par rapport & la norme euclidienne standard).

— wp = A\n(B(0,1)) (=volume de la boule unité).

— 0, =""1(5(0,1)) (=superficie de la sphére unité).

Exercice 1. (Paramétrisations concrétes)
Donner des formules pour :

. d.
1 /W:1 f(z,y)

2. / f(z,y)de.
c(0,1)

3. (Dans R3)/ f(x,y, z)ds.

5(0,1)
4. L’intégrale sur un k-plan dans R".

Exercice 2. (Changements de coordonnées sphériques généralisées)
Soient x € R™, r > 0.

1. Si f est 2" L-intégrable ou mesurable positive sur S(x,r), montrer I'identité
/ fd%nfl — 7,nl/ f(x € Ty) d%n71<y>
S(z,r) 5(0,1)

2. Si f est A,-intégrable ou mesurable positive sur B(z,r), montrer I'identité

/ fdx, = r"/ flx+ry) dh.(y).
B(z,r) B(0,1)
3. Calculer \,(B(z,r)) et " 1(S(z,r)) en fonction de w, et o,.



4. Généralisation des propriétés 1. et 2.7

Exercice 3. (Intégrales de référence)
Déterminer pour quelles valeurs du paramétre a les intégrales suivantes sont finies :

1
1. / —dz.
BO,1) 7|

1
2. / —dx.
R\ B(0,1) ||

Exercice 4. (Formules de w, et o,)

s s a2 . o
En calculant de deux maniéres différentes / e 1" dz, montrer les identités suivantes :

n

27Tn/2 7.[.n/Q
On = 77 7oy Wpn = o7 7 -
['(n/2) L(n/2+1)
Donner I'expression de ces quantités selon la parité de n.
On rappelle que la fonction I' d’Euler est donnée par

[(t) = / e d, t>0,
0

et que I'(1/2) = /7.

Exercice 5. (Propriétés de la mesure superficielle sur la sphére)

Soit A une partie borélienne de S(0,1). Soit B = B(A) = U tA.

0<t<1
1. Montrer que B est une partie borélienne de R™ et que " 1(A) = n\,(B).
2. En déduire que o, = nw,.

3. Soit R € O(n). Déterminer B(R(A)). En déduire que la mesure sur la sphére S(0, 1) est
invariante par isométries linéaires.

4. Soit f: S(0,1) — R intégrable et impaire par rapport a I'une des coordonnées. Montrer
que / f(x)d#""(x) = 0.
5(0,1)

5. Calculer / 2} dA" ().
S(0,1)

Exercice 6. (Mesure d’un cone)
Calculer la superficie du cone circulaire droit

%3:{$€R";$n+\/$%+~--+$?L_1=1,0§xn§1}.

Exercice 7. (Intégration par parties)



Soient © C R™ un ouvert lipschtzien, et f g € C'(Q). On suppose que soit € est
relativement compact, soit I'une des fonctions f ou g est a support compact. Montrer la
formule d’intégration par parties

| soa= [ vitairer = [ o

Exercice 8. (Formules de Green)
Soient € un ouvert borné de classe C! et u,v € C?(Q). Montrer les identités suivantes :

1. /uAv = Ov / Vu - Vo (premiere formule de Green)
Q Q

u_ _
o0 aV

2. /(uAv —vAu) = / (u@ - 00—5) (deuzieme formule de Green,).
Q o)

Exercice 9. (Aire d’un domaine délimité par une courbe)
Soit I" une courbe simple dans le plan, délimitant un domaine € de classe C'. On
considére, sur I', 'orientation positive par rapport a €. En utilisant le théoréme flux-

divergence
Jaw = [aF
Q r

pour un choix convenable du champ de vecteurs f, montrer la formule suivante

aire(Q) = %/F(x dy — ydx).

Exercice 10. (Formules de la moyenne)
Soit f € CHR™).
1. Montrer que la fonction G :]0, +oo[— R définie pour tout r > 0 par

1 n—1
G = g [ SR

1
est de classe C' et que G'(r) = —/ x-Vf(z)ds#" " (x) pour tout r > 0.
S(0,r)

,,nn

1

Tnfl

2. En déduire que G'(r) = / Af(x)dx pour tout r > 0.
B(0,r)

3. Etablir la premicére formule de la moyenne : si f € C?(B(0, R)) N C(B(0, R)) est har-
monique (cad solution de Af = 0 dans §2), alors

1 n—1
ﬂm:%%%ﬂQML@mfwM%7<n

4. Etablir la deuzieme formule de la moyenne : si f € C*(B(0,R)) N C(B(0, R)) est har-
monique, alors

1
ﬂmzxﬁﬁﬁml%mﬂ@www

3



5. En déduire le principe du maximum (minimum) : si une fonction harmonique dans un
ouvert connexe admet un point de maximum (minimum), alors elle est constante.

6. En déduire 'unicité de la solution du probléme de Dirichlet : si £ est un ouvert borné,

Au = f dans ()

a au plus une solution u € C*(Q) N C(Q).
u=gq sur 0f)

alors le probléme {

Exercice 11. (Identité de Pohozaev)
Soit £ un ouvert de classe C.

Notations.
Siu e CYQ) et x € I, on note par
0
- a—u(x) = Vu(x) - v(z) la "dérivée normale* de u au point x
v
0 0
- a—u(m) = Vu(x) — a—Z(x) - v(z) le "gradient tangentiel” de u au point z. Autrement
-

U
dit : 9 est la projection orthogonale de Vu sur v=+.
T

Soit f € C*(R). Soit u € C%(Q) telle que Au = f'(u) dans €.

1. En multipliant I'équation Au = f'(u) par = - Vu = ijaju, obtenir 'identité de

n;2/9|Vu|2+n/Qf(u)

= [ avs -} du)®, 1 " Qu du
—mxyu 233V8V 2%1/ 8ux(97'

2. Application. Montrer que, si  est une boule, alors la seule solution v € C?(Q) du
Au=vu® dans ()

blé tu=0.
probléme "= 0 sur 9 est u

Pohozaev

@
or

Exercice 12. (formule de la co-aire)
Soit € un ouvert. Soit ¢ :  — R une fonction de classe C'! sans point critique. Montrer
que pour toute fonction f : 2 — R "convenable" (on précisera le sens du mot) on a la

formule de la co-aire
// fdz"tdt = / fIVe| dA,.
R J{p=t} Q

Exercice 13. (le r6le de la solution fondamentale)
Soit, pour x € R™\ {0},

1 .
By In |z|, sin=2
Fn('r) = T 1 >3 .
- sin
CEPrAr
4




(T, est la solution fondamentale de A.)
(1) Montrer I'identité T',, x (Ap) = ¢, V ¢ € C(R™).
(2) Montrer que, si f € C2(R™) et n > 3, alors I'équation Au = f a exactement une
solution v € C%(R") telle que lim wu(z) = 0.

|x]—o00

Exercice 14. (le réle de la fonction de Green)

Soit © un ouvert borné de classe C2. On suppose que, pour tous f € C'(Q) et ¢ €

_ Au = Q

C3(99), il y a une solution u € C?*(2) du probléme (P) u=J dans :
u=¢@  sur o)

Soit, pour x € €, g(z,-) la solution du probléme (P) pour f =0et p = —I',(z —-). On
pose G(z,y) :==Tp(x —y) + g(z,y), Yo,y € Q. (G est la fonction de Green de (2.)
Au = f dans

0 50 est donnée par
u = sur

Montrer que la solution de (P) si ¢ = 0, c’est-a-dire de

la formule u(x) = / G(z,y)f(y)dy, ¥V © € Q.

Q
Autrement dit : si on sait résoudre (P) pour f = 0 et ¢ quelconque, alors on sait résoudre
(P) pour ¢ =0 et f quelconque.



