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Feuille 8 - Espaces de Sobolev

Notations.
— [ désigne Uintervalle | — 1, 1],
— 1 S p < o9,
— [’ désigne la dérivée généralisée de f,
— W)= {f e L(I) ; f € LP(I)}, muni de || fllwio = (1FI70 + [LF'I170) "7,
— Wy P(I) est 'adhérence de C>°(I) dans WP(I), muni de la norme induite de W (I),
— pour p =2, on note H'(I) = W"(I) et HL(I) = Wy*(I).

Exercice 1.

1. Soit w € WP(I). Montrer que pour tout z,y € I,
y
u(y) = u(x) +/ u'(t)dt.

2. Montrer que W1P(I) — C([—1,1]), i.e. toute fonction u € W1P(I) est continue sur
[—1,1] et qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € WP (),

[ulloe = sup fu(z)] < Cllufwr.
z€[—1,1]

3. On suppose ici 1 < p < oco. Montrer que WP(I) — C%'=1/P([-1,1]), i.e. toute
fonction u € W'P(I) est (1—1/p)-hdldérienne sur [—1, 1] et qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout u € WH?(I),

u(z) —uly)] _

sup >
y‘l 1/p

z,y € [-1,1], ‘
z#y

< Clluffwrr.

Exercice 2. (Ezemples)

Pour quelles valeurs de p € [1, oo] les fonctions suivantes appartiennent-elles a Wt (]0, 1[) ?
Whr(]1, +oo[) ?

— x—z% a €R,

— z+—|Inz|?, B R

Exercice 3.
Soit u € Wh? (I). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

Lou(=1) =u(l) =
2. u € WyP(I),

ixel
3. le prolongement de u a R défini par u(x) = {u(:r) St appartient a W1P(R).

0 sinon



Exercice 4. (Intégration par parties)
Soit 1 < p < o0.

1. Montrer que C*(I) est dense dans W1P(T).

Indication. Pour w € WHP(I), on utilisera qu’il existe une suite (wy), de C3°(I) qui
converge vers v’ dans LP(I).

2. Soit u,v € WHP(I). Soit (uy), et (v,), deux suites de C°(I) qui convergent vers u
et v respectivement dans W'(I). Montrer que

UV, — uv dans LP(I), et (u,v,) — v'v + wv' dans LP(I).

3. En déduire que uv € WHP(I).
4. Montrer que pour tout u,v € W'(I), tout z,y € [-1, 1],

/u(x)v’(x)d:c = [u(m)v(m)] 11 — /[u’(:c)v(:c)d:c.

I

Exercice 5. (Inégalité de Poincaré)
Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € VVO1 P(I),

[ullze < Cll]| v-

1 P . L
Remarque. ||v|| » est donc une norme sur Wy*(I), équivalente a la norme initiale.



