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Feuille 2 - Méthodes à la Fourier

Equation de la chaleur dans Rn.

Dans les exercices qui suivent, on s’intéresse à la résolution de l’équation de la chaleur{
∂tu(t, x)−∆xu(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ R∗+ × Rn

u(0, x) = f(x) ∀x ∈ Rn (1)

où n ∈ N∗ et f est donnée.

Exercice 1. (Raisonnement formel)
On commence par un raisonnement formel pour deviner la forme de la solution, on

justifiera le résultat dans l’exercice suivant.
Pour u solution de (1), on définit la transformée de Fourier (partielle) de u par rapport

à la variable d’espace x :

û(t, ξ) = (Fxu)(t, ξ) =

∫
Rn

e−ix·ξu(t, x)dx ∀t ≥ 0, ξ ∈ Rn.

1. Ecrire l’équation différentielle satisfaite par t 7→ û(t, ξ) pour tout ξ ∈ Rn.
2. En déduire û(t, ξ) pour tout t ≥ 0, ξ ∈ Rn.
3. En déduire la forme de la solution u de (1).

Exercice 2. (Solution de l’équation de la chaleur)
Soit n ∈ N∗. On définit pour tout t > 0, x ∈ Rn,

K(t, x) =
1

(4πt)n/2
e−|x|

2/(4t)

où |x| =
√∑n

j=1 x
2
j est la norme euclidienne de x.

1. Propriétés de K.

(a) Montrer que
∫
Rn

K(t, x)dx = 1 pour tout t > 0.

(b) Montrer queK est de classe C∞ sur ]0,+∞[×Rn et calculer ∂tK(t, x)−∆xK(t, x)
pour tout t > 0, tout x ∈ Rn.

(c) Soit L un compact de R∗+ × Rn, α ∈ Nn+1 un multi-indice. Montrer qu’il existe
deux constantes C et δ > 0 (dépendant de L et α) telles que : pour tout
(t, x) ∈ L, tout y ∈ Rn,

|∂α(t,x)K(t, x− y)| ≤ Ce−δ|y|
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.



2. Soit p ∈ [1,∞]. On suppose que f ∈ Lp(Rn). On définit pour tout x ∈ Rn,

u(t, x) =


(
K(t, ·) ∗x f

)
(x) =

∫
Rn

K(t, x− y)f(y)dy, ∀t > 0

f(x) t = 0
(2)

(a) Montrer que u est de classe C∞ sur R∗+×Rn et que ∂tu−∆xu = 0 sur R∗+×Rn.
(b) Montrer que si p <∞, alors lim

t→0+
u(t, ·) = f dans Lp(Rn).

(c) Montrer que si p = ∞ et si f ∈ L∞ est de plus uniformément continue, alors
lim
t→0+

u(t, ·) = f dans L∞(Rn).

(d) Montrer que si f est continue et bornée sur Rn, alors lim
t→0+

u(t, ·) = f uniformé-
ment sur les compacts de Rn.

Exercice 3. (Solution fondamentale de l’équation de la chaleur)
Soit n ∈ N∗. On définit pour tout (t, x) ∈ R× Rn,

E(t, x) =
1

(4πt)n/2
e−|x|

2/(4t) 1{t>0}

où |x| =
√∑n

j=1 x
2
j est la norme euclidienne de x.

Montrer que E est solution fondamentale de l’opérateur de la chaleur ∂t − ∆x sur
Rt × Rn

x.

Equation des ondes en une dimension d’espace.

Dans les exercices qui suivent, on s’intéresse à la résolution de l’équation des ondes 1D
∂2ttu(t, x)− ∂2xxu(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ R× R
u(0, x) = f(x) ∀x ∈ R
∂tu(0, x) = g(x) ∀x ∈ R

(3)

où f et g sont données.

Exercice 4. (Raisonnement formel)
On commence par un raisonnement formel pour deviner la forme de la solution, on

justifiera le résultat dans l’exercice suivant.
Pour u solution de (3), on définit la transformée de Fourier (partielle) de u par rapport

à la variable d’espace x :

û(t, ξ) = (Fxu)(t, ξ) =

∫
R
e−ixξu(t, x)dx ∀t ∈ R, ξ ∈ R.

1. Ecrire l’équation différentielle satisfaite par t 7→ û(t, ξ) pour tout ξ ∈ R.
2. En déduire û(t, ξ) pour tout t ∈ R, ξ ∈ R.
3. Soit t ∈ R. On note ϕt : R → R, ξ 7→ cos(tξ). Montrer que ϕt ∈ S ′(R) et que (au

sens des distributions)

F−1(cos(tξ)) =
1

2
(δt + δ−t).
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4. En déduire la forme de la solution u de (3).

Exercice 5. (Solution de l’équation des ondes en dimension 1 d’espace)
Soit f ∈ C2(R), g ∈ C1(R). On définit pour tout (t, x) ∈ R× R,

u(t, x) =
1

2

(
f(x+ t) + f(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t
g(y)dy.

Montrer que u est de classe C2 sur R× R et que u vérifie (3).

Exercice 6. (Solution fondamentale de l’équation des ondes en dimension 1 d’espace)
Montrer que la fonction définie sur Rt × Rx par

E(t, x) =
1

2
H(t− |x|) =

{
1
2

si t > |x|
0 sinon

est solution fondamentale de l’opérateur des ondes ∂2tt − ∂2xx sur Rt × Rx.
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