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Rappels
1. Nous avons∫

Rn

e−|y|
2

dy = πn/2. (1)

2. Si Ω ⊂ Rm est un ouvert de classe C1, nous avons les formules suivantes
d’intégration par parties :∫

Ω

f∂jg =

∫
∂Ω

fνjg −
∫

Ω

(∂jf)g,

∀ 1 ≤ j ≤ m, ∀ f ∈ C1(Ω), ∀ g ∈ C1
c (Ω),

(2)

∫
Ω

f divX =

∫
∂Ω

fν ·X −
∫

Ω

(∇f) ·X,

∀X ∈ C1(Ω;Rm), ∀ f ∈ C1
c (Ω),

(3)

∫
Ω

f∂jjg =

∫
∂Ω

[fνj∂jg − (∂jf)νjg] +

∫
Ω

(∂jjf)g,

∀ 1 ≤ j ≤ m, ∀ f ∈ C2(Ω), ∀ g ∈ C2
c (Ω).

(4)

3. Si f ∈ C2(Rn) est de la forme f(x) = g(|x|), avec g ∈ C2([0,∞[), alors

∆f(x) = g′′(|x|) +
n− 1

|x|
g′(|x|), ∀x ∈ Rn \ {0}.

Exercice # 1. Soit

E : Rn × R→ R, E(x, t) =


1

(4πt)n/2
e−|x|

2/(4t), si x ∈ Rn et t > 0

0, si x ∈ Rn et t ≤ 0
.

Montrer que E est solution fondamentale de l’opérateur de la chaleur L donné
par

Lu = ∂tu−∆xu, ∀u ∈ C2(Rn × R).
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Exercice # 2. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné de classeC1. Soit

A = A(x) = (ajk(x))1≤j,k≤n ∈ C1(Ω;Mn(R))

une fonction telle que

n∑
j,k=1

ajk(x)ξjξk ≥ 0, ∀x ∈ Ω, ∀ ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Soient T > 0 et u = u(x, t) ∈ C2(Ω× [0, T ]) solution de

∂tu−
n∑

j=1

∂xj

(
n∑

k=1

ajk(x)∂xk
u

)
= 0, ∀x ∈ Ω,∀ t ∈ [0, T ]. (5)

Montrer que

max
Ω×[0,T ]

u = max
ΓT

u,

où

ΓT := {(x, t) ∈ Rn × R ; [t = 0 et x ∈ Ω] ou [0 < t ≤ T et x ∈ ∂Ω]}.

Indication : on pourra étudier la monotonie de

[0, T 3 t 7→
∫

Ω

Φ(u(x, t)) dx,

en multipliant (5) par Φ′(u), avec Φ : R→ R convenable.
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