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Exercice# 1.DansR2, montrer que

x 7→ f(x) :=
1

2π
ln |x|

est une solution fondamentale de∆.

Exercice# 2. SoitΩ ⊂ Rn un ouvert borné et Lipschitz. Soit

A = A(x, t) = (ajk(x, t))1≤j,k≤n ∈ C1(Ω× [0, T ];Mn(R))

une fonction telle que
n∑

j,k=1

ajk(x, t)ξjξk ≥ 0, ∀x ∈ Ω, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Soient T > 0 et u = u(x, t) ∈ C2(Ω× [0, T ]) solution de

∂tu−
n∑

j=1

∂xj

(
n∑

k=1

ajk(x, t)∂xk
u

)
= 0, ∀x ∈ Ω,∀ t ∈ [0, T ]. (1)

Montrer que

max
Ω×[0,T ]

u = max
ΓT

u,

où

ΓT := {(x, t) ∈ Rn × R ; [t = 0 et x ∈ Ω] ou [0 < t ≤ T et x ∈ ∂Ω]}.

Indication : on pourra étudier la monotonie de

[0, T ] ∋ t 7→
ˆ
Ω

Φ(u(x, t)) dx,

enmultipliant (1) parΦ′(u), avecΦ : R → R convenable.
Exercice# 3. (Une autre preuve de la formule de lamoyenne) Soitu ∈ C2(Rn) une

fonction harmonique. Soit f(r) :=
 
S(0,r)

u(x) dH n−1(x).
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1. Écrire f comme une intégrale moyenne sur S(0, 1).

2. Calculer lim
r→0

f(r).

3. Exprimer f ′(r) comme une intégrale moyenne sur S(0, r).

4. En utilisant la première formule de Green, montrer que f est constante.

5. Conclusion?

Exercice# 4.
1. Soient A,B ∈ Mn(R) matrices symétriques positives. Montrer que le

nombre S :=
n∑

j,k=1

ajkbjk est ≥ 0. (Indications : écrire B = C2, avec C

symétrique, montrer que S = tr(CAC), et écrire la trace d’une matrice à
l’aide du produit scalaire dansRn et de la base canonique.)

2. Soit u ∈ C2(Ω) solution de

n∑
j,k=1

ajk(x)∂j∂ku(x) +
n∑

j=1

aj(x)∂ju(x) + u(x) = 0,

avec A(x) = (ajk(x))1≤j,k≤n matrice symétrique positive, ∀x ∈ Ω. Si x0

est un point de minimum local de u, montrer que u(x0) ≤ 0.

Exercice# 5. Si u ∈ C2(Rn) etA ∈ O(n), montrer que∆(u ◦ A) = (∆u) ◦ A.
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