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Controle continu
— éléments de corrections —

Exercice # 1. Soit
1
E:R—R, E(x)= §|x|, VzeR.

Montrer que E est solution fondamentale de 'opérateur A donné par

Au=u"Vu € C*(R).

Solution. Nous devons montrer que / E(—y)¢"(y)dy = ¢(0),Vp € C*(R),
R
ce qui suit de

0

/RE(—y)sO”(y) dy = — 1/_0 ye" (y) dy + % /OOO v (y) dy = —% {W’(y)}

2/ o
+ % [W’(y)]zo + % /OOO P'y)dy - %/Ooo ¥'(y) dy
:% {w(y)] (ioo - % [so(y)}:o = ¢(0). -

Exercice # 2. On consideére le probléeme

; @

ur — Ayu+a(t)u =0 dansR"x]0, 00|
u(z,0) = f(x) dans R”

de données f : R" — R, a : [0, 00[— R et d’'inconnue u : R” x [0, 00[— R. On
suppose a continue.
1. Trouver un changement d’'inconnue v(zx,t) = F(t)u(z,t), avec F(t) # 0,
YVt > 0 (F est a déterminer), de sorte que la nouvelle fonction v vérifie
Iéquation de la chaleur homogeéne Lv = v; — A, v = 0 dans R" x]0, co|.

2. Trouver, du moins formellement, une solution de (I).



Solution. 1. Avec F' € C" arbitraire, nous avons, en utilisant 'équation (1),
Lv=Fu+ Fu; — FA,u= F'u+ Fuy — F(u; + au) = (F' — aF)u,
dott Lv = 0si F’ = aF'. Une solution de cette égalité est

F(t) = exp (/Ota(s) ds), _— @

2. Avec F donné par (2), v vérifie, du moins formellement,

©)

Lv =0 dansR"x]|0, 00|
v=f dansR” '

Une solution formelle de (3) est

1 2
—lz—y|?/(4t) ; n
—_ e dy, sixeR"ett >0
oy L f)dy B
f(x), sizeR"ett =0
Une solution formelle de (1) est u = v/ F', avec F', v donnés par (2), (4). O

Exercice # 3. On se propose de retrouver le principe du maximum pour —A sans
passer par la formule de la moyenne. La preuve s’'inspire des raisonnements vus
pour 'équation de la chaleur. Soient 2 un ouvert borné de R" et u € C*(Q; R) N
C(Q;R).

1. Onsuppose que —Au(z) < 0,V x € 2. Montrer que u n'a pas de point de
maximum dans € et en déduire que

max u = maxu. 5)
Q EXY)

2. On suppose que —Au(z) < 0,Vz = (1,...,z,) € . Appliquer la
question précédente a x +— u(x) + ex?, e > 0, et en déduire que (5) est
encore vraie.

Solution. 1. Sixz € Q) est un point de maximum local de u, alors H,,(z) < 0, eten
particulier Au(x) = tr H,(z) < 0. Donc un tel point nexiste pas si —Au < 0.

) est compact et u est continue sur £, d’olt le maximum de u sur 95 est at-
teint. De ce qui précéde, les points de maximum sont dans Q \ Q = 95, dottla
conclusion.



2. Soit v, (z) = u(z) +ex?, Ve > 0,V x € Q. Nous avons —Av, = —Au—2e < 0
dans (). De la question précédente,

u(z) + er? = v.(z) < maxwv, < maxu + emaxy?, Va € Q. (6)
a9 a9 yedQ
En faisant ¢ — 0 dans (6), on obtient u(z) < maxu, Vo e Q, dou(). H

Exercice # 4. On travaille dans R"™ avec la tribu borélienne et la mesure de Le-
besgue.” désigne la transformée de Fourier. On se propose de montrer le résultat
suivant :

[fe L ge CX(RY),1<p< o] = li_)rn | fe = g|l, = 0. (7)

(Attention, ¢ — oo!) Ici,

fe(z) = ginf(x/&t), VzeR" Ve > 0.

Rappels.

~

(@) (Lemme de Riemann-Lebesgue) Si f € £*, alors | f(¢)| < || f]l1, V€ €

~

R, et lim f(£) = 0.

|§|—o0

~

b) Sif e L ete > 0,aors f. € L%, ||fh = |If]h, et f-(6) = f(e€),
VEeR™

(c) (Inégalité de Young) Soit1 <r < o0o.Sif € Lletge ¥, alors f*g €
Zret||fxglls < [ fl1llgll:-
d) Sif,ge £t alors m =13
(e) (Théoréme de Plancherel) Si g € £ N .£2, alors ||g]|3 = (27)"]|g]3.
Voici la stratégie proposée pour montrer (7).
1. Montrer (7) sip = 2.
2. Si2 < p < oo, montrer (7) en utilisantle casp = 2 etl'item (c) avecr = oo.

3. Sil < p < 2, montrer (7) en utilisant le cas p = 2, I'item (c) avecr = 1, et
Iinégalité de Holder.



Solution. Notons que g € .ZP7,V1 < p < 00. Soit h® = f, x g.

1. En utilisant successivement : (b) et (d), (b), (c) avecr = 1 etr = 2, et (e), nous
obtenons

Be = Jox (&) = 1(©)3(€) = F(©)a(©),
11 = 2m) 1 fo gl = 2m) ™" | IFEQPIGOF de Q

Par ailleurs, par convergence dominée nous avons
lim [ |f(e)*[g(&)]* dg = 0. )
e—00 Jpn

(La convergence simple pour £ # 0 suit de (), et la domination est, en utilisant

~

@et(e), [f()PI(EP < [IfIFG(&)*> € £1)
Litem I suit de (8) et (9).

. 2 — 1 1
3. Soient ) = =L €]0,1[, s = 5 €]l,00[, 0 = 1 €]1, ool. Les expo-
p -P -
sants s et o sont conjugués. En utilisant successivement I'inégalité de Holder avec
les exposants s et g, (c) avec r = 1, (b) et 'item I, nous obtenons

1/s 1/o
/ |h5‘p _ ‘h€’9p|hs|(1—9)p < (/ |h6‘0ps> < me,(l—@)pa)
2—p p—1
£ £ 2— 2— en2(p—1
=(/|h0 (/ MF) < 171 g 2 e 2

— Oquande — 0.

2. En raisonnant de maniere analogue, nous obtenons

_ _ —2 _
A|mw=4|mwﬂMFSWNQNM%SHM€nw&NM@

— Oquande — 0. ]



