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Exercice # 1. Soient N > 3 et ) C R” un ouvert borné. On considére le probléeme

. 1
u=0 sur 0f) @

{—Au + f(z,u) = b(zr) dansQ
On suppose
@) f = f(z,t): 2 x R — R fonction de Carathéodory (mesurable en z, continue en ¢).
(i) tf(xz,t) >0,Vre QVteR.
(i) |f(x, )] < a(z)(1+ [t/ N2 vz e OVt € R, olta € L=(Q).
(iv) b€ LEN/IN+2) (),

Montrer quil existe u € H{ (£2) solution au sens des distributions de (1).

Exercice # 2. Soit  C R un ouvert borné connexe de classe C'!. On considére le probléme

—Au = a(r)u? dans

u=>0 sur 0F) . 2)
u>0 dans Q
On suppose

i) a € C¥*Q)pouruna € (0,1),a > 0,a #£ 0.
(i) 0<p<l1.

1. Montrer que (2) a une solution classique u € C%(Q2) N C(N). [Indication. Considérer
plutét l'équation —Au = a(x) (u™)?P.]

2. Bonus. SiQ est de classe C%1, cette solution est unique.

Exercice # 3.

1. Soient Q un ouvertde RV et 1 < p < co. Siu € WHP(Q) etv € WH(Q), montrer que
uv € Wr(Q).

2. Soit © C RY un ouvert borné de classe C''!. On admet le fait que la normale unitaire

extérieure v = v(z) est lipschitzienne sur 9. Soient 1 < p < oo etu € W?P((Q). Pro-

poser une définition raisonnable pour tr|sq o etexpliquer pourquoi elle est raisonnable.
1%



Exercice # 4. Rappelons que, si N > 3etsi M < oo est fixé, il existe 6 = §(V, M) tel que
[Q c RY ouvert, |Q| < 4§, u € H}(Q)] = / |Vul? > M/ u?,
Q 0

En utilisant des fonctions test de la forme ¢ (¢) u(z), t € R,z € Q C R? montrer que le méme
résultat reste vrai si N = 2.

Exercice # 5. On rappelle le résultat suivant (admis).

Théoréme. Soient ) C R" un ouvert borné de classe C™', 1 < p < oo, et F' € LP(;RY). Le
probléme

—Auy =divF dans(
(3)

u=0 sur 0f)

a une solution généralisée u € W, ().
1. Montrer que le théoréme est vraisi F' € C>°(2; RY).

2. Soientu € L () solution, au sens des distributions, de —Au = div F, et { € C°(Q).
Montrer que v := (u

(a) Vérifie, au sens des distributions, une équation de la forme
—Av=M-F+div G +div U 4+ w,

ol (avec C' < oo constante indépendantede Fetw) [M| < C, |G| < C|F|, |U| <
Clul, Jw| < C'lul.
(b) Appartient a W, (Q) et vérifie (avec C’ < oo constante indépendante de F et u, et
K C Q compact indépendant de F et u)
||U||W17P(Q) < C/<||FHLP(Q) + HUHLP(K))'

3. Bonus. Proposer une stratégie de preuve du théoreme basée, inspirée par les items précé-
dents.



