Chapitre 1

Méthodes a la Fourier

Equation de la chaleur dans le demi-espace

On consideére le probleme

{Lu:ut—Axu:O dans R"” xR, (1.1)

u(x,0) = f(x) dans R"”

En appliquant (formellement) la transformée de Fourier dans la variable x, on obtient (via le
Théoreme 8.28 4.) que la fonction v(¢, t) = F,u(-, t)(&) vérifie

(1.2)

K

v +1E2v=0 dans R” x R,
v(£,0)=Ff(¢) dansR”

ce qui donne v(é, 1) = e‘tl‘rlzgf(cf) et suggere (en utilisant le Théoreme 8.28 5., le Corollaire 8.29
et la Proposition 8.30) la solution

1
, ou K(x,y,t) = —e_lx_ylz/(‘“); (1.3)

(6.8) = fWK(x,y,t)dy, sit>0
ulx,t) = R (4t)n/2

f(x), sit=0
K est le noyau de la chaleur.

1.1 Théoreme.
Hypotheéses. 1<p <oo. f € LP(R"). u est donnée par (1.3).
Conclusions.

1. u vérifie Lu =0 dans R" x R}.
2. Si p <oo, alors l%u(-,t) = f dans LP(R").
¢

3. Méme conclusion si p = oo, et de plus f bornée et uniformément continue.

4. Si f €Cy, alors li\IB u(-,t) = f uniformément sur les compacts.
t

Démonstration.
Etape 1. u€ C® et Lu=0. Soient M € R" x R*, a € N**1 En utilisant I'Exercice 1.13, on a

102 K x,5,0f Il < Cae P IF ), (x,0)€M, yeR™. (1.4)
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12 CHAPITRE 1. METHODES A LA FOURIER

Le membre de droite de (1.4) est dans L1(R"), car f € L? et les gaussiennes sont dans L? pour
tout ¢ ; on conclut en prenant q = p’ et en utilisant I'inégalité de Holder (Proposition 8.1).
On obtient que u € C*(R" xR}) et

Oute,)= | 108, K520 () dy.
[Rn
En particulier,
Lu(x,t)= [ [LnK(x,y,0lf(y)dy=0,
[Rn

grace a ’Exercice 1.12.

Etape 2. Comportement de u(-,t) pour t \,0. Soit p(x) = (4ﬂ)_”/2e_|x|2/4, de sorte que
u(x,t):p\/;*f(x), xeR”, xeR™ ¢>0.

En notant que p € LI(R?), p =0 et / p =1, on conclut grace au Théoréme 8.5. O

n

Equation des ondes 1D

On applique la méme démarche au probleme

Ou=us—uzy=0 dans R2

Lup=0=1f dans R . (1.5)
Utip=0 = & dans R
On trouve
v+ &0 =0 dans R?

A

v(&,00=Ff(&) dansR ,
v:(¢,0)=Fg(é) dansR

d’ou
sin(&t) ell 47t sin(&t)
v(&,t) =cos(E)F (&) + gg(rf):Tgf(fH Fg(¢).
En utilisant I’'Exercice 8.45, on devine la solution
1 1 x+t
u(x,t):5(f(x+t)+f(x—t))+§/ g(y)dy. (1.6)
x—t

Un calcul direct confirme cette intuition.

1.2 Proposition.
Hypotheses. f € C2(R). g € CL(R). u est donnée par (1.6).
Conclusions.

1. ueC?R?.

1. u vérifie (1.5).

1.3 Remarque. On voit déja deux différences de taille entre les deux équations. D’une part,
Iéquation de la chaleur a un effet régularisant : u devient C°°, méme si la donnée initiale ne
lest pas. Ce n’est pas le cas de 'équation des ondes. D’autre part, le temps est réversible dans
Iéquation des ondes : on peut prédire le passé a partir du présent. On peut montrer que tel
n’est pas le cas pour I’équation de la chaleur.
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Equation de Laplace dans le demi-espace

Commencons par le cas du demi-plan :

Au=us+uy, =0 dans RxR,
Up=0=1f dans R ’

Comme ci-dessus, on trouve v(¢,¢) = C(&)e t + D(&)et. Intuitivement, v doit &tre petite (c’est

une transformée de Fourier, qui est bornée), d’ou v(¢,t) = E(¢ Ye~¥It. On trouve u(x,t) = / P(x -
R

v, 0f () dy, ot F,P(-,t)(&) = e ¥l La formule d’inversion de Fourier (Théoréme 8.28 6.) suggeére

1 . 1 ¢
P(x,t)= — w6 o= l6lt g — = )
(1) 27t/Re ¢ ¢ 7T t2 +x2

Passons au demi-espace :

(1.7)

Au=uu+A,u=0 dansR* xR,
Ujp=0=1 dans R"

La démarche ci-dessus méne a

/ elx{e_lfltdf — I'((n+1)/2) t (1.8)

P(x,t) = ;
AR (42 2yt D2

2m)"

voir I’Exercice 8.47. P est le noyau de Poisson, et on a deviné la solution

u(x,t):{/RHP(x—y,t)f(y)dy, s1t>0. (1.9)
f(x), sit=0

1.4 Théoreme.
Hypothéses. 1< p <oo. f € LP(R"). u est donnée par (1.9).
Conclusions.

1. u vérifie Au =0 dans R" x R}.
2. Si p <oo, alors 1i\n(t)1u(~,t) = f dans LP(R").

3. Méme conclusion si p = oo, et de plus f bornée et uniformément continue.

4. Si f eCy, alors li\n& u(-,t) = f uniformément sur les compacts.
t

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du Théoreme 1.1, avec

T+ 1)/2) 1
plx) = A2 (124 |2y’

de sorte que u(:,t) = p; * f. Le fait que /

o = 1 suit de 'Exercice 8.46. O
[Rn,
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Equation de Schrodinger

On consideére le probleme

{zut+Axu:0 dans IR”XR. (1.10)

Ujt=0 = f
On peut adapter la stratégie suivie pour ’équation de la chaleur, mais ceci demande de géné-

raliser la transformée de Fourier au-dela de L'. Ce sera fait plus tard, mais pour I'instant nous
allons plut6t adapter une stratégie ad hoc. On commence par regarder le probleme approché

{uf —(+e)Auft=0 dansR" xR,

Uyo=F
En utilisant la Proposition 8.30, on trouve, pour ¢ > 0, la solution

ut(x,t) = / (0°) &= F () dy, oa FpiE) = e P p(x) = e lHPIAGe) (1 11)
[Rn

(V4n(1 +e)n

Un passage formel a la limite dans (1.11), accompagné d’'une démarche similaire si ¢ < 0 sug-
gere la solution

1

_ Ux—yI2/(4t) d 120
u(x,t) =< (Vawmt)" /ne fdy, sit# |
), sit=0

(1.12)

Le résultat qui suit n’est pas optimal ; il sera amélioré par la suite.

1.5 Proposition.
Hypotheses. f € C.(RY), ou, plus généralement, f € L2(R"). u est donnée par (1.12).
Conclusions.

1. ue C®MR"xR*) et tu; + Ayu =0dans R” x R*.
1. limu(, 1) = f dans L2(R").

Démonstration. La premiére partie, par exemple pour ¢ > 0, suit en différentiant la formule de

REIRCD)
(Vame)®
Pour la seconde partie, on note que pour ¢ # 0 fixé, Z,(ué(-,¢)) — g dans L%(R"), ot g(¢) =

e‘”"f'zf(é). Le théoreme de Plancherel 8.31 implique que ué(-,¢) — v dans L%(R"), ou ¢ = g.
Comme, par ailleurs, on a uf — u en tout point, on trouve u(-,¢) € L2(R") et F,u(-,t) = g. En
appliquant a nouveau le théoréme de Plancherel, on obtient 2. O

u, et en utilisant le fait que 1P; + A P =0, ou P(x,t) :=

Résolvante du laplacien
On s’intéresse ici au probléeme

Aw—-Aw=f dansR", ouA>0. (1.13)
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On peut ramener ce probleme a I’équation de la chaleur en utilisant la transformée de La-
place. Plus spécifiquement, si u est solution de (1.1), alors un calcul formel montre que w(x) =

/ e_’”u(x,t)dt vérifie (1.13). ! On devine
0

° 1
wi= [ et | et aydi=K « o, (1.14)
O n
ou
*© 1 2
_ —At —|x|“/(4¢)

Le résultat suivant sera généralisé dans le cadre de la théorie des distributions.

1.6 Proposition.
Hypotheses. f € C(R"). w est donnée par (1.14).
Conclusion. w vérifie (1.13).

Démonstration. Par calcul direct, on a K € L et K(¢) = On trouve w e C® et A\w—Aw =

A+1¢12°
K« (Af —Af)e L, don
FAw-Aw)=KFAf - M) =KQA+1EPf =7,
d’ou Aw — Aw = f, par injectivité de la transformée de Fourier (Corollaire 8.29). O

Equation de Laplace dans une boule

La formule qui suit est une application indirecte de la transformée de Fourier. On s’inté-
resse au probleme

{Au =0 dans B(xo,R) (1.16)

u=f surS(xg,R)

Explication de l'origine de la formule (1.17) qui suit. On peut ramener la boule sur un demi-
espace par une inversion II. Une inversion est une transformation conforme, c’est-a-dire si u
vérifie Au = 0, il en va de méme pour v = uwoII"!. Ainsi, on rameéne Iéquation de Laplace dans
une boule 4 la méme équation dans un demi-espace, avec foII"! comme donnée ; I'opération au
bord revient a une projection stéréographique. En utilisant (1.8) pour trouver v et en inversant
la projection stéréographique, on trouve

R2—|x—xo|2/ f(y)
u(x) = onR S(xo,R) X —¥I"
f(x), six € S(xg,R)

d#"y), sixeB(xo,R
(), sixeBlxo,R) (1.17)

1.7 Théoréeme (Formule de Poisson).
Hypothéses. f € C(S(xg,R)). u est donnée par (1.17).
Conclusions.

1. u e C®B(xg,R))NC(B(xo,R)).
2. u est solution de (1.16).

1. w est la transformée de Laplace (en 1) de u.
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Démonstration. On peut supposer xg = 0. Soit v le membre de droite de (1.17). Soit, pour

R2_ 2
x € B(O,R) et y € S(O,R), P(x,y) = %; c’est le noyau de Poisson. On pose S(x) =
Onplvix—Yy

/ P(x,y)d A" ().
S(O,R)

Les propriétés suivantes sont claires : A,P =0, AS =0, P,S >0, P,S € C*. Par conséquent,
onaveC®etAv=0.
Par ailleurs, S ne dépend que de |x|. En effet, si A € G(n), alors

S(Ax) = S(x),

R2—|Ax|2/ dff”‘l(y)_R2—|x|2/ dA" Ny
onR S(0,R) |Ax — y|™ onR S(0,R) Ix—A‘lyln

car la mesure de Hausdorff est invariante par isométries (Exercice 1.17).

Si on pose g(r) =S(r,0,...,0), alors g € C*°([0,R)). Avec r:=|x| >0,0ona 0=AS(x) = g"(r)+
n;g' (r) (cf Exercice 1.18). On en déduit que S est constante. Comme S(0) = 1, we obtient

r
S=1.
Soit 6 > 0. Si z € S(0,R) et x € B(0,R) sont tels que |x — z| < §/2, alors

R2 a2
/ P(x,y)d#" 1(y) < R —lxl” / /6" d A" (y) = Cs(R? - |x|%).
{yeS(O,R) ; |ly—z|>6} Opn S(O,R)
Par conséquent, P satisfait lim P(x, y)djf”_l(y) =0.
x—z ly—2z|>6

Finalement, on a

lv(x) — g(2)| =

/ P(x,y)(g(y)—g(z))diﬁ”_l(y)‘
S(0,R)

S/ P(x,y)lg(y)—g(z)ldif”‘l(yH2||g||Loo/ P(x,y)d#" (),
ly—z|<d

ly—z|>6
d’ou
lv(x)—g(2)l = sup |g(y)—g(2)l +2||g||L°°/ P(x,y)d A" (y). (1.18)
ly—z|<6 ly—2z|>6
Si, dans (1.18), on fait d’abord x — z, puis 6 — 0, on obtient limv(x) = g(2). O
X—z2

Solution fondamentale

Cette partie sera généralisée dans le cadre de la théorie des distributions; néanmoins, on
le cadre des fonctions localement intégrables suffit pour comprendre I'idée.

La Définition 1.8 est motivée par le calcul formel suivant. On essaie de résoudre I’équa-
tion P(0)u = f, ou P(0) est un opérateur linéaire a coefficients constants de symbole P(x). En
prenant la transformée de Fourier, on trouve formellement P(18)i(&) = £(£), ce qui suggere
u =E « f pour E tel que E(&) = 1/P(1¢).

1.8 Définition. Une fonction E € L}OC(R”) est solution fondamentale de P(9) si, pour tout f €
CP(R"), u=E * f est solution de P(0)u = f, c’est-a-dire

P@ux)= | E@x-yPOFf(»)dy=Ffx), VfeCOR"Y), VxeR" (1.19)
Rn
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1.9 Proposition. E € Llloc(IR”) est solution fondamentale de P(0) si et seulement si

/ E(=y)P@)¢(y)dy = ¢(0), V¢eCT[R"). (1.20)
[Rn

Démonstration. (1.20) suit de (1.19) en prenant f = ¢ et x = 0. Inversement, (1.20) appliquée a
y+— f(y+x) donne, apres le changement de variables z = y + x, (1.19). O

1.10 Définition. Soit 0, la mesure superficielle de la sphere unité de R”. On pose

1
—Injx|=—Inlx|, sin=2

Ex)=4{92 |27 . (1.21)

sin=3

(n—2)a,)x[?2’

1.11 Théoreme. E est une solution fondamentale de I’équation de Laplace.

Démonstration. En utilisant 'Exercice 1.18, on a AE = 0 dans R” \ {0}. Par ailleurs, on a E €

Llloc(lR”), par comparaison avec les intégrales de référence (Exercice 8.41). Par convergence

dominée, on a, avec ¢ € C°(R") et O, =R" \ B(0,¢),

/ E(-y)Ap(y)dy = / E(y)A<p(y)dy=lin3 / E(y)Ap(y)dy.
R R™ e~V JQ,

J/

I

On note que 0Q, = S(0,¢) et v(y) = _Z’ y €S5(0,¢). La deuxiéme formule de Green (2.2) donne
€

1 1
I.=-J:+K,, oud, = —/ E(y)y-Vo(y)d#" 1), K, = —/ @(»)y-VE(y)d 7" 1(y).
€ JS(0,6) € .JS(0,¢)

1

—Inr, sin=2
Soit f(r):= 27 1 , de sorte que E(y) = f(|y]). D’'une part, on a

_—(n BTy sin=3

/el = 1S(0,)f () IVellLe — 0 quand £ — 0.

D’autre part,ona y-VE(y) = d’ou (en utilisant I’'Exercice 8.42)

Onlyl"2’
1 -1, » e—0 1 n-1
K. =— plex)d A" (x) — — P(0)d A" (x) = p(0).
On JS(0,1) On JS(0,1)
Finalement, / E(-y)Ap(y)dy = ¢(0), V¢ € C°(R"), la conclusion attendue. O
Rn

D’autres solutions fondamentales sont laissées en exercice ; voir les Exercices 1.22-1.24.
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Exercices

1.12 Exercice. *
Hypothese. K est le noyau de la chaleur.
Conclusion. (0; —Ax)K(x,y,t)=0,t>0, x,y € R,

1.13 Exercice.

Hypothéses. L €R" xR*. a € N**1, K est le noyau de la chaleur.
Conclusion. 1l existe a >0 et C, tels que Iagcyt)K(x,y, t)| < Cae""ylz, (x,t)e L, y e R™.

1.14 Exercice. * Détailler la preuve du Théoréme 1.4.
1.15 Exercice. * Détailler le début de la preuve de la Proposition 1.5.
1.16 Exercice. * Détailler la preuve de la Proposition 1.6.

1.17 Exercice. On se propose de montrer que la mesure de Hausdorff .7"~! sur la sphére
euclidienne S(0,r) est invariante par isométries, c’est-a-dire, si f : S(0,7) — R est borélienne et
A € O(n), alors

/ fd%”‘lz/ foAd"
S(0,r) S(0,r)

au sens du théoreme du changement de variables.

1. Soit g(x) := f(rx/|x|), Vx € R* \{0}). Soit U := {x € R"”; r < |x| < 2r}. Montrer que, au sens
du théoréeme de changement de variables,

/g(x)dx: lr/ Fdam L,
U n S(0,r)

2. Conclure.

1.18 Exercice. * Soit u € C2(R" \ {0}) telle que u(x) = g(|x]), Vx.

1. Montrer que g € C2((0,00)).

n—1
2. Si on pose r = |x|, montrer que Au(x) = g"(r)+ —=g'(r).
r

1.19 Exercice. * Soit E la solution fondamentale de A donnée par (1.21). Montrer que E €

1 x 3 1 .
Lloc(Rn) et m . VE(DC) = W S1X ?f 0.
1.20 Exercice. * Dans la formule de Poisson (1.17), on considére une donnée f € L?(S(xq,R)),
pour un 1 < p <oo. On suppose, par exemple, xo =0 et R = 1. On pose u,(x) =u(rx),0<r<1,
x € S"~1. Montrer 'analogue suivant du Théoréme 1.1 2. : 11}1} ur = f dans LP(S™1).

r

1.21 Exercice. Soit P(0) un opérateur non constant. Montrer que I'’équation P(0)u =0 a tou-
jours des solutions non triviales de la forme

k
X — exp ( Z (jxj), avec (1,...,(3 € C convenablement choisis.
Jj=1
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1.22 Exercice. * 1
Hypothese. E:RxR—R, E(x,t)= 51{(x,t)€R2;|x|<t}.

De maniére équivalente, E(x,t) = QH (¢ —|x|), ou H est la fonction de Heaviside, H(t) =

1, sit>0
0, sit<0
Conclusion. E est solution fondamentale de ’équation des ondes 1D, [1= 6? - 6326.

1.23 Exercice. *
L -ian
Hypothése. E:R" xR — R, E(x,t) =< (4mt)V2 ’ )
{O, sit<0
Conclusion. E est solution fondamentale de I'’équation de la chaleur L =0; — A,.

sit>0

1.24 Exercice.

Le”xlz/(‘m sit>0
Hypothese. E:RxR— C, E(x,t) =< v4mit ’ .
0, sit<0

Conclusion. E est solution fondamentale de I’équation de Schriodinger 1D S =0; — za?c.

1.25 Exercice. Nous allons expliquer ici comment obtenir, par un calcul formel, la solution
fondamentale de A dans R", n = 3, donnée par (1.21).

Soit £, la solution fondamentale de A — A donnée par (1.15). Calculer, pour n = 3 et x €
R\ {0}, 1a limite }LI_I% E ) (x) et conclure.

1.26 Exercice. Retrouver, pour n = 3, «la » solution fondamentale de —A en utilisant la trans-
formée de Fourier des noyaux de Riesz R" 3 x — |x|™%, avec 0 <a <n.

Indications

—|x—y|2/(4¢)

Exercice 1.13. 0% , K est une combinaison linéaire de termes de la forme M(x, y,t) = t"xPye

(x,t)
Par majoration brutale, on trouve |M(x,y,#)| < (1 +|y)) exp(cly| — blyl?), (x,t) € K, y € R", avec
b > 0. Par croissance comparée, on trouve, pour tout a € (0,b), |M(x,y,t)| < Cexp(—aly|?).
Exercice 1.21. Montrer que tout polyndome non-constant de n variables a (beaucoup) de

racines dans C". Prendre { = ({1,...,{») tel que P(z{) =0.

Exercice 1.24. En suivant la démarche de ’Exercice 1.23, calculer une solution fondamen-
tale de 0; — (e + 1)6326, puis faire £ \ 0.

2
X
Exercice 1.25. Faire le changement de variables s = % Utiliser la Proposition 8.12.
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