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Chapitre 1

Notations, rappels, définitions

e Si tous les termes de la suite (x,) appartiennent a I’ensemble A, on écrira (x,) c A.

e Si A est une partie de X, le complémentaire de A dans X est noté X \ A. S’il est clair qui est X,
on notera ce complémentaire par A°.

e Un ensemble est dénombrable s’il est en correspondance bijective avec N (autrement dit : si on
peut écrire tous les éléments de A, sans répétition, comme une suite). Un ensemble est au plus
dénombrable (a. p. d.) s’il est soit fini, soit dénombrable.

e L'outil le plus commode pour vérifier qu'un ensemble est dénombrable est la

Proposition 1.1. a) Une partie d’'un ensemble a. p. d. est a. p. d.

b) Une union a. p. d. d’ensembles a. p. d. est a. p. d.

¢) Un produit cartésien fini d’ensembles a. p. d. est a. p. d.

d) Un ensemble a. p. d. qui contient une infinité d’éléments distincts est dénombrable.
e) Un ensemble qui contient une partie qui n’est pas a. d. p. n’est pas a. d. p.

Ce résultat sera admis (pour la preuve, voir ’appendice de ce chapitre).

Exercice 1.1. a) N, Z, Q, Z"*, Q" sont dénombrables.
b) L'ensemble des parties finies de N est dénombrable.
¢) R n’est pas dénombrable.

Définition 1.1. Un clan dans X (ou clan tout court, s’il est clair qui est X) est un ensemble €
dont les éléments sont des parties de X, tel que :

))PEE;

1) si A€e%, alors A€ € ;

i11i)) Si A, BE%, alors AUBEE.
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Remarque 1.1. La définition d’un clan demande que l'une union de deux ensembles de € soit
encore dans €. Nous verrons plus loin qu’une union contenant un nombre fini d’ensembles
de € appartient a €.

En général, une union infinie d’ensembles de ¢ n’est pas dans €.

Un raisonnement du genre "chaque A; (avec i € I) est dans €, d’oit U;c1A; € € n'est pas valide, a
moins de savoir que I est fini.

Définition 1.2. Une tribu dans X (ou tribu tout court, s’il est clair qui est X) est un ensemble
T dont les éléments sont des parties de X, tel que :

) PeET;

i) siAe T, alors A°e T ;

iii) Si Ay,...,A,,...€ 7, alors Uy_ A, € T.

Si une partie A de X appartient a .7, on dit que A est .7 -mesurable (ou mesurable tout court,
quand il est clair qui est 7).

Remarque 1.2. La définition d’'une tribu demande qu’une union dénombrable d’ensembles de
T soit encore dans 7. En général, une union quelconque d’ensembles de .7 n’est pas dans 7.
Un raisonnement du genre "chaque A; (avec i € I) est dans .7, d’ot Ujc1A; € 7" nest pas valide, a
moins de savoir que I est a. p. d.

e Dictionnaire. a) Clan=algebre=(en anglais) algebra.
b) Tribu=c-algebre=(en anglais) o-algebra.

Exercice 1.2. a) #(X) (I’ensemble de toutes les parties de X) est une tribu.
b) St X ={1,2,3}, alors € ={9,X,{1},{2,3}} est une tribu.

Exercice 1.3. Si X est fini, alors tout clan est une tribu.

Définition 1.3. Une suite (A,) de parties de X est :

a) croissante si A, c A, .1 pour tout n;

b) décroissante si A, D A, .1 pour tout n;

¢) d. d. d. (acronyme pour "deux-a-deux disjointes”) si A, NA,, = @ pour n # m.

e Notations : a) A,, / A veut dire que la suite (A,) est croissante et A = UA,, ;
b) A, \\ A veut dire que la suite (A,) est décroissante et A =nNA,,.

Définition 1.4. Si A c X, la fonction caractéristique de A est ys : X — {0,1}, définie par ya(x) =
1, six€A
0, sixeX\A



Exercice 1.4. Montrer que A, / A ssi : la suite de fonctions (ya,) est croissante et converge
simplement vers y 4.
De méme, A, \\ A ssi : la suite de fonctions (y,) est décroissante et converge simplement vers ya.

Définition 1.5. Une classe monotone dans X est un ensemble ./ de parties de X tel que :
i) Si (A,) ./ est une suite croissante, alors UA, € .4 ;
i1) Si (A,) c . est une suite décroissante, alors NA, € /.

Exercice 1.5. Toute tribu est un clan.
Toute tribu est une classe monotone.

Définition 1.6. Si € est un clan, une mesure positive sur % (ou mesure tout court) est une
application u:% — [0,00] telle que :

D) u(@)=0;

it) Si (A,) c € est une suite d. d. d. et si UA, €€, alors W(UA,) =Y u(A,).

Dans le cas particulier ot € est une tribu, hypothese UA,, € € est automatiquement satisfaite.

Exercice 1.6. Montrer que ii)=— (@) =0 ou oo.

card A, si A estf

Exercice 1.7. Soit X un ensemble. Montrer que l'application u: #(X) — [0,00], u(A) = { i
00, sinon

est une mesure sur Z(X). C’est la mesure de comptage.

Définition 1.7. a) Un espace mesurable est un couple (X,.7), avec 7 tribu dans X.
b) Un espace mesuré est un triplet (X, 7 ,u), avec 7 tribu dans X et y mesure sur 7.

e Tout ouvert de R est une union a. p. d. d’intervalles ouverts. De plus, on peut choisir ces inter-
valles d. d. d.

¢ Si on munit R"” d’'une norme, tout point de R” est la limite d’'une suite de points ayant toutes les
coordonnées rationnelles.

Appendice : Preuve de la Proposition 1.1. Autres résultats concernant le dénombre-
ment

Lemme 1.1. Toute partie infinie A de N est dénombrable.

Démonstration. Soit xg =minA.

Si xg,%1,...,%, ont déja été choisis, on pose A, = A\ {xgp,x1,...,%,}. Alors A, est non vide, sinon A
serait fini. On définit x, .1 =minA,,.

La suite d’entiers (x,,) est strictement croissante, donc x,, — oco.
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Il suffit de montrer que A = {xg,x1,...} (en effet, dans ce cas f :N— A, f(n) = x, est une bijection).
Preuve par ’absurde :

Supposons que x € A et x # x, pour tout n. On a x > xo, par choix de xp, d'ou x € Ag. Comme
x # x1, on trouve x > x1. Par récurrence, x ¢ A,, et x > x,,1 pour tout n. En passant a la limite,
x =limx, .1 = oo, absurde. O

Lemme 1.2. Si A c B avec B a. p. d., alors A est a. p. d.
Par contraposée, si A c B et A n’est pas a. p. d., alors B n’est pas a. p. d.

Démonstration. Si A ou B est fini, c’est clair. Supposons A et B infinis.

Soit f : B — N une bijection. Alors la restriction g de f a A est une bijection entre A et C = f(A).
C est infini, sinon A serait fini.

Le lemme précédent montre qu’il existe une bijection 4 : C — N.

Alors hog:A — N est une bijection. O

Lemme 1.3. S’il existe une injection [ de A vers N, alors A est a. p. d. La réciproque est vraie.

Démonstration. A est en bijection avec B := f(A)cN.

Si B est fini, alors A I'est aussi.

Si B est infini, alors B est en bijection avec N, donc A I'est aussi.

Réciproquement, supposons A a. p. d. Si A est infini, alors A est en bijection avec N.

Si A est fini, alors on peut écrire A = {x,...,x3}, et la fonction A 3 x,, — n € N est injective. O

Lemme 1.4. Si B est a. p. d. et s’il existe une injection f : A — B, alors A est a. p. d.

Démonstration. Lensemble C = f(A) est une partie de B, donc est a. p. d.
A est en bijection avec C, donc C est a. p. d. O

Théoreme 1.1. (de Cantor-Bernstein) S’il existe une injection f : A — N et une injection g :N —
A, alors A est dénombrable.

Démonstration. A est en bijection avec f(A) <N, donc A est a. p. d.
Par ailleurs, A n’est pas fini, car il contient la suite d’éléments distincts g(0), g(1),....
Il s’ensuit que A est dénombrable. O

Lemme 1.5. N2 est dénombrable.

Démonstration. N2 est infini, car il contient la suite d’éléments distincts (n2,0),en.

I1 suffit donc de construire une application injective f :N? — N.

Soit N2 — N, f(m,n) = (m+n+1)2(m+n+2)

Soit p = m +n + 1. Clairement,

+ n. Nous allons montrer que f est injective.

p(p+1) -

. <p(p+1)+p:(p+1)(p+2).

f(m,n) 5 5



Si f(m,n)=f(m/,n), alors on a m +n =m’+n'. Preuve par I'absurde :
(p+1)p+2) - q(g+1) On

Supposons, par exemple, p=m+n<qg=m'+n'. Alors p+1<gq, dou

trouve 2 2
Fimn) < 2XDP*2 _alg+ D) oo
2 2
contradiction.
Utilisant ce résultat et la formule de f, on trouve f(m,n) = f(m',n') =>n=n'—=m=m' —
(m,n)=(m',n’), dou I'injectivité de f. O

Exercice 1.8. La fonction f ci-dessus est une bijection de N? vers N*.
Trouver une bijection entre N? et N.

Les résultats suivants prouvent la Proposition 1.1.
Lemme 1.6. Un produit cartésien fini d’ensembles a. p. d. est a. p. d.

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat quand il y a deux facteurs; le cas général s’obtient
par récurrence sur le nombre de facteurs dans le produit.

Soient A1, Ay deux ensembles a. p. d. Si A est fini, on peut écrire A1 = {xg,...,x%}. Sinon, soit
f :N — A7 une bijection ; on pose x, = f(n). Alors A1 = {xg,...,%n,...}. Dans les deux cas, on peut
écrire A1 ={x; ; 0<x; <l} ou !l e NU {oo}.

De méme, on peut écrire Az ={y;; 0<j<ph

La fonction A1 x Ag 3 (x;,y;) — (i,)) € N2 est injective.

N2 étant dénombrable, il s’ensuit que que A x Ag est a. p. d. O

Lemme 1.7. Une union a. p. d. d’ensembles a. p. d. est a. p. d.

Démonstration. Soient A,, n <[, avec [l =Nu{oo}, des ensembles a. p. d.

Posons Bo=Agp et,pour 1<n<I,B,=A, \(UZ;éAk). Alors les B, sont d. d. d. et UB, = UA,,.

On peut écrire B, ={x ; i <[}, d'ou tout élément de A = UA,, s’écrit de maniére unique x; pour
un n et pour un i.

Lapplication A 5 x7 — (n,i) € N? est injective.

Il s’ensuit que A est a. p. d. O
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Chapitre 2

Tribus, clans, classes monotones

Exercice 2.1. Si ();c1 est une famille d’ensembles <f; ¢ P(X) telle que chaque <7; soit un clan
(ou tribu, ou classe monotone), alors N;c1<7; est un clan (ou tribu, ou classe monotone).

Proposition 2.1. Soit o7 ¢ P (X). Alors il existe un plus petit clan (ou tribu, ou classe monotone)
P contenant .

En d’autres termes, il existe A tel que :

1) A soit un clan (ou tribu, ou classe monotone) ;

i) o < AB;

1i1) Si 9 est un clan (ou tribu, ou classe monotone) contenant <7, alors B < 9.

A est le clan (ou tribu, ou classe monotone) engendré par of et est noté respectivement ¢ (<),

T(A) ou M ().

Démonstration. On fait la preuve pour les clans; preuve identique dans les autres cas.

Soit ¥ ={9 ;o/ € D et Z est un clan}.

% est non vide (elle contient Z(X)).

Si on pose B =Ngez P, alors &£ est un clan contenant o7 (cf exercice précédent).

Par définition de .%, tout clan Z contenant &7 est dans .%, donc contient %. O

1. é u u ] isten u - ndré
Remarque 2.1. C’est la méme preuve que celle qui donne lexistence du sous-espace engendré
par une partie d’'un espace vectoriel, ou lexistence d’un sous-groupe engendré par une partie d’un
groupe, etc.

Exercice 2.2. Si X ={1,2,3} et &/ ={{1}}, alors :
a) le clan (et la tribu) engendré par </ est {¢,X,{1},{2,3}};
b) la classe monotone engendrée par <7 est <f .

Proposition 2.2. On a (/) c T ().

11
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Démonstration. Avec .% comme ci-dessus et ¥ ={Z ; &/ < J et & tribu}, on a .% > ¥, et donc
C(A)=Ngez D <NgeygD = T (). O

Exercice 2.3. Soient X =N et o/ ={{n} ; n € N}. Montrer que :

a) T ()= PN);

b) €(F)={AcN; A finiou A€ fini}.

En déduire que :

c) en général, T () #C(A);

d) si € est un clan et (A,) <%, alors en général UA, ¢ € et NA, ¢E.
e) Montrer que # (/) = < .

Proposition 2.3. Soit € un clan. Alors :

) XeC;

i1) si A, BE%, alors ANBe% ;

1) si A, Be%, alors A\NBe % ;

iv) si Aq,...,A, €%, alors U;.LzlAj €F et ﬁ;?:lAj €F.

Démonstration. i) on a X = ¢°.

i1) découle de l'identité A NB =(A°uUB°)°.

iii) suit de ii) et de A\B =AnB°.

iv) se montre par récurrence sur n. O

Proposition 2.4. Soit .7 une tribu. Alors :

) XeT;

i) si A, Be 7, alors AnBe T ;

i) si A,Be .7, alors A\Be .7 ;

iv)siAq,...,A, € 7, alors UA,, € T et NA, € T ;
v)siAq,...,A,,...€ 7, alors NA, € T.

Démonstration. i)-iv) sont une conséquence de la proposition précédente, car une tribu est un
clan.
v) suit de l'identité NA, = (UAY)°. O

Proposition 2.5. Un clan € qui est aussi une classe monotone est une tribu.

Démonstration. On doit montrer que, si (A,)c %, alors UA, €% .
Soit B, = U}_,Ay. Alors B, /" UA, et B, €% (car ¢ est un clan).
% étant une classe monotone, on trouve UA,, € €. O

Proposition 2.6. On a . () c T ().
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Démonstration. 1l suffit de reprendre la preuve de la Proposition 2.2, en remplacant "clan" par
"classe monotone". O

Théoréeme 2.1. (de la classe monotone) Si ¢ est un clan, alors (€)= T (6).
En particulier, toute classe monotone qui contient ¢ contient aussi .7 (€).

Démonstration. Soit .# = .#(%). Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de montrer
que (*) A > T (F).

Par définition de la tribu engendrée, (*) est vraie si on a (**) .# est une tribu.

Pour établir (**), il suffit de montrer que .# est un clan (car clan+classe monotone=tribu).
Posons, pour un A fixé, .#, ={Be .# ; AuB e . #}. Alors .# est une classe monotone. En effet,
soit (B,,) € .# 4 une suite croissante. Alors A UUB,, = U(AUB,,) € #4, car la suite (AUB,)c .#x
est croissante. De méme, si (B,,) € .#4 est une suite décroissante, alors AUNB, =N(AUB,,) € .#4.
SiA€%,alors #y>%C ;dou A = .#.Autrement dit, 'union d’'un élément de € et d’'un élément
de .# est un élément de .Z .

Par conséquent, si A € .#, alors .#4 > % . 1l S'ensuit que .#4 = .# . Donc, (***) si A,B € ./, alors
AuBe /.

Finalement, soit A4 ={A € . # ; A° € .#}. Alors ./ est une classe monotone. En effet, si (B,)c .4/
est une suite croissante, alors (UB,)° = NB¢, € ./, car (BS) c ./ est une suite décroissante. De
méme, si (B,) <./ est une suite décroissante, alors NB,, € .Z .

Comme ./ contient %, on trouve .4 = .# . Autrement dit, (¥****) si A € ./, alors A€ ./ .

(**) suit de (***) et de (F¥**¥%¥), O

Exercice 2.4. Si &7 ¢ A4, alors € () c €(AB). De méme, M ()< M (B) et T(F)< T (A).

On a € (6 (A)) = € (A). Propriété analogue pour la classe monotone et la tribu engendrées.

2.1 La tribu borélienne

Soit (X,d) un espace métrique.

Définition 2.1. La tribu borélienne #x sur X est la tribu engendrée par les ouverts de X.
Ou encore : Bx = T{U ; U ouvert de X}).

Si on désigne par T la topologie de X (=l’ensemble des ouverts de X), alors Bx = 7 (7).

Les ensembles de cette tribu sont les boréliens de X.

Exercice 2.5. On munit R de la métrique usuelle. Alors tout intervalle, tout fermé et tout ouvert
de R sont boréliens.

Remarque 2.2. Donné X, la question "A est-il un borélien 2” n’a pas de sens, car la tribu borélienne
dépend de la distance sur X. C’est la situation rencontrée en Topologie a propos de la question "A
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est-il un ouvert ?”.
Néanmoins, il y a un abus fréquent de langage : "A < R" est borélien” sous-entend que R" est muni
d’une norme.

Proposition 2.7. a) Px est la tribu engendrée par les fermés de X.

b) Br est la tribu engendrée par :

i) les intervalles de R

ou

i1) les intervalles de la forme la,ool.

c) P est engendrée par les pavés I x Iz x ... x I, avec I; intervalle ouvert.

Démonstration. Notons, dans chaque cas, 7 ’ensemble des ouverts, et &/ 'ensemble des parties
de X données par ’énoncé (fermé, intervalle, etc).

A chaque fois, on a &7 ¢ Py, et donc T () c T (Bx) = Bx. 1l reste donc & montrer I'inclusion
inverse .7 (&) > T (ABx) = Bx.

Pour cela, il suffit de montrer que 7 <€ .7 (%), car alors Bx = T (1) c T(T(F)) = T ().

Soit U un ouvert.

a)OnaU‘es,douU =U°) € T ().

b) 1) U est une union a. p. d. d'intervalles ouverts I ;. Comme chaque I est dans A,ona U € 7 ().
b) ii) De ce qui précede, il suffit de montrer que tout intervalle ouvert I =]a,b[ est dans .7 (7).
Sia€eR et b =00, cest clair.

SilI=R,onal=Upen]—n,oole T ().

Il reste le cas b € R.

Pour tout c € R, on a la, c] =la,ocolNn]c,00[‘€ T ().

Il S’ensuit que Ja,b[= Upen+la, b —1/nl € T ().

¢) Les ouverts de R, donc la tribu borélienne, ne dépendent pas de la norme choisie. Nous prenons
comme norme || .

Soit € ={B(x,r) ; x€e Q",r € Q}. Alors ¢ c &7 et € est a. p. d. En effet, la fonction B(x,r) — (x,r) €
Q" x Q est injective et Q" x Q est dénombrable. Il suffit donc de montrer que U est 'union d’une
famille de boules de % ; cette union sera automatiquement a. p. d.

Posons = {B(x,r) € ¢ ; B(x,r) c U}. Clairement, Ug(, reB(x,r)cU.

Réciproquement, soit y € U. On doit trouver une boule B(x,r) telle que B(x,r)e & et y € B(x,r).

Il existe un R > 0 tel que B(y,R) cU. Quitte a diminuer R, on peut supposer R € Q.

Soit x € Q" tel que ||x — ¥[loo < 7 := R/2. On vérifie aisément que B(x,r) < B(y,R) (d'ou B(x,r)c U,
ce qui implique B(x,r)€ &) et y € B(x,r). O

Remarque 2.3. Si on munit R" d’une norme, il existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes
(un exemple, assez difficile, sera vu en TD).

Ce qu’il faut retenir est que tous les ensembles ne sont pas forcément boréliens. En revanche, tous
les ensembles "concrets” le sont.
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Exercice 2.6. Soit ®:R" — R"” un homéomporphisme. Si A € Brn, alors P(A) € Bpn.

Exercice 2.7. Soient A € PBypn et B € Brm. Montrer que A x B € Bn+m.

15
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Chapitre 3

Fonctions mesurables

Soit (X,.7) un espace mesurable.

Proposition 3.1. Soit f: X — Y et soit </ une famille de parties de Y. Si f~1(A) € 7 pour tout
A€, alors f~YA)e T pour tout A € T ().

Démonstration. Soit Z={AcY ; f"Y(A)e T).

Alors 9 o o/ . Par ailleurs, 2 est une tribu. En effet, si (A,) c 2, alors f 1 (UA,)=Uf"1(4,)e T ;
vérification analogue des autres propriétés de la tribu.

Il s’ensuit que ¥ > 7 (). O

Définition 3.1. Une fonction étagée est une fonction f : X — R de la forme f =Y a;xa,, ot :
1) il y a un nombre fini de termes dans la somme ;

ii) chaque a; €ER;

iii) chaque A; € 7.

Définition 3.2. Une fonction f : X — R est mesurable s’il existe une suite (f,,) de fonctions étagées
telle que f,, — [ simplement.

Dans le cas particulier ot (X,d) est un espace métrique et 7 est la tribu borélienne, f est appelée
borélienne.

Remarque 3.1. On ne peut pas décider si f est mesurable si on ne connait pas 7.

Exercice 3.1. Soit (x,) € R une suite ayant une limite. On a limx, >a € R<= 3 keN*,AmeN
tels que x, >a+1/k, YV n=m.

Théoreme 3.1. f est mesurable si et seulement si :
i) fHc0)e T ;

ii) f(-00)e T ;

iii) f~Y(B) € T pour tout B € Ap.

17
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Démonstration. = Soit (f,,) une suite de fonctions étagées telle que f,, — f.
Soient a €R, n €N. On pose A, , = (fn)"*(a,o00l), qui appartient & .7 (pourquoi ?).
On a

f(x)>a <=3 EkeN*,ImeN tels que fr(x)>a+1/k pour n>m.

En d’autres termes,
fx)>a<—=3Jke N*,3meN tels que x € mn,2m14n,a+1/k X € UpeN* UmeN mnzmAn,a+1/k €7.

Donc
f1a,00l) = {x ; f(x)>a} = Upenst Umen MnzmAnasvk € 7, Y aeR.

On obtient f~1({foo}) = N, f~1(In,00) € T .
Par conséquent, £~ (la,00) = f1(la,00D) \ f1({oo}) € 7.
La Proposition 3.1 combinée avec la partie b) ii) de la Proposition 2.7 montre que f~1(B) € .7,
VBEe %R-
Enfin, f1({-~0o) = X\ (f 1®)Uf1({oc)) € 7.
=2"  sif(x)<-2"
<= Soit, pour n e N, f,(x) =< 2", sif(x)=2" ; ici, & est un entier relatif compris
k12", sik/2™ < f(x) < (k+1)/2"
entre —4" et 4" —1. Formule équivalente pour f : sion pose A, = f~}([—o0,-2"), B,, = f ~1([2",00])
et Cpp = L([R/2",(k +1)/2"]), alors f,, = —2"ya, +2"xB, + 4. 4 k2" XC, ,-
Chaque f;, est une fonction étagée (pourquoi?). Par ailleurs,ona f,, — f. O

Si on examine la construction des f,, dans la preuve de I'implication "<=", on constate que dans
le cas particulier ou f est positive, la suite (f},) est croissante, d’ou

Corollaire 3.1. Toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite croissante de fonctions
étagées.

Exercice 3.2. Si (X,d) est un espace métrique et si .7 est la tribu borélienne, alors toute fonction
continue f : X — R est borélienne.
Plus généralement, si f est continue en dehors d’'une partie finie de X, alors [ est borélienne.

Exercice 3.3. Soit A c X. Alors ya est mesurable si et seulement si A lest.

Proposition 3.2. f : X — R est mesurable si et seulement si on a

(xeX; fx)>al=Ff"10a,00)€ 7 pour tout a€R.
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Démonstration. = Implication vue dans la preuve du Théoreme 3.1.

< Ona f1({oo}) = Npenfta,00]) € 7.

Il s’ensuit que £~ 1(Ja,o00l) = £ (a,00]) \ f~1({oo}) € 7, a € R. La Proposition 3.1 combinée avec la
partie b) ii) de la Proposition 2.7 implique f1(B)e .7, V B € %.

Enfin, f1({-~0o) = X\ (f 1®)Uf1({och) € 7. 0

Théoreme 3.2. Soit [ =(f1,[2,...,fn): X — R"™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) chaque f; est mesurable ;

ii) pour tout B € By, f{(B)e 7.

Si l'une de ces deux conditions est satisfaite, [ est appelée mesurable.

Cas particulier : f : X — C est mesurable<=Re f et Im f sont mesurables.

Démonstration. i)=>ii) Si I,1s,...,1I, sont des intervalles ouverts, alors (f;)"1(I;) € 7.

Il s'ensuit que f 1Ty xIa x ... x I,) =n(f;) 1) e T .

La Proposition 3.1 combinée avec la partie ¢) de la Proposition 2.7 montre que f1(B)e .7,V Be€
%Rn.

ii)=>1) Si I =Ja,o0l, alors (f;) M) =f MR I xI xR ) e 7. O

3.1 Opérations avec les fonctions mesurables
Proposition 3.3. Une limite simple de fonctions mesurables est une fonction mesurable.

Démonstration. 1l suffit de copier la preuve du Théoréeme 3.1 "—=". Cette fois-ci, la mesurabilité
des A, , est donnée non pas par le fait que les f, sont étagées, mais par le Théoréme 3.1. O

Proposition 3.4. Si g:R* — R” est borélienne et si [ : X — R" est mesurable, alors gof : X — RF
est mesurable.
A retenir sous la forme : borélienne rond mesurable égal mesurable.

Démonstration. Si B € B, alors (gof)"X(B)=f g 1(B)) e T, car g X(B) € Bn. O

1/x, si 0
Exercice 3.4. Soit g:R— R, g(x) = * Sl. x# .
0, six=0

a) Montrer que g est borélienne.
b) En déduire que, si f : X — R est mesurable et [ # 0, alors 1/ est mesurable.
¢c) Montrer que, si f : X — R est mesurable et f #0, alors 1/f est mesurable.

e Convention : 0-co=00-0=0
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Proposition 3.5. Si f,g: X — R sont mesurables, alors fg et (si cela a un sens) f + g sont mesu-
rables.

(On peut définir f + g s’il n’y a pas de point x € X tel que f(x) = too et g(x)=—f(x).)

Si LeR, alors Af est mesurable.

Démonstration. Supposons que [ + g ait un sens.

Si [, &, sont des fonctions étagées telles que f,, — f, g, — g, alors f, + g, est étagée (pourquoi ?)

et fntgn—r+8.

Soit F(x) = {f A
0, sif(x)=0

alors F,, = fr,xac. Alors F,, est étagée et F;, — f (pourquoi?). La fonction F',,G,, est étagée (pour-

quoi?) et F,,G, — f g (pourquoi?).

Finalement, Af,, — Af. O

; on définit de méme G,,. Définition équivalente : si A = f~1({0}),

3.2 Fonctions construites a partir de fonctions mesurables
Dans cette partie, on _ﬁxe un espace mesurable (X,.7). Toutes les fonctions considérées sont défi-
nies sur X a valeurs R et sont supposées mesurables.

Proposition 3.6. max(f, g) et min(f, g) sont mesurables.

Démonstration. On considere deux suites de fonctions étagées, f,, — [, g€, — g. Alors h,, — max(f, g)
et k, — min(f,g), ou h, = max(f,,gn) et k, =min(f,,g,).

Il suffit donc de montrer que A, et &, sont mesurables, ce qui découle des formules h, = 1/2(f,, +
Entlfn—8nh)eth,=12(f,+gn—Ifn—8n. O

Corollaire 3.2. max(fy,...,fr) et min(fy,..., ) sont mesurables.
Proposition 3.7. supf, et inff, sont mesurables.

Démonstration. On a supf, = lim, . max(fo,...,fr), donc sup [, est limite d'une suite de fonc-
tions mesurables. Preuve similaire pour inf. O

Proposition 3.8. liminff, et limsup f,, sont mesurables.

Démonstration. On considere la liminf; preuve similaire pour la limsup.
Soit g, =inf,,>, fm, qui est mesurable. Il suffit de se rappeler que liminff,, =lim, . g5. O

« Convention:SiAcXetsif:A—R(ouf:A—R"), ondit que f est mesurable si et seulement
si:

1) A est mesurable;

ii) f étendue par la valeur 0 sur A€ (la méme chose : la fonction f y 4, définie sur X) est mesurable.
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Exercice 3.5. Soit (X,d) un espace métrique muni de la tribu borélienne HBx. Soient A € Bx et
f :A — R continue. Alors [ est mesurable.

Proposition 3.9. Soit A mesurable. Alors f : A — R est mesurable si et seulement si :
i) f(c0)e T ;

ii) f (o) e T ;

iii) f~1(B) € F pour tout B € By

De méme, f: A — R est mesurable si et seulement si f‘l(]a,oo]) €e7,a€cR.

De méme, f: A — R" est mesurable si et seulement si f1(B)€ 7 si B € Byn.

Démonstration. => Posons g = fya. Alors (¥) f(co0) = g 1(c0) € 7. Idem pour ii).

Pour iii), il suffit de noter que f~X(B)=g 1(B)nA, V B € %g.

<= De (*),on a g7 1(c0) € .7 ; de méme, g1 (—o0) € 7.

Si B € %, alors on a : soit 0 ¢ B, et alors g~ '(B) = f~1(B) € .7, soit 0 € B, et dans ce cas g (B) =
fYB)UA®e 7. O

Proposition 3.10. Soit A ={x € X ; (f,(x)) converge}. Alors
a) A est mesurable.
b) Si on pose, pour x € A, f(x) =1im f,,(x), alors f est mesurable.

Démonstration. Soient g =liminff,, h =limsup f,, toutes les deux mesurables.

On pose B = g71(c0), C = h™1(~00), & = (f — @)x(BUC):, qui sont mesurables.

Alors A =k"1({0})UBUC, et donc A € 7.

Sur A,ona f =g, etdonc fyas =gxa, qui est mesurable. O
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Chapitre 4

Mesures

Dans cette partie, (X,.7,u) est un espace mesuré, et toutes les parties de X considérées appar-
tiennent a .7 . Toutes les propriétés démontrées restent valables si on a une mesure sur un clan,
a condition que les unions et intersections considérées soient encore dans le clan.

Proposition 4.1. On a

a) Si A c B, alors u(A) < u(B). Si, de plus, u(B) < oo, alors u(A) = uw(B) — wW(B\ A).

b) plAgu...UAR) <Y u(A,). Siles A, sont d. d. d., alors l'inégalité devient égalité.

0) WU AR) < X pl(A).

d) W((AuB) + u(AnB)=u(A)+ u(B). En particulier, si (A NB) < oo, alors u(AuB) = u(A) + u(B) -
uwAnB).

Démonstration. a)OnaB=AuU(B\A)UuguU...UupU...,dou uB)=puA)+uB\A)=ulA).

Dans le cas particulier ou u(B) < co, on a aussi (B \ A) < oo, et on trouve u(A) = u(B) — u(B\ A).
b) Si on pose Bo=Aget,pourn=1,B,=A,\(AgU...UA,_1), alors les B, sontd.d.d., B, c A,
et UA,=UB,.0Ona

WAgU...UAL) = u(BoU...UBLUBU...U®U..) =) uB,) <) uAp).

Dans le cas particulier ou les A, sont d. d. d., on a B,, = A,, et I'inégalité devient égalité.

c¢) On copie la preuve de b), sauf qu’il n’y a plus besoin d’ajouter des @.

d) Si pu(A) = oo, alors (A UB) = oo, et 'égalité est claire.

Supposons u(A) < oo, ce qui entraine u(A NnB) < co.

Alors u(A) = wW(A\B)+ (A nB), dou u(A\B) = u(A) — u(A nB).

On trouve (A uB) = uw(A\B)+ u(B) = w(A) — u(A nB) + u(B), qui donne I'égalité désirée. O

Proposition 4.2. On a
a) (théoreme de la suite croissante) Si A, /A, alors u(A,) — u(A).
b) (théoreme de la suite décroissante) Si A, \ A et si, de plus, u(Ag) < oo, alors u(A,) — u(A).

23
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Démonstration. a) On pose Bg = Ag et, pour n =1, B, = A, \A,_1. Alors les B,, sont d. d. d. et
uB, =A.

Par ailleurs,ona A, =ByU...UB,.

On trouve

(A=Y p(B,) = lim 3 w(By) = lim p(A,).
k=0

b)Ona Ag\A, /Ap\A, doulimu(Ag\A,;)=u(Apg\A).
Ceci donne u(Ag) — u(A,) — u(Ag) — u(A), d’ou la conclusion. O

Exercice 4.1. On considere la mesure de comptage sur Z?(N). Si A,, ={m ; m =n}, alors A, \\ @,
mais WA,) 7 w(o).

4.1 Presque partout

Définition 4.1. Une propriété P(x) est vraie presque partout (par rapport a |, ou encore -
presque partout, ou encore p. p. ou U-p. p.) si l'ensemble des x € X tel que P(x) soit fausse est
u-négligeable.

Exercice 4.2. Pour la mesure de comptage, presque partout c’est la méme chose que partout.

Exercice 4.3. Pour des fonctions f,g définies sur X & valeurs R ou R”, la relation f ~g < f =
& U-p. p. est une équivalence.

Définition 4.2. Une partie A de X est négligeable si u(A)=0.
(A priori, dans cette définition on ne demande pas a A d’étre mesurable.)

4.2 Restrictions

Exercice 4.4. Soit u une mesure sur le clan (ou tribu) €.

a) Si A€E, alors ps : 6 —[0,00], ua(B) = WA N B), est une mesure sur .
b) €A ={B€¥ ;BcA}estun clan (ou tribu).

¢) La restriction de (1 & €4 est une mesure.

4.3 Finitude
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Définition 4.3. Une mesure u définie sur un clan (ou tribu) € est :
a) finie si W(X) < oo (et alors u(A) < oo pour tout A€%);

b) o-finie s’il existe une suite (A,) € € telle que :

i) X =UA,;

i1) w(A,) <oo.

Exercice 4.5. Si u est o-finie, on peut choisir les A, d. d. d.

Exercice 4.6. La mesure de comptage sur N n’est pas finie, mais est o-finie.

4.4 La mesure de Lebesgue

Rappelons qu'un pavé dans R" est un ensemble de la forme P =11 x I3 x ... x I,, avec chaque I;
intervalle. De maniére intuitive, on définit la mesure m(P) comme le produit des longueurs des
I;, avec la convention que ce produit vaut 0 si I'une des longueurs vaut 0. L'un des principaux
résultats démontrés par la suite est le

Théoreme fondamental. Dans R”, il existe une unique mesure borélienne (=définie sur les boré-
liens) v, telle que, pour chaque pavé P, on ait v,(P) = m(P).

Cette mesure est la mesure de Lebesgue dans R”".

De plus, cette mesure a les propriétés suivantes :

a) v, est donnée par la formule v,(A) =inf{}_ ;o m(P;) ; A < UjenP;}, pour tout A € PBgn ;

b) Si Z est une isométrie de R" (=transformation qui préserve la distance euclidienne entre deux
points de R"), alors, pour A € Brn, on a vy(ZoA)=v,(A);

c) St A € Bpn et B € Brm, alors vyom(A xB)=v,(A)-v;,(B).
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Chapitre 5

Intégrale

Dans tout ce chapitre, on se donne un espace mesuré (X, .7, u).

5.1 Fonctions étagées positives

Rappelons qu'une fonction étagée est de la forme (*) f =} a,ya,, avec un nombre fini de termes,
an €Ret A, € 7. Introduisons des définitions qui ne serviront que dans cette section : la repré-
sentation (¥) est :

a) normale siles A, sontd. d. d.,

b) canonique siles A,, sont d. d. d. et non vides et si les a, sont distincts et non nuls.

¢) Dans le cas particulier ot f = 0, la représentation (*) est admissible si les a,, sont positifs.
Notons qu’a partir d'une représentation normale, on peut obtenir une représentation canonique
de la maniere suivante : on efface tous les termes qui correspondent a des a, nuls ou a des A,
vides. Ensuite, on regroupe les termes correspondant a la méme valeur de a,,.

Proposition 5.1. Une fonction étagée admet une représentation canonique. Celle-ci est unique
modulo une permutation des termes de la somme. Dans le cas particulier o f est positive, la
représentation canonique est admissible.

Démonstration. Unicité. Si (**) f =37  a;xa, =X, b;xB,, alors f a, comme valeurs non nulles,
précisément les a1,...,a, ; de méme, ses valeurs non nulles sont b1,...,b,,. Il s’ensuit que m =n
et que les b; s’'obtiennent en permutant les a;. Quitte a faire une permutation dans la deuxiéme
somme, on a f =Y a;Xc;, ou les C; sont les B; écrits dans un ordre différent. Comme f a;) =
A; =C;, on trouve que la deuxiéme somme de (**) est une permutation de la premiere.

Existence. Par récurrence sur le nombre de termes dans la représentation de départ f =37 a;xa,.
S’il y a zéro termes, alors f = 0 est une somme de zéro termes.
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Passage de n—1 & n : on peut écrire f =37 a;xa, = 27:1 bj)(Bj +anxa,, avec les B non vides
et d. d. d., et les b; distincts et non nuls. Si a, =0, c’est fini. Si A, = @, c’est fini aussi. Sinon,
onaf = Z;."zl bj)(Bj\An +@nXA,\uB; + Z;."zl(bj +an))(Bijn. Notons que les ensembles dans cette
représentation sont d. d. d. Cette représentation est donc normale, et on peut la rendre canonique
de la maniére décrite précédemment.

Sif=0etsif= Z;‘:la jXa; est la représentation canonique de f, alors les valeurs de / sont
ai,...,0n, et éventuellement 0. Il s’ensuit que les a; sont > 0. O

n
l

Définition 5.1. Si [ est étagée et = 0, de représentation canonique f =3 .a;xa,, alors 'intégrale
de f par rapport a pest [y fdu=[fdu=[f=Ya;uA)).

Proposition 5.2. a) Si f = Z}n: 1bjxB; est une représentation admissible de f, alors [ f=XbjuBj).
b) [(f+28)=[f+A[g, sif,g sontétagées =0 et si A=0.

Démonstration. a) Commencons par le cas ou la représentation est normale. On peut supposer
B;#@etb;j#0,V j;sinon, on efface les termes correspondant de la représentation, sans affecter
la valeur de } b;u(B;).

Alors tous les b; sont > 0. Soit A = {b1,...,b;}. Alors A = f(X)\{0} et, si f = Z;‘:lai)(Ai est la
représentation canonique de f,on a A ={a1,...,a,}.

Sionpose M; ={j; BjcA;},alors A; = fNa;) = Ujem; B, dou u(A;) = ¥ jepr, (Bj). On trouve

ff:ZaiIJ(Ai):Zai Y wBH=) > bjuBj)=) b;uB)).

i jeM; i jeM; 7

Conclusion : 'égalité demandée est vraie si la représentation est normale.

Soit maintenant f = Z;.”: 1 bju(Bj) une représentation admissible. On prouve I'égalité demandée
par récurrence sur m.

Pour m = 0 c’est clair. Passage de m —1 a m : on peut représenter canoniquement Z;.”:_ll bjxs, =

Yaixa,etona Y biuB)) =Y a;uA)).
Alors f =Y a;xa;\B,, + 2(a; +bm)XxA,nB,, + bmXB,,\uA, est une représentation normale de f.

On a donc [f =Y aju(A;\By)+X(a;+bm)u(A; NBy) + byu(B,y, \UA;), dou [f =Ya;ulA;)+
bmi(Bm) =2 ;b juB;).

b) Si f=Xa;xa et g= ij)(Bj sont des représentations canoniques, alors f+1g = Y a;xa, +
> Abj xB; est admissible. On a donc

[ +20)=Laman+ Lavusp= [r+1 &
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5.2 Fonctions mesurables

Dans cette partie, toutes les fonctions sont supposées mesurables.

Définition 5.2. Si f : X — [0,00], alors l'intégrale de f est

f fd,u:ffd,u:ff:sup{fu; u étagée et positive et u < f}.
X

[ est intégrable si son intégrale est finie.

Proposition 5.3. Dans le cas particulier ou [ est étagée, cette définition de lintégrale coincide
avec la précédente.

Démonstration. Notons [ f 'ancienne intégrale et I la nouvelle. Ona f<f = [f<1I.
Par ailleurs, si u < f, alors f = u+(f —u), avec f —u étagée positive. Onadonc [f = [u+ [(f-u)=

J u. Prenant le sup sur u, on trouve [f =1. O
Remarque 5.1. Si f est mesurable, alors f, = max(f,0) et f- = —min(f,0) le sont aussi, et on a
f=f—1-

Définition 5.3. f a une intégrale si [f. — [f- a un sens (cest-a-dire : les intégrales de f. ne
valent pas en méme temps oo), et danscecas [f=[f+—[f-.
Si f. et f_ sont intégrables, alors [ est intégrable. (Donc f intégrable< f a une intégrale finie).

Danslecasouf=0,onaf,=f et f_=0;o0nretrouve donc I'intégrale définie auparavant.

Exercice 5.1. Soit f une fonction étagée, de représentation canonique f =3} a;xa,. Sion a (A;) <
oo pour tout i, alors [f =Y a;u(A;).

Définition 5.4. 21X, p) = L1(X)=1{f :X — R ;f intégrable}.

Proposition 5.4. Si f a une intégrale et si A€ R, alors Af a une intégraleetona [Af =A[f.

Démonstration. Si A =0, c’est clair. Si A = —1, il suffit de remarquer que (—f); = f- et (-f)- = f+.
Pour compléter la preuve, il suffit de montrer I’égalité pour A > 0. On a alors :

s Af)s=Afx;

» g étagée et positive et g < f,. < Ag étagée et positive et A\g < Af,

dou [Afs=A[f+ et égalité voulue. O

Remarque 5.2. Dans la suite, plusieurs résultats auront comme hypothése "f a une intégrale”.
En particulier, ces résultats s’appliquent lorsque f = 0.
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Proposition 5.5. Si f < g et si f, g ont une intégrale, alors [ < [ g.

Démonstration. Si f,g sont =0, 'inégalité est claire a partir de la définition.
En général,ona f, <g, et f-=g_, dou [f. < [g+ et [f- = [g_; puis on soustrait ces deux
inégalités. O

Définition 5.5. Si A c X et f : A — R est mesurable, alors f a une intégrale si et seulement si fya
en a une intégrale, et dans ce cas on pose [, = [x fxaA-

Proposition 5.6. Si A € .7 est négligeable, alors pour toute fonction mesurable f : A — R, on a

Jaf =0.

Démonstration. Posons f = fya. Si f est étagée positive, alors f =Y a;y A, aveca; =0et A; cA.
On a alors u(A;)=0, et donc [ f =0.

Si f est positive, alors [ f =0, car cette intégrale est un sup d’intégrales de fonctions étagées
positives qui s’annulent en dehors de A.

Il s’ensuit que [ £ =0 pour tout £, d’ou [, £ =0 pour tout f. O

5.3 Convergence monotone

Toutes les fonctions de cette partie sont mesurables.

Lemme 5.1. Soit u une fonction étagée positive. Alors Uapplication v : 7 — [0,00], v(A) = [uya,
est une mesure.

Démonstration. Notons que v est bien définie, car uys est étagée et positive.

Siu=3a;xa, est la représentation canonique de u, alors uya =Y a;xa,na est normale, et donc
v(A)=Y a;u(A;nA).

A partir de cette formule, on vérifie aisément que v est une mesure. O

Exercice 5.2. Si f =0, alors [f =sup{(1—-¢) [u ; u étagée et positive,u < f,0<e < 1}.

Théoréme 5.1. (de convergence monotone ou de Beppo Levi) Soit (f,) une suite croissante
de fonctions mesurables positives. Si f =1lim [}, alors [f, — [ f.
Ou encore : lim [ f, = [lim f,.

Démonstration. f est mesurable et positive ; de plus, on a f,, < f pour tout n.
Il s’ensuit que [ f, < [ f. On a aussi ([ f,) croissante, dou lim [ f,, < [ f.
Au vu de I'exercice précédent, il reste a montrer que, si u est étagée et positive et si 0 <e < 1, alors

lim[fr,=z(1-¢)[u.
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Soit B, ={x ; fn(x) = (1 -€)u(x)}. Comme limf,, = f = u, on a UB,, = X (vérifiez séparément quand
u(x)=0et u(x)>0").

Par ailleurs, B,, = (f, — (1 —€)u) " 1([0,00]) € .7 et la suite (B,,) est croissante, car la suite (f,,) lest.
Avec v la mesure du lemme précédent, on trouve, grace au théoreme de la suite croissante,
v(Bp) = v(X)= [u.

Par ailleurs, on a
f fnz f faXB, = f (1-e)uyp, =(1-e)V(By),
doulim [f, =(1-¢) [u. =

Corollaire 5.1. Soit f = 0. Alors, pour toute suite croissante (f,) de fonctions étagées positives telle

que fn— f,ona [f=lim[f,.

5.4 Conséquences du théoreme de convergence monotone

Toutes les fonctions de cette partie sont supposées mesurables.

Proposition 5.7. Si f, g ont une intégrale et si [ + [ g a un sens, alors f + g a une intégrale et
Jf+o=[f+[sg

Démonstration. Commencons par le cas f,g=0.
Soient (f,), (g,) deux suites de fonctions étagées positives telles que f,, / f et g, / g. Alors
fnt+tgn/f+getdonc

[ +er=tim [(ra+gw=tim [ fu+tim [ = [ £+ [ &

Dans le cas général,ona (f+g): —(f+g)-=f+g=f+—f-+g:—g_,dou (f+g8)++f-+g_=
(f+g)_+f++g+. On trouve

f(f+g)++ff-+fg_:f(f+g)_+ff++fg+.

Si[f,[get[f+[gontunsens,alors [(f+g);— [(f+g)- aunsensetona

f(f+g):f(f+g)+—f(f+g)_:ff+—ff—+fg+—fg—=ff+fg-

Proposition 5.8. a) Si f est mesurable, alors |f| lest.
b) Si f a une intégrale, alors | [ f| < [If].
¢) Si f,g sont mesurables et f + g a une intégrale, alors | [(f +g)| < [If|+ [Ig.
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Démonstration. a)Ona |f|=f,+f_.

b) découle de
[rl=|[ o= [r-]= [ or [ £-= [ o= 171

)Onalf(f+8)|=[If+gl< [Ufl+Igh=[If1+[lgl o
Proposition 5.9. Soit f : X — R intégrable. Soient A = f ~1({o0}), B = f ~L({—o0}).

@) On a W(A) = w(B) = 0.

b) Si on définit g: X — R, g = f xauB), alors [|f —g|=0. En particulier,ona [f = [g.

f(x), sif(x)estfini

0, sif(x)=+0c0

Cette proposition montre donc qu’on peut remplacer sur un ensemble négligeable et sans changer
lintégrale une fonction intégrable par une fonction intégrable qui, de plus, prend uniquement des
valeurs finies.

Remarque 5.3. Définition équivalente de g : g(x) = {

Démonstration. a) On montre, par exemple, la premieére égalité. On a f, = nya, V n € N, dou
nu(A) < [ f+ <oo. En faisant n — oo, on trouve u(A) = 0.
b)Onaf=g+h,ouh=00ys—ooygs.Onadonc [|kh|=0,dou [|f—g|=0.

Il sensuit que | [f— [g|=|[(f-9)|=[If -gl=0,dou [f = [g. O

Définition 5.6. Soit f = (f1,...,[n) : X — R" mesurable. On définit l'intégrale de f uniquement si
En particulier, si f : X — C, alors on identifie [ = [Ref +1[Imf.

Remarque 5.4. On aurait pu envisager, plus généralement, la situation ou f;: X — R. La propo-
sition précédente montre qu’on peut remplacer les f; par des fonctions g;j: X — R.

Théoréme 5.2. Si f,, =0 sont des fonctions mesurables, alors Y f, Uest et [Y. fn=2 [ [n

Démonstration. On pose g, = fo+f1+...+f»=0.0n a g, /Y fu, ce qui montre que ) [, est
mesurable.
Par convergence monotone, on trouve

| Ztu=tim [ gu=tim([ fo+ [ it [ f=3 [ 1

Proposition 5.10. On suppose que f : X — R a une intégrale.

a) Si A€ .7, alors fia a une intégrale.

b) Si X =AUB, ou A,B€ .7 sontdisjoints, alors [f= [, + [5f.

¢) Plus généralement, si X = UA,, avec les A, € 7 d.d.d.,alors [f=Y, fAn f.
d)SiA,e TetA, X, alors fleimfAnf.
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Démonstration. f ayant une intégrale, on a soit [ f} < oo, soit [ f_ < co. On va supposer pendant
la preuve que [ f- <oo.

SiAe.7,onnote fa=fyxa.

a) On a f4 mesurable et (f4)+ < f+. On trouve que [(fa)- <oo, et donc [ f4 = [, f a un sens.

b) On a (fa)s +(fB)+ = [+, dou

[ o= [w+ [t o+ [ 1

on obtient la conclusion en retranchant les deux égalités ainsi obtenues.
c) I1 suffit de prouver I’égalité pour f. a la place de f ; ainsi, on peut supposer f = 0.
On pose B, =AgUA1U...UA,. Alors B, /' X,B, €7, et fp, / f.On trouve

[ 7=tim [ g, =tim [y + o ) =tim( [ g+ [ et [ 1) =3 [ 7.

d) C’est compris dans le calcul précédent. O

5.5 Lien avec les intégrales habituelles

Dans cette partie, u désigne la mesure de Lebesgue sur R (autrement dit, le y de cette section est
le v1 de la section 4.4).

Proposition 5.11. Soit [a,b] un intervalle compact et soit f :[a,b] — R une fonction continue.
Alors f est intégrable sur [a,b] par rapport a u et f[a,b] fdu= f: f(x)dx, la derniére intégrale étant
lintégrale usuelle (de Riemann,).

Démonstration. Quitte a remplacer f par f., on peut supposer f = 0. Soit ¢ une division de
[a,b], déterminée par les points @ = xg <x1 <...<x, = b . On lui associe la "somme inférieure"
Sg = Z;.L:l(xj - xj_l)min[xj_l,xj] f.

Si on pose f, = Z;.:ll MiNg; o1 f X0 T M0, 5 2,1 Xix,_ 12,15 210TS clairement f; est étagée et
Sg = f fodu.

Rappelons les résultats suivants :

e si 7 est plus fine que o (=les points qui déterminent 7 contiennent ceux qui déterminent o), alors
sog<sretfo=<fr;

« si on prend une suite (0,) de divisions de plus en plus fines et telle que la norme des divisions
(=le plus grand des x; —x;_1) tende vers 0, alors f,, — f (convergence uniforme);

eonasy, — [ fx)dx.

Si on pose g, = fo, Xla,b], alors la suite de fonctions étagée positives g, tend vers fx(, 5] en crois-

sant, et on trouve f[a,b] fdu=lim [ g, =lims,, = fab f(x)dx. O
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Proposition 5.12. Soit I un intervalle non compact d’extrémités a et b. Soit f : I — R continue.
Alors :
a) f est intégrable sur I par rapport & u <= lintégrale généralisée [, ab f(x)dx converge absolument,

et dans ce cas [;fdu= fab fx)dx;

b) si [ est positive, alors [;fdu= ff fx)dx;

¢) si f a une intégrale sur I, alors l'intégrale généralisée ff f(x)dx existe et vaut [, fdu;

d) si U'intégrale généralisée fab f(x)dx existe, alors [ n’a pas forcément une intégrale sur I.
Démonstration. Dans toute la preuve, on va prendre I =[0,o0[ ; les arguments ci-dessous s’adaptent
facilement a tous les autres types d’intervalle.

b) On pose f5, = f x10,n], de sorte que f,, /" f. Avec la notation g := gy, on a aussi fn / f.Ontrouve,
par convergence monotone, la proposition précédente et la définition de I'intégrale généralisée,

ffd,u:ffduzlimf fnzlimf fduzlimfnf(x)dx:foof(x)dx.
1 R noJRr nJo,n] n Jo 0

a) On a f intégrable sur I < [;fidpu<oo et [;f-du<oo < [i°f+(x)dx < oo et [5°f-(x) <
00 < [5° f(x)dx converge absolument, et dans ce cas on a

ffduzfﬁdu—fﬂd,uzf f+(x)dx—f f_(x)dx:f (f+(x)—f_(x))dx:f f(x)dx.
I I I 0 0 0 0

¢) Si f a une intégrale, alors [; fidu— [;f-dp a un sens. On trouve que [;° f+(x)dx— [5° f-(x)dx
a aussi un sens. Comme ci-dessus, on obtient 'égalité des deux intégrales.

d) Il suffit de trouver un contre-exemple. On définit f de la maniére suivante : pour k € N, f(4k) =
0,f4k+1)=1/(k+1), f(4k+2) =0, f(4k +3) = —1/(k + 1), et [ affine sur chaque intervalle [n,n +1]
avec n € N.

On vérifie aisément que 0 < [i f(t)d¢ <

1
AT et donc [;° f(x)dx =0.
Par ailleurs, on a [ig 4z f+dp=1+1/2+...+k, dou [} f1 = co. De méme, [;f-du = co. Il s’ensuit
que f n’a pas d’intégrale. O

Exercice 5.3. Soit f, :R—R, f,(x) = —(x+n)_. Montrer que :
a) fn a une intégrale par rapport a | ;

b) fn/0;

o) [fadu# [0dp.

5.6 Lien avec les séries

Soit X un ensemble quelconque. On cons_idére sur X la tribu Z(X) et, sur #(X), la mesure de
comptage . Alors toute fonction f : X — R est mesurable. Nous n’allons donc pas nous intéresser
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a la mesurabilité dans ce contexte.

5.6.1 X est fini

Dans ce cas, toute fonction est une fonction étagée. On a donc :

a)si f=0,alors f =Y .cx [(x)x( est admissible. On trouve que [f =Y, cx f(x);

b) si f est de signe quelconque, alors f a une intégrale si est seulement si f ne prend pas en méme
temps les valeurs +oo, et dans ce cas [f =Y ,ex f(x);

¢) f est intégrable si et seulement si f n’a que des valeurs finies.

56.2 X =N

Dans ce cas, on peut identifier une fonction f :N — R a une suite (@, )n=0.

Proposition 5.18. a) Si f =0, alors [f =Y ay.

b) f est intégrable si et seulement si Y a, est absolument convergente, et dans ce cas [ =Y ap.
¢) Si f a une intégrale, alors Y. a, convergeet [ =Y ap.

d) Si Y a, converge, alors f n’a pas forcément une intégrale.

Démonstration. a) Soit A, ={0,...,n} /N.Ona [f = limfAn f= limZ;?ZO aj=Yan.

b) f est intégrable<=les intégrales de f. sont finies<=1les séries ) (a,)+ sont convergentes<=
la série Y la,| =Y.((a,)+ +(ay)-) est convergente. Si tel est le cas, alors [f = [f,— [f-=Y(an)+—
Y(an)- =Y a,.

¢) Si f a une intégrale, alors 'une des intégrales [ f. est finie. Supposons [ - <oo. Alors Y (a,)- <
oo, ce qui justifie l'égalité Y a, =Y.(a,)+—X(an)-=[f+—[f-=[F.

d) On prend a,, = (-1)"/(n+1). Alors }_ a, converge (série alternée), alors que Y (a,)+ =Y (a,)- =oo.
Par conséquent, f n’a pas d’intégrale. O

5.6.3 X dénombrable

Dans ce cas, il existe une bijection ®:N — X. On pose g=fo®:N - R.
Proposition 5.14. Si l'une des deux intégrales de cet énoncé existent, alorson a [x f = [\ &.

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ou f =0 (et donc g = 0).
Soient A, ={0,...,n}, B, =®(A,). Alors A,, /N, B, /X, dou

fxf:hmenf:lim 2 fo=lim } f(‘D(”)):thng:ng'

x€B, neA,
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5.6.4 Sommation par paquets et convergence commutative

Dans cette partie, X est dénombrable, et ® :N — X est une bijection. f : X — R est supposée avoir
une intégrale.
On considere une partition de X, X = UA,,, avec les A, d. d. d. (chaque A, est un "paquet").

Proposition 5.15. o) Ona [x f=% [, f.
En particulier, si chaque A, est fini, alors [x [ =Y, Y vea, ().
b) Dans le cas particulier X =N2, on a

f(m,n)du= Z Zf(m,n): Z Z f(m,n).
N2 m=0n=0 n=0m=0

Démonstration. 1l suffit de considérer la cas ou f = 0. Alors a) est un cas particulier de la Propo-
sition 5.10.

b) On justifie, par exemple, la premieére égalité.

Soit A,, = {(m,n) ; m € N}. Alors N2 = UA,, et les A,, sont d. d. d. On trouve Jae fim,n)dp =
Yn fAn f. A n fixé, soit B,, = {(j,n) ; 0=j=<m} Alors B, /A, et fla, a une intégrale, d'ou
fAnf:Iimmemf:limZ;ﬂ:Of(j,n):me(m,n). O

Proposition 5.16. On a [y f =Y, f(®(n)).

Démonstration. Ce n’est rien d’autre que I'égalité [y f = [ f o ®. O

Proposition 5.17. Soit (a,) une suite telle que la fonction associée n— f(n) ait une intégrale sur
N. Alors la série ) a, est commutativement convergente : pour toute bijection ¢ :N — N, la
série ) ay(n) est convergente et } @ pn) = X Qp.

Démonstration. On a [ f = [y o¢, d’ou la conclusion. O

Remarque 5.5. En particulier, cette proposition s’applique :
a) a des séries a terme positif;
b) a des séries absolument convergentes.



Chapitre 6

Les grands théoremes

Dans tout ce chapitre, on se donne un espace mesuré (X,.7, u). Sauf mention contraire, les fonc-
tions considérées sont mesurables.

Théoreme 6.1. (lemme de Fatou) Soit (f,,) une suite de fonctions positives, et soit f = liminff, =
0. Alors [ f <liminf [ f,.
Ou encore : [liminff, <liminf [ f,.

Démonstration. Soit g, =infy,>, fm, qui est mesurable, positive et < f,. Alors g, / f, dou [f =
lim [ g, <liminf [ f,. O

Exercice 6.1. En considérant, sur R, les fonctions f,(x) = —(x+n)_, montrer que I’hypothése f, =0
est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Lemme 6.1. Si |f| < g et si g est intégrable, alors [ lest.
Démonstration. On a fi <|f|=f+f-<g, dou [ f+ <oo. O

Théoreme 6.2. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,), avec [, : X — R, une suite
de fonctions telle que :

(1) il existe une fonction intégrable g telle que |fn,|<g, V n;

(ii) il existe une fonction f telle que f,, — f.

Alors f est intégrable et [|f, —f|— O.

En particulier, [ fn— [f.

Ou encore : [lim f, =lim [ f,,.

Démonstration. f est mesurable et |f| < g, ce qui montre que f est intégrable.
Soit A = f~1(—oco)U f ~1(00), qui est négligeable. Si 4 = Ay ac, il suffit de prouver la conclusion avec

37
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fn, f alaplace de f,, f. Ainsi, on peut supposer f finie.
On pose g, =2g — |f — fxrl, qui est mesurable et positive. On a limg, =2g, dou

2fg:f2gsliminffgn:liminff(Zg—If—fnl):2fg—limsupfIf—fnl,

d’ou lim [ |f - f,|=0. O

Exercice 6.2. En considérant, dans R, la suite f, = X[n,n+1[, montrer que hypothese (i) est essen-
tielle.

Proposition 6.1. (inégalité de Tchebychev) Si f est intégrable et t > 0, alors
plx 5 @) > < [IfI/L

Démonstration. Soit A ={x ; |f(x)| >t}. Alors |f|=tya, dou [If]|= [txa = tu(A). O
Proposition 6.2. Si f est intégrable et si [|f|=0, alors f =0 p.p.

Démonstration. Soit A, ={x ; |f(x)| > 1/(n + 1)}, de sorte que A, € 7 et {x ; f(x) #Z0} = UA,. Il
suffit de montrer que u(A,) = 0. Cette égalité découle de 'inégalité de Tchebychev. O

Théoreme 6.3. (réciproque du théoreme de convergence dominée) Soient f,, f intégrables
telles que [|f, —f1— 0. Alors il existe une sous-suite (fy,) et une fonction intégrable g telles que :
@) Ifn, ) =85

(i) fun, — f D P.

Démonstration. Posons, pour g,h intégrables, d(g,h) = [|g—h/|, qui vérifie I'inégalité triangulaire.
L'hypothese est d(f,,f) — 0, et elle implique que (f},,) est une suite de Cauchy pour d.

Il existe donc une sous-suite (f,,,) telle que d(f,,,fr,) < 1721 gi k> 1.

On pose g = |fnyl + X1>0fn.; — fn, |- Alors g est mesurable et |f,,| < g pour tout k.

Par ailleurs, on a

fg: |fn0|+z|fnk+1_fnk|5f|fnol+z1/2k+1:f|fn0|+1<00-
k=0 k=0

Soit A € .7 tel que g(x) < co en dehors de A et u(A) = 0. Pout tout x ¢ A, la série f5,(x)+
> k>0(fn,,1 (%) = fn,(x)) est absolument convergente, donc convergente. Notons A(x) la somme de
cette série, de sorte que A(x) = limy, f,,,(x). Si on pose @& = uyc, alors fnk — h et Ifnkl <g.0On
trouve [| fnk —h| — 0. Il Sensuit que

f|f—ﬁ|:f|f—ﬁ|sflf—fnk|+f|fnk—ﬁ|=f|f—fnk|+f|fnk—ﬁ|~0,

d’ott f =4 p. p., ou encore fn, = p.Dp. O
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Exercice 6.3. Si m,n e N* et m? <n <(m+1)?, on pose A, =[(n-m?)/2m+1),(n+1-m?)/(2m+1)]
et fn=yxa, +1U(n+1xn+1,n+21. On munit R de la mesure de Lebesgue. Montrer que :

a) [Ifal = 0;

b) il n’existe pas g intégrable telle que |f,|<g;

¢) Pour tout x €[0,1], on a f,(x)# 0.

En déduire qu’en général il faut passer a une sous-suite afin d’avoir (i°) et (ii’).

6.1 Hypotheses satisfaites p. p.

Les théoréemes de convergence monotone, dominée et le lemme de Fatou ont des variantes ou il
suffit que leurs hypotheses respectives soient vérifiées p. p. Nous allons énoncer ces variantes et
montrer seulement la derniére. Le principe de la preuve étant toujours le méme, nous allons, dans
la suite, donner sans preuve des variantes de certains résultats.

Théoreme 6.4. Soit (f,,) une suite croissante p. p. de fonctions positives p. p. On définit, la ou la
limite existe, f(x)=lim f,(x). Si f et le prolongement de f par la valeur 0, alors lim [ f,, = [ f.

Théoréme 6.5. Soit (f,) une suite de fonctions positives p. p. Alors [liminff, <liminf [ f,.

Théoreme 6.6. Soit (f,), f» : X — R, une suite de fonctions telle que :
(i”) il existe une fonction intégrable g telle que |fr|<gp. p.;

(ii””) il existe une fonction mesurable f telle que f(x) =1im f,(x) existe p. p.
Alors [|fn—f1— 0. En particulier, [f,— [f.

Démonstration. Soit A € 7 tel que ,u(~A) =0et,en de1~10rs de A, on ait fi(x) — ]i (x) e1~; |frn(x)] < g(x).
Ona|f(x)<g(x),VxgA.Sionposeh=[fyac,alors ]in = }fn p-p., f =f p.-p.-et fn, — f. Le théoreme
de convergence dominée donne lim [|f,, — f| =lim [ |f, — f| = 0. O

6.2 Intégrales dépendant d’un parametre : continuité

Soit A une partie d'un espace métrique (Y,d). Nous considérons des fonctions f : X x A — R,
f = f(x,A). La notation f(-,1) désigne la fonction : X — R obtenue en fixant 1 et en laissant x
varier. On définit de méme f(x,-).

Théoréeme 6.7. On suppose :

(i) il existe une fonction intégrable g sur X telle que |f(-,A1)| < g pour tout L€ A;
(ii) la fonction f(x,-) est continue pour tout x € X.

Alors la fonction F : A - R, F(A) = [y f(-,A)dp, est continue.
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Démonstration. Soient (A,) € A, A € A tels que 1,, — A. On pose h,(x) = f(x,1,), h(x) = f(x,A).
Alors |h,|<get h, — h,dou

F(/ln)=fhn—’fh=F(/1).
O

Exercice 6.4. Soit f : R — R intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue p. Montrer que la
transformée de Fourier de f, définie par la formule f(t) = [e ™ f(x)du(x), est une fonction
continue et bornée.

Variante p. p. :

Théoréeme 6.8. On suppose :

(1’) il existe une fonction intégrable g sur X telle que, pour tout A € A, on ait |f(x,1)| < g(x) p. p.
xeX;

(ii’) p. p. x € X, la fonction f(x,-) est continue.

Alors la fonction F: A — R, F(A) = [x f(-,A)dp, est continue.

Dans les applications, on prend souvent Y = R” muni d'une norme et A ouvert. Dans ce cas parti-
culier, le théoreme 6.7 ne s’applique pas toujours. Une variante plus utile est

Théoreme 6.9. On suppose :

(i”) pour toute boule B(Lg,r) A, il existe une fonction intégrable g sur X (qui en principe dépend
de B(Ay,r)!) telle que |f(-,A)| < g pour tout A € B(Ao,7);

(it) la fonction f(x,-) est continue pour tout x € X.

Alors la fonction F: A - R, F(A) = fX f(,A)d y, est continue.

Démonstration. Sur tout boule B(Ag,r) comme ci-dessus, F' est continue. Il s’ensuit que F est
continue sur 'union de ces boules, qui est A. O

Exercice 6.5. Si s> 1, soit {(s) =) ,>11/n°. Montrer que { :]11,00[— R est continue.

6.3 Intégrales dépendant d’un parametre : dérivabilité

0
Dans cette partie, A est un ouvert de R” muni d'une norme. Nous notons d; = T Plus générale-
J
ment, 0% désigne une dérivée partielle par rapport a A.

Théoreme 6.10. Soit j€{1,...,n}. On suppose :
(i) pour tout A, f(-,A) est intégrable. (La fonction F(A) = [ f(-,A)d u est alors bien définie.) ;
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(i) pour tout x, il existe 0;f(x,-);

(iii) pour toute boule B(Ag,r) < A, il existe une fonction intégrable g sur X (qui en principe dépend
de B(Ag,r) et de j!) telle que 10;f(-,A)| < g pour tout A € B(Ag,r).

Alors il existe 0;F, donnée par 0;F = [0,f(-,1)d .

Ou encore : la dérivée de l'intégrale est l'intégrale de la dérivée.

Si, de plus, 0;f(x,-) est continue, ¥V x € X, alors 0;F est continue.

Démonstration. On fixe A € A. Soit r > 0 tel que B(A,r) < A. Pour |t| < r, on pose A(x, ) = {;fjj;’;;)tej) i
J s /V)s

de sorte que :

a) a x fixé, h(x,-) est continue;

b) a t fixé, h(-,x) est mesurable;

c) (en utilisant le théoréme des accroissements finis) |A(-, )| < g.

Il S’ensuit que

. F(A+tej))-F(@) _,
lim :%gr&fh(-,t)dp:fh(-,O)d,u:fdjf(-,/l)du,

t—0 t

d’ou1 la conclusion.
Dans le cas particulier ou 9,/ (x,-) est continue, V x € X, le théoreme 6.7 assure la continuité de
0,F. H

Exercice 6.6. Montrer que la fonction { de l’exercice 6.5 est de classe C*™.

Exercice 6.7. (difficile!) On suppose A connexe. Montrer qu’a la place de I’hypothése (i) on peut
mettre
(i’) pour tout A € A, la fonction f(-,A) est mesurable et il existe un Ay € A tel que f(-, o) soit inté-
grable.

Par récurrence, on trouve

Corollaire 6.1. Soit k € N*. On suppose :

(i) pour tout A€ A, la fonction f(-,A) est intégrable (donc F(A = [ f(-,A)d u est bien définie) ;

(ii) pour tout x € X, la fonction f(x,-) est de classe C* ;

(iii) pour toute dérivée partielle 0% d’ordre <k et pour toute boule B(1o,r) < A, il existe une fonction
intégrable g sur X (qui en principe dépend de B(Ay,r) et de a!) telle que |0%f(-,A)| < g pour tout
A€ B(Ag,r).

Alors F € C* et 3°F(A) = [0%f(-,A)d p.
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6.4 Somme et intégrale

Dans cette partie, on se donne un espace mesuré (X,.7, ).
Commencons par rappeler que, si (f,) est une suite de fonctions mesurables, alors la fonction

I sl ot
donnée par f(x) = { im fux), sl lim fy () existe est mesurable.

0, sinon

Théoréme 6.11. Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables telle que Y. [ |f| < co. Alors :
(i) pour presque tout x, la série Y f,(x) converge ;

(ii) si on pose f(x) = {an(x), st 2 fn(%) exzste, alors f est intégrableet [f=Y [ fn.

0, sinon
Ou encore (si Y. [, existe en tout point) : 'intégrale de la somme est la somme des intégrales.

Démonstration. Soit g =Y |fsl, qui est positive et mesurable. On a [g= [YIfs] =X [1fnl < oo,
d’otu g est intégrable.

Il s’ensuit qu’il existe une ensemble négligeable A € .7 tel que g(x) < oo si x € A°. Pour x € A¢, la
série ) |f,(x)| est absolument convergente, donc convergente. Ceci donne (i).

Soit B = {x € X ; ¥ fu(x) n’existe pas}, de sorte que B€ .7, Bc A. Soit g, =Y;_, frxB. Alors g, —
f, gn est mesurable et |g,| <Y |fz| < g. Le théoréme de convergence dominée donne [ g, — [ f.
Par ailleurs, on a g, =Y.} _, fx p. p., dout [ g, =X7_; [ fr. On trouve [ f =Y 4>1 [ f2. O



Chapitre 7

Mesures produit

Dans cette partie, on se donne deux espaces mesurés (X, .7, u) et (Y,.7,v).

Définition 7.1. Un pavé de X xY est un ensemble de la forme A x B, avec A€ .7 et Be ..
Un ensemble élémentaire est une partie de X xY qui s’écrit come une union finie de pavés.

Définition 7.2. La tribu produit (de .7 et .¥) est la tribu (sur X xY ) engendrée par les pavés de
X xY.
Elle est notée T ® ..

Proposition 7.1. On a Brn ® Brm = Brn+m.

Démonstration. ">" Un pavé ouvert de R"*™ est le produit d'un pavé ouvert de R" et d'un pavé
ouvert de R™ ; il appartient donc & HBrn x HBrm (et d’autant plus & Brr ® Brm). 11 s’ensuit que la
tribu engendrée par ces pavés (c’est-a-dire HBrn+m) est contenue dans HBrrn ® Brm.

Soit of ={A € Bpn ; A x R™ € Bpn+m}. Alors &7 contient les pavés ouverts (car, dans ce cas, A x R™
est un pavé ouvert). Par ailleurs, comme (A x R™)¢ = A xR™ et (UA ;) x R™ = UA j x R™, on trouve
que .7 est une tribu. Il s’ensuit que ./ contient la tribu engendrée par les pavés ouverts, c’est-a-
dire HBpn.

Conclusion : on a A x R™ € Bpn+m pour tout A € Brn. De méme, R" x B € Bpn+m pour tout B € HBpn.
Si A€ PBrn et Be ABprm, alors A x B =(A xR™)N(R" x B) € Bpn+m. Il s’ensuit que ABrn+m contient la
tribu engendrée par les A x B, avec A € Brn et B € Byrm, c’est-a-dire HBrn @ Brm. O

Exercice 7.1. Si X et Y sont a. p. d., alors (X))@ P(Y)= P X xY).
Dans cette partie, nous allons noter : x un point de X, y un point de Y, z = (x,y) un point de X xY.

Définition 7.3. Soit E€ .7 .. La coupe de E en x est E,x ={y€Y ; (x,y) € E}. De méme, la
coupede Een yest E, ={xeX ; (x,y) e E}.

43
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Lemme 7.1. Soit € la collection des ensembles élémentaires. Alors € est un clan.
De plus,ona 7(¢)=7 ®.7.

Démonstration. Clairement, ¢ est stable par union et contient @. En notant que (A xB)N(CxD) =
(ANnC)x(BnD), on voit facilement que % est stable par intersection.

Soit E = UA; x Bj € ¢ (I'union comportant un nombre fini de termes, avec A; € .7, B; € .7, V j).
Alors E€ =n(A; xB;)* =n((A;)* xY UX x (B;)). Ainsi E° est l'intersection d’éléments de ¢, donc
appartient a %

Par ailleurs, on a clairement ¢ ¢ .7 .7, dou 7 (%) c 7 ®.¥. Comme les pavés sont dans %,
la tribu engendrée par les pavés est contenue dans celle engendrée par %, ou encore .7 ® .% C

T(E). O
Proposition 7.2. Pour tout x, E, € .. De méme, pour tout y, E, € 7.

Démonstration. On fixe x. Notons &7 ={E € 7 ®.¥ ; E, € .7}. Alors </ contient les produits A x B,
avec A€.7,Be.¥, car dans ce cas E est soit B, soit @.

De plus, <7 contient ¢, car si E = UA; xB;j €%, alors E; = U(A x B}),.

Par ailleurs, &/ est une classe monotone : en effet, si (E,,))c </ et E,, /' E, alors E, =U(E,), €.7.
De méme, si E,, \\E, alors E, =nN(E,), €.7.

On trouve que 7 contient la classe monotone engendrée par %, qui est .7 ® ..

Conclusion : pour tout E€ .7 ®.,onaE,€.¥. O

7.1 Mesure produit

Lemme 7.2. Tout ensemble de € s’écrit comme une union finie de produits d. d. d. de la forme
AxB,avec Ae T et Be.”.

Démonstration. Soit E = U;.LZIA ixBj,avec Aj€ J,Bje., ¥ j. On raisonne par récurrence sur
n, le cas n =1 étant clair. On a X xY = E{UEoUE3UE, ou E1 =A, xB,, Es =(A,)° xB,,
Es=A, x(B,), E4=(A,)° x(B,)°. Les E; sont d. d. d.

OnaE =uU(ENE;).Sionpose F; =ENE;, alorsles F; sontd. d. d., et F'1 = A, xB,,. Par ailleurs, on a
E,n(A,xB,)=9¢,i=2,3,4,d ou F; = U;.‘:‘%(Aj xB;)NE;,i=2,3,4. Chaque ensemble (A;xB;)NE;
étant de la forme A x B, avec A € ., B € ., ’hypothése de récurrence permet d’écrire F;, i =
1,2,3,4, comme une union d. d. d. de produits A x B. La collection de ces produits est encore d. d.

d., et son union est E. O

Lemme 7.3. Soient </ un clan de parties de T et pj, j = 1,2, deux mesures sur 7 (/). Si :
(i) p1(A) = ug(A) pour tout A € o7,

(i1) il existe une suite (A,) c < telle que UA, =T et ui1(A,) < oo (cest-a-dire : uy est o-finie),
alors py = ue.
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Démonstration. En remplacant au besoin les A, par B, =A1U...UA,, on peut supposer A,, /T
Soit ,u;.‘(A) = pi(ANnAy), Ae 7 (), de sorte que ,u;? vérifie (i), est une mesure finie et p;(A) =
lim ,u;.‘(A) (théoreme de la suite croissante). Il suffit de montrer que uj = uj, puis on passe a la
limite. Ainsi, il suffit de montrer que u; = g sous ’hypothese (i), si y;, uo sont finies.

Soit % ={A € T() ; pui1(A) = ua(A)}. Alors o7 < % . Pour conclure, il suffit de montrer que %
est une classe monotone. Ceci résulte en appliquant a u; le théoréme de la suite croissante, res-
pectivement le théoréme de la suite décroissante (le second étant justifié par le fait que u; est
finie). O

Théoréme 7.1. On suppose v o-finie. Alors, pour tout E € .7 ® ., Uapplication X 3 x — v(E,) est
pu-mesurable.
De méme, si u est o-finie, alors Uapplication Y 3 y — u(k ) est v-mesurable.

Démonstration. Soit f I'application x — v(E ). Soit &/ ={E € 7 ® . ; f u—mesurable}.

Dans un premier temps, on suppose Vv finie.

Soit d’abord E € €. On écrit E=Y A;xBj,avec A;€ J,Bje., les AjxBj étant d. d. d. On voit
facilement que f =Y v(B)y Ajs d’ou f mesurable. Ainsi, € < .o/

Pour conclure, il suffit de montrer que .<' est une classe monotone.

Soit d’abord (E,,) € & une suite croissant vers E. Le théoréme de la suite croissante donne v(&,) =
limv((E,)y). Ainsi, f est une limite de fonctions y-mesurables, donc u-mesurable.

Dans le cas d’ une suite décroissante, on peut appliquer le théoréme de la suite décroissante (car
v est supposée finie) pour obtenir a nouveau f mesurable.

Enfin, on considere le cas ou v est o-finie. Soit (Y,,) €. une suite telle que Y,, /Y et v(Y,) < oo,
V n. Sion pose v,(B) =v(BNY,), B€.¥, alors v, est une mesure finie et v(B) = limv,(B) (théoréme
de la suite croissante). On a f(x) =limv,(E,), E € 7 ®.%, ce qui montre que [ est u-mesurable. [

Théoréeme 7.2. On suppose (et v o-finies. Alors il existe sur 7 ® . une mesure et une seule, notée
L ® v et appelée le produit des mesures (i et v, telle que u® v(A x B) = w(A)v(B), V A€ 7 ,Be.¥.

Démonstration. Existence. On pose, avec f comme dans la preuve précédente, pour E € 7 ® .7,
ueVv(E) = [y fdu= [x v(E)u(x). Clairement, u®v(A xB) = ((A)v(B), A € 7 ,B € .. En particulier,
puev(g)=0.

Soit (E,) € 7 ® .7 une suite d. d. d. Soit E = UE,,. Si on pose f,(x) = u((E,),), alors f =Y fn, car
les ensembles (E ), sont d. d. d. On trouve u®Vv(E)= [fdu= [Y fodu=Y [frndu=Y uev(E,).
Unicité. Soit A une mesure avec les mémes propriétés que u® v. Soient (C,) c .7, (D,) c.¥ telles
que UC, =X, uUD, =Y, u(C,) <oo, v(D,) <oo. Alors u®v(C, xD,)<ocoet X xY =uC, xD,,.

Par ailleurs, on a p® v(E) = A(E), V E € €. En effet, on peut écrire E = UA; xB;, avec Aj € .7,
Bje ., les AjxBj étant d. d. d. Alors u®v(E) =Y (A ;)v(B;) = ME).

Le Lemme 7.3 donne A =pu®v. O
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Par symeétrie, on peut consiérer aussi la mesure E — [ (E,)dv(y). Lunicité de p® v donne
Corollaire 7.1. On a pov(E)= [(E)dVv(y), E€ T &.7.

Exercice 7.2. Si X, Y sont a. p. d. et si u, v sont les mesures de comptage sur X, Y, alors u®v est
la mesure de comptage sur X xY.

7.2 Produits itérés

Plus généralement, on peut considérer plusieurs espaces mesurés (X, .7;,u;), j = 1,...,k, et construire
(a priori) plusieurs tribus et mesures sur X1 x ... x X;. Par exemple, si £ = 3, on peut considérer

les tribus (71 ® %) ® T3 ou 71 ® (T ® T3) et les mesures (1 ® ug) ® ug ou ui ® (ug ® ug). Le résultat

est le méme, quel que soit 'ordre des opérations. On le montre pour £ = 3 ; le cas général s’obtient
par récurrence.

Proposition 7.3. On a (71 ® %) ® T3 = 71 (T ® J3) =la tribu engendrée par les produits de la
forme A1 x Ag x As, avec Aj € ;.

Démonstration. Notons .7}, j = 1,2,3, les trois tribus de I'’énoncé. On montre par exemple que
S=S3.81A;€7;,j=1,2,3, alors A1 x Ay x Az €.71, dou 3 C .7.

Pour I'inclusion inverse, il suffit de montrer que E x As€ 3 siE € .71 ® % et As€ J3.

On fixe Az € 93. Soit & ={E € 71 ® 5 ; E x Az € ./3}. Clairement, 2«7 est une classe monotone.
De plus, elle contient le clan ¥ engendré par les produits A1 x Ag, avec A1 € 7, Ag € 5. Donc &7
contient 7 (€)= .71 ® 5. O

Proposition 7.4. Si les mesures jij sont o-finies, j = 1,2,3, alors (u1®u2)®us = u1®(u®us)=lunique
mesure A telle que A(A1 x Ag x Ag) = t11(A1)u2(A2)us(As) pour Aje T,

Démonstration. Pour Aj€ .7}, j=1,2,3,on a (u; ® ug) ® ug(Ag x Ag x Ag) = 11 ® (U2 ® z)(A1 x Ag x
Asg) = p1(A1)p2(A2)us(As).
Comme dans la preuve du Théoreme 7.2, on conclut grace au Lemme 7.3. O

Grace a l'associativité du produit, on peut définir sans ambiguité les produits .71 ® % ®...® .7, et
[1® L2 ®...® ,. Nous noterons ces produits ®1.7;, respectivement ®7 ;.

Remarque 7.1. Nous verrons plus tard que, si U, est la mesure de Lebesgue sur Prn, alors p, ®
Um = Hn+m €t, plus généralement, ®Un; = My n-

Les résultats des sections suivantes seront prouvés pour 2 = 2. Néanmoins, il y a des variantes
pour k =3, que nous allons énoncer sans preuve. Les preuves de ces variantes sont dans I'esprit
de celles des deux propositions précédentes.
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7.3 Passage aux mesures complétées

On peut, a partir de (X,.7,u) et (Y,.7,v) :

(i) compléter .7 ® . par rapport a u® v, et prendre, sur .7 ®.7, la mesure complétée u®v;

(i1) compléter d’abord .7, ., u, v, puis considérer la tribu et la mesure produit. Ceci donne la
tribu .7 ® .7 et la mesure I®V;

(iii) apres avoir fait (ii), compléter la tribu et la mesure ainsi construites. On obtient ainsi la tribu

7 ®. et la mesure aev.
Clairement, la tribu de (iii) contient celle de (ii), et la mesure de (iii) étend celle de (ii).

Théoreme 7.3. Si u, v sont o-finies, alors (i) et (iii) donnent les mémes tribus, respectivement
mesures.
Par conséquent, il sufit de compléter apres avoir fait le produit.

Démonstration. Clairement,ona 7 ¢ 7,. <. et uev=uevsur 7.7, dou 7 ®.¥ c 7.7,
Par ailleurs, on voit facilement & partir de la définition que 1 ® v est une extension de u®v.
Inversement, soit E € 7 ®.7. Alors il existe E1,Es € 7 ®.7 tels que E1 cE C Es et i®V(E2\E1) =
0. De plus,ona p®v(E)=u®v(E1) =u®Vv(E>s).

I1 suffit de montrer (*) qu’il existe F'1,Fo € 7 ®.% telsque F1 cE1cE c Eo c Fy et u®v(Fo\F1) =0.
En efet, si tel est le cas, alors il s’ensuit a la fois que E € .7 ® . et que

HV(E)=u®Vv(E)=z2uev(F1)=uev(E)=uev(Fo) =2 u’v(l) =puev(E),

ce qui donne le résultat.

Retournons a la preuve de (*).

Il suffit de montrer que (**) pour tout G € ?@?, il existe G1,G2 € .7 ® . tels que G1 c G < Go
et u®v(Ga\Gi1) = 0. En effet, si (¥¥) est vraie, alors il existe Hyi,Hq,I1,I3 € 7 ® . tels que
HicEicHy,I1cEycley, uov(Ha\H1)=0, u®v(I3\11) =0. On prend alors F; = Hy, Fy =I5,
de sorte que F'1 c E1 c E9 c Fy. De plus, on a

p®V(F\F1) = uev((I2\E2)U(E2\EDU(E1\H1)) < u®Vv(I2\I1)+uev(Es\E1)+uev(Ha \H1) =0,

ce qui donne (¥).

Prouvons (*¥). Soit & = {G € T 8.7 ; (#x) est vraie pour G}. Clairement, .o/ est une classe mo-
notone : par exemple, si G* /G, avec G* € &7, soient G’f,G’éE € 7 ®.7 tels que G’f c Gk c G’ze et
peV(GENG*) = 0. Alors UG: < G c UGE et pov(UGE\UGH) < ¥ nev(GE\G%) = 0; 1a méme inéga-
lité est vraie si G* \\ G. . L L

Par ailleurs, </ contient le clan 4 engendré par les produits A x B, avec A € .7, B € .. En effet,
siGe ?, alors on peut écrire G = UAJ x B/ avec A/ € ?, Bie ?, I'union étant d. d. d. et finie. Si
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AJ AJ €7, BJ BJ € .7 sont tels que AJ c A/ CAJ BJ cB/ CBJ ,u(AJ\AJ)—O v(BJ\BJ)—
alors lesAJ XBJ sont d. d. d. et UAJ ><BJ CGCUAJ ><BJ De plus, ona(UAJ XBJ)\(UAJ XBJ)C
U(AN A7) x BLUAJ x (B \ BI), dot

p®V((UAL x BO\(UAS xBD) < Y po v(A,\AD x B)) + Y uev(A] x (B,\B]) =0

ce qui montre que G € /.
Il s’ensuit que &/ = .7 ® ., d’ou la conclusion. O

On prouve de méme le résultat suivant

Théoréme 7.4. Si les y; sont o-finies, alors on a ®!_ <7 ® 9;‘ et ® ui=®" ;.

Corollaire 7.2. Ona £, ® L = Lrnim €t 1y ® Ay = Apim.
De méme, on a ®?:1$1 =%, et ®;?:1/11 =,

Démonstration. On prouve les deux premieres propriétés. Si u, est la mesure de Lebesgue sur
Pgr, alors A, =, et &L, = Prn. Compte tenu du fait que u, ® Um = Unim, on a £, ® Ly =
Brn @ Brm = Bpn @ Brm = Bn+m = Lnam.-

De plus, 1, ® A, =1, ® i), = tn ® i, = Hntm = Antm. O

7.4 Les grands théoremes pour y®v

Dans cette partie, on se donne deux espaces mesurés (X,.7,u) et (Y,.7,v), avec u et v o-finies et
on munit X xY de la tribu produit .7 ®.7 et de la mesure produit u®v.

Proposition 7.5. _Soit f:X XX — R .7 ®.%-mesurable. Alors, pour tout x € X et y € Y, les fonctions
partielles Y =R, fy: X =R, fr=f(x,"), fy=f(,x), sont 7 -, respectivement . -mesurables.

Démonstration. 1l suffit de le montrer quand f est étagée. Le cas général s’obtient par passage
a la limite, en utilisant : a) le fait que toute fonction mesurable est limite simple de fonctions
étagées ; b) le fait qu'une limite simple de fonctions mesurables est mesurable.

Par linéarité des appplications f — f,, respectivement f — f,, il suffit de consiérer le cas ou
f=xE,avecE€.7 ®. . Danscecas,ona f, =Yg, et fy= XE,, et la conclusion est claire. O

Remarque 7.2. De méme, si on considere un produit de plusieurs facteurs, les applications par-
tielles obtenues en figeant une partie des variables d’une fonction mesurable f sont mesurables. Par
exemple : si f : H;L:lXi est ®?:1%-mesurable, alors Uapplication fy, x, = f(x1,%2,-,+) : X3 x X4 — R
est I3 ® Jy-mesurable.
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Théoréme 7.5. (de Tonelli) Soit f : X xY — [0,00] 7 ® .¥-mesurable. Alors la fonction y —
Jx FC,y)d u est v-mesurable. De plus, on a

fdu®v= f ( f f(x,y)d,u(x))dv(y).
XxY Y ‘“JX

De méme, Uapplication x — [y f(x,-)dv est pu-mesurable et on a

f fd,u@v:f (f f(x,y)dv(y))d,u(x).
XxY X \JY

Démonstration. 11 suffit de montrer les conclusion du théoréme quand f = yg, avec E € 7 ®.7.
En effet, ceci va impliquer (par linéarité) que le théoréme est vrai si f est étagée et positive.
Pour f quelconque, on considere une suite (f,,) de fonctions étagées telle que f,, =0, f, / f. Par
convergence monotone, on trouve : fX fn(x, y)d u(x) — fX f(x,y)du(x), dou y — fX fC,y)du est v-
mesurable (comme limite simple de fonctions mesurables). A nouveau par convergence monotone,
on trouve :

f fdp@v:limf fndu®v:limfffn(x,y)d,u(x)dv(y):fff(x,y)du(x)dv(y).
XxY XxY Yy Jx Y Jx

Si f = xg, le résultat a montrer n’est rien d’autre que le Théoréeme 7.1. O

Corollaire 7.3. Si f : X xY — Rest mesurable, alors f est intégrable si et seulement si [y [ |f (x,y)|d p(x)d v
oo (ou [y [y If(x,y)dv(y)d p(x) < 00).

Démonstration. Par le théoréme précédent, on [y v |flduev= [y [x|f(x,y)dux)dv(y). O

Théoreme 7.6. (de Fubini) Soit f : X xY — R intégrable. Alors :
a) pour v-presque tout vy, la fonction f(-,y) est intégrable ;
Jx FCy)du,  sicette intégrale existe

, alors g est intégrable ;

b) si on pose g(y) = { .
0, sinon

c)ona
fauev= [ gwdvy,
XxY Y

Mémes conclusions si on échange les roles de x et y.

Démonstration. On applique le théoreme précédent a f, et f_. Ceci implique que les fonctions y —
Jx f+(,¥)du sont intégrables, donc finies p. p. SiB={y €Y ; [x f+(-,¥)du = oo}, alors v(B) =0 et
Jx F(,¥)d p est définie si et seulement si y ¢ B. On trouve g(y) = ype(¥)([x f+C.Mdu—[x -, y)d ),
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d’ot1 g est mesurable.
Comme p®v(X xB)=0, on a

fJ_rd.U@V:f

feduev= f f £ulo)dudv(y).
Xx(Y\B) Y\BJX

XxY

En ajoutant ces deux égalités, on trouve

f gldv(y) < f f FColdudvy) = f f (FrCoy)+ F-C ) pdv(y) < oo,
Y\B Y\BJX Y\BJX

d’ou g est intégrable sur Y \ B, donc sur Y.
En particulier, g est finie v-presque partout, d’ou f(-,y) est intégrable pour v-presque tout y.
Enfin, en retranchant les égalités obtenues pour f. on trouve

f gdv = f g= f f (Fols3) = (o)A pdv(y) = f fduev= f fdusv.
Y Y\B Y\BJX X x(Y\B) XxY
]

Remarque 7.3. Les théorémes de Tonnelli et Fubini ont des variantes oit on prend un produit
de plusieurs facteurs. Exemple : si f : R" — [0,00] est borélienne et positive, alors les fonctions
(x2,...,%0) = [ f(xX1,%2,...,2,)dA1(x1), (x3,...,%0) — [g Jo F(xX1,%2,%3,...,2,)dA1(x1)d A1 (x2), et ainsi
de suite, sont boréliennes, et on a

f fd/ln:ff...ff(xl,xz,...,xn)d/h(xl)dh(xz)...d/11(xn).
R7 RJR R

7.5 Les grands théoremes pour y®v

Proposition 7.6. Soit f: X xY — R.I® & -mesurable. Alors pour presque tout x€ X et y€Y, les
fonctions fy et f, sont .7 -, respectivement ./’-mesurables.

Démonstration. 11 suffit de le montrer quand f = yg, avec E € .7 ® .. En effet, si la résultat est
vrai dans ce cas, il est vrai pour les fonctions .7 ® .7-étagées, puis, par passage a la limite, pour
les fonctions .7 ® .¥-mesurables. (Au cours du passage a la limite, on utilise le fait que 'union
d’une suite d’ensembles négligeables est négligeable.

SoitEe. 7 ®.. llexiste E1,Eg€ T ®.7 telsque E1 cE c Eg et u®v(E9\E1)=0. Soit F = Eo\E;.
Ax fixé, on a (yg)x = (Y£,)x en dehors de 'ensemble F,. Donc (yg), est .-mesurable si ce dernier
ensemble est v-négligeable.

Ainsi, il suffit de montrer que, si F € 7 ® . est u® v-négligeable, alors F, est v-négligeable pour
presque tout x. Ceci résulte de la formule qui donne p®v : 0= pev(F) = [y v(F,)du(x). La fonction
x — v(F,) étant positive et mesurable, on trouve v(¥F,) =0 u-p. p. O
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Remarque 7.4. Si A est une mesure compléte sur (T, 7)), et si g est une fonction définie p. p. sur
T, on peut parler de la mesurabilité de g (méme si on ne connait pas précisément son domaine de
définition). En effet, soit h n’importe quel prolongement de g a T (par exemple, le prolongement
par la valeur 0). Si h est mesurable, alors n’importe quel autre prolongement de g est mesurable,
car égal a h presque partout. Dans ce cas, nous appellerons g mesurable. De méme, on dira que g
a une intégrale si h en a une; @ nouveau, cette propriété ne dépend pas du choix de h. Dans ce cas,
nous posons [ gdA = [hdA; cette quantité ne dépend pas du choix de h.

Avec cette convention, la conclusion du théoréeme de Fubini s’écrit plus simplement [y v fduev =
Jy Jx FC 0 dudv(y).

On voit facilement que si g est limite p. p. d’ une suite de fonctions définies p. p. et mesurable, alors
g est mesurable.

Théoreme 7.7. (de Tonnelli) Soit f : X xY — [0,00] u® v-mesurable. Alors Uapplication y —
Jx f(x, y)d(x) (définie v-p. p.) est v-mesurable et

fdu@v:f f f(x, y)du(x)dv(y).
Y Yy Jx

X x
Enoncé analogue si on échange les réles de x et de .

Démonstration. Commencons par le cas [ = yg, avec E € .7 ®.%. Au vu de la preuve de la pro-
position précédente, on a (avec les notations de cette preuve), [x(yg),du = p((E1),) = i(E ) pour
presque tout y. Ceci donne la mesurabilité de y — [ (yz)ydu. De plus, on a

f (e d[TE = TBVE) = u& VEy) = fY H(E 1))V (y) = fY fX 1, AR AT(),

ce qui prouve que le théoréme est vrai si f = yg.

Le cas d’une fonction étagée positive suit par linéarité, en notant qu'une somme finie de fonctions
positives g; définies p. p. est encore définie p. p., que si les les g; sont mesurables (au sens de la
remarque précédente) alors leur somme l'est, enfin que I'intégrale de la somme est la somme des
intégrales (pour des fonctions définies p. p., positives et mesurables).

Enfin, le cas ou f est quelconque s’obtient en considérant une suite croissante de fonctions étagée
et positives telle que f, / f. On conclut en utilisant : a) le fait que y — [x f(x,y)du(x) est la
limite de y — [y fn(x,y)du(y) 1a ot toutes ces fonctions sont définies, c’est-a-dire p. p.; b) que,
par conséquent, y — [y f(x,y)du(x) est mesurable, comme limite p. p. de fonctions mesurables
définies p. p.; ¢) le théoréme de convergence monotone, variante p. p. O

Théoréme 7.8. (de Fubini) Soit f: X xY — R u®v-intégrable. Alors :
a) pour v-presque tout y, f(-,y) est u-intégrable ;
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Jx FC,y)du, si cette intégrale existe

b) si on pose g(y) = { , alors g est v-intégrable ;

0, sinon
cJona

fdiev = f g()dT(y).
XxY Y
Mémes conclusions si on échange les réles de x et y.
La preuve est identique a celle du théoréme de Fubini pour pu®v.

Remarque 7.5. Ces théoremes ont des variantes que le lecteur ennoncera facilement dans le cas
de plusieurs facteurs.

Nous concluons ce chapitre par une application du théoréeme de Tonnelli.

Proposition 7.7. Soit H un hyperplan de R". Alors 1,(H) = 0.
En particulier, si A est contenu dans un hyperplan de R", alors 1,(A) =0.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si n =1, H est un point, et la conclusion est claire.
Passage de n—1 a n : si H est parallele a 'hyperplan de coordonnées H,, = {x € R" ; x, = 0}, alors
il existe a € R tel que H =R*"1 x {a}, Aot 1,,(H) = 1,,_1(R* HA1({a}) = 0.

Sinon, on considére la coupe H,, = {x' € R*1 ; (x/,x,) € H}. Elle est de méme dimension que
{(x',x,) € R" ;(x',x,) € H}; or, cet ensemble est égal 4 HNH', ou H = H + x,e, (e, est le dernier
vecteur de la base canonique de R"). Le théoréme de la dimension donne dim(HNH') =dim H+dim
H'—dim(H + H'). H et H' étant deux hyperplanes qui ne sont pas paralleles, on a H+H' =R", d’ou
dim H, =n-2.

On a alors A,(H) = [ An-1(H,,)dA1(x,) = 0. O



Chapitre 8

Changements de variables

8.1 Un peu d’algebre linéaire

Soit A € M,,(R) une matrice inversible. On peut ramener A a I'identité par la méthode du pivot de
Gauss. Chaque étape de la méthode de Gauss est I'une des suivantes :

a) on permute deux colonnes de A (a la recherche d’un pivot);

b) on multiplie I'une des colonnes de A par une constante c # 0, puis on la retranche d'une autre.
Si on récrit ces opérations en termes matriciels, alors a) revient a multiplier A a droite par une
matrice P;;, qui s’obtient de l'identité en permutant les colonnes i et j. b) revient a multiplier
d’abord A a droite par la matrice @; . qui s’obtient de I'identité en multipliant la colonne i par c,
puis multiplier le résultat a droite par la matrice R;; qui s'obtient de I'identité en retranchant la
colonne i de la colonne j, enfin multiplier ce dernier résultat a droite par @; /..

Ainsi, I'identité s’écrit comme un produit fini de la forme I = AS:Ss...S;,, ou chaque S; est un
P;jouun @;. ouun R;;. On trouve A = S,;ll . ..SII. On a Pi_j1 =P, Q;g =Qi 1 Ri_j1 =T;j,ouT;j
s’obtient de I'identité en ajoutant la colonne i a la colonne ;.

On vient de prouver le résultat suivant :

Proposition 8.1. Toute matrice inversible est produit de matrices de type P;j, Q; . et T};.

8.2 Changements de variables linéaire

Théoreme 8.1. Soit A € M,(R) une matrice inversible. Alors :
a) E cR" est borélien (respectivement Lebesgue mesurable) si et seulement si A(E) lest ;
b) si tel est le cas, alors A, (A(E)) = |dét A|A,(E).

53
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Démonstration. On a E = A"Y(A(E)), donc si A(E) est borélien, E lest aussi. De méme, on a
A(E)=(A"YH™Y(E), donc A(E) est borélien si E lest.

Soit C =[0,1]". C étant d’intérieur non vide et A étant un homéomorphisme, A(C) est d’intérieur
non vide. Il s’ensuit que A(C) contient un pavé ouvert non vide, d'ou 1,(A(C))=k =k >0. On
pose wE) = A, (AE))E, E € #rn. On va montrer que u est la mesure de Lebesgue sur -, d'ou
MAE)) =kA,(E), E € Ppn.

Clairement, u est une mesure, car si (E,) est une suite d. d. d. de boréliens, alors (A(E,)) est une
suite d. d. d. de boréliens. Par construction, on a u(C) =1 = 1,(C). Enfin, u est invariante par
translations, car w(E +x) = 1,(AE + x))/k = 1,(AE) + Ax)/k = A,(AE))/k = u(E). On verra plus
tard que la seule mesure borélienne invariante par translations et telle que la mesure du cube
unité soit égale a 1 est la mesure de Lebesgue sur les boréliens. Donc y = A,,.

Ensuite, on montre ’égalité (*) k4 = |dét A| (qui permet de conclure).

Dans un premier temps,ona ks =kskp. Eneffet,onakap = 1,(AB(C)) = ka1, (B(C))=kakpA,(C) =
kakp.

Par ailleurs, on a aussi |dét(AB)| = |dét A||dét B|. Compte tenu de la proposition précédente, il
suffit alors de montrer (*) quand A est I'une des matrices P;;, @; . ou T';; (puis on multiplie ces
égalités pour obtenir (*) pour A quelconque).

SiA=P;j,alors [dét A|=1et A(C)=C,douky =1.

Si A =Q;,, alors |dét A| = |c| et, selon le signe de c, on a A(C) =[0,11""1 x[0,c] x [0,1]**"1 ou
A(C)=10,11""1 x[¢,01x[0,1]"*~L. Dans les deux cas, on a k4 = [c|.

Enfin, soit A =T;;; d’'ou |[dét A| = 1. Pour simplifier I'’écriture, on prend i =1, j = 2. Alors

AC)={(x1+x2,x2,...,x%,) ; 0<xp <1} ={(y1,%2,...,%,) ; X2 <y1 < 1+4+2x9,0<x, <1}.

On partitionne A(C) = B1 UByg, ou B; est 'ensemble des points tels que x2 < y1 <1 et Bg contient
les points tels que 1 < y9 < x9 + 1. By est fermé, donc borélien, d’ou Bg = A(C) \ B1 'est aussi. Par
ailleurs, ona B < C et Bo =(C\B1)+e1. Donc

ka=2A,(AC)=1,(B1)+1,(B2) =1,(B1)+A,(C\B1)+e1) = 1,(B1) + A1,(C\B1) = 1,(C) = 1.
Enfin, soit £ < R" Lebesgue mesurable. Il existe E1,E9 boréliens tels que E1 cE c Eg et 1,(Eo\
E{)=0.0ntrouve que A(E{)cA(E)c A(E3) et A,(A(E2)\A(E1))=A,(A(E2\E1))=0. Donc A(E)

est Lebesgue mesurable. Le méme raisonnement appliqué 2 A~! montre 'implication inverse : si
A(FE) est Lebesgue mesurable, alors E I’est. Pour conclure, on note que

M (AE)) = 1, (A(E?2)) = |dét A1, (E2) = |dét A|A,(E).
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Remarque 8.1. Si A n’est pas inversible, alors on a : pour toute partie E de R", A(E) est Lebesgue
mesurable, de mesure nulle. En effet, dans ce cas A(R") est un sous espace de R" de dimension
<n—1, donc contenu dans un hyperplan. Il s’ensuit que 1,(A(R")) =0, d’oiz 1,(A(E)) = 0 pour tout
E.

Remarque 8.2. La mesure de Lebesgue étant invariante par translations, on peut remplacer dans
le théoreme précédent "linéaire” par "affine”. En effet, si Bx = Ax + b, avec A matrice inversible et
beR", alors 1,(B(E))=1,(AE)+b) =1,(AE))=|dét A|1,(E), pour tout E Lebesgue mesurable.

8.3 Un peu de topologie

Dans la suite de ce chapitre, on munit R” de la norme || ||oo.

On munit Z(R") de la norme matricielle subordonnée : |A| = sup{l|Ax|lco ; Xllco < 1}.

Un cube (de R") est un produit C =11 xIgx...xI,, oules I; sont des intervalles de méme longueur,
strictement positive. On appelera la longuer commune de ces intervalles la taille de C.

Soit j € N. On peut recouvrir R” avec des cubes disjoints de taille 1/27 : R” = Uz (1/27-1+[0, 1/27[).
On va noter Z; la collection de ces cubes ; C va désigner un cube appartenant a 2;.

SiFcR* onpose F;=u{C; Ce 2;,CnF #p}.

Notons que Fj c Fj_1 si j = 1. En effet, pour tout cube C de 2, il existe un (unique) cube @ de
£2;_1 qui le contient. Donc, si C apparait dans F;, alors § apparait dans F;_1, ce qui implique
F jc< F j—1-

Notons aussi que F' c F;. En effet, si x € F', alors il existe un C de 2; tel que x € C. C apparait
donc dans F'j, d’'ou x appartient a F';.

Proposition 8.2. Soit K un compact. Alors K; \ K et 1,(K;) — A,(K).
De plus, si U est un ouvert tel que U > K, alors, pour j suffisamment grand, on a U > K.

Démonstration. Nous avons déja vu que la suite (K ;) décroit. Il reste a montrer que NK; = K.
Six € Kj, alorsil existeun C de 2; tel que x € C et CNK # @. Soit y; € KNC. Alors |[x—yjlloo < 1/2/,
d’otr dist(x,K) < 1/2/. Si x € K, alors dist(x,K) =0, dot1 x € K.

Notons que 'ensemble K; est réunion a. p. d. de cubes (qui sont boréliens), donc un borélien. La
deuxiéme propriété découle du théoreme de la suite décroissante si K est borné (donc de mesure
de Lebesgue finie). Soit M tel que ||x]l.o <M, x € K. Si C apparait dans K, alors il existe e KN C,
dot |[x—ylleo <1, y€C. On trouve ||ylloo <M +1, y€ Ky ; Ko est donc borné.

Pour la derniére propriété, soit & =dist(K,U¢) > 0. Si 2/° > 1/e et j = jo, alors 1/2/ < ¢. Pour un tel
J, montrons que U > K.

Soit y € K. Alors il existe C € 2, tel que y € C et il existe x € K tel que x € C. On trouve que
lx—ylloo < 1/27, dou dist(y,U€) =dist(x,U°)— || x — ¥l oo =dist(K,U°)— 1/27 > 0, d’ox y ¢ U¢, ou encore
yeU. O
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Remarque 8.3. Pour la premiére propriété, on peut remplacer compact par fermé.

8.4 Image d’un petit cube par un C!-difféomorphisme

Dans la suite, U et V désigneront des ouverts de R", muni de la norme | ||oo. On considére une
application ®: U — V qui est un C!-difféomorphisme. C’est-a-dire :

(i) @ a des dérivées partielles qui sont continues;

(ii) le déterminant jacobien de @, noté J¢ et donné par Jo =dét(0®;/0x;); j-1
point de U ;

(iii) @ est bijective.

Rappelons que, sous ces hypothéses, le théoréme d’inversion locale affirme que ®~! est encore de
classe C! (et a donc exactement les mémes propriétés que ®).

Nous noterons D®(x) la matrice jacobienne de ® en x € U, D®(x) = (0D;/0x ;(x)); j=1,... n-

Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant, laissé en

n, est #Z0 en tout

.....

Exercice 8.1. Soit (Y,d) un espace métrique. Soit h € C(U,Y) et soit K un compact de U. Alors,
pour tout v >0, il existe un 6 > 0 tel que :
(i) si xe K et si y € R" est tel que ||x — ylloo <0, alors [x,ylc U (ici, [x,y] est le segment reliant x et

¥);
(i) si x € K et y € U sont tels que ||x — y|lo <0, alors d(h(x),h(y)) <v.

Notons que, si C est un cube, alors C est borélien, d’oit ®(C) = (®~1)~1(C) est encore un borélien.

Proposition 8.3. Soient K un compact de U et € > 0. Alors il existe 6 > 0 tel que, pour tout cube C
de taille < § et contenant un point x de K, on ait 1,(®P(C)) <(1+¢)|Jp(x)|A1,(C).

Démonstration. On utilise 1’exercice préce&ent avec : Y = Z(R") muni de la norme donnée ci-
dessus, h(x) = D®P(x) et v a fixer ultérieurement.

Soit 6 la constante donnée par I’exercice et soit C un cube de taille < §, contenant un point x € K.
Le théoreme des accroissements finis donne, pour y € C, avec [ la taille de C,

[D(y) — P(x) —DD(x) - (y — %)l oo < S}lp] ID®(2) - DPx)|lly —xlloo < V.
zelx,y

Si on pose A = DP(x) et b = D(x) :Ax, alors I'inégalité ci-dessus devieni [P(y)—Ay—bl <VI, ou
encore ®(y) = Ay +z pour un z € B(b,vl). Il s'ensuit que ®(C) < A(C) + B(b,vI).
On voit facilement que (A étant inversible) on a A(C)+B(b,vl) = A(C + A~L(B(b, v1))). Il S'ensuit
que

A(@(C)) = A, (A(C + A™HB(B, VD)) = |dét A|A,(C + A™H(B(b,vD))).
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Soit M = max{[|(D®) () ; y € K} <oco. Alors | Ayl < Mlyll, y € R", dou A" (B(b,v])) = BLA™b, MvD).
Si z est le centre (de gravité) de C, alors C c B(z,1/2), dou C+ A~ 1(B(b,vl))cB(z+ A~ 1b,(2Mv +
1)1/2). On trouve

A (D(C)) < |dét A|A,(B(z +b,(2Mv +1)1/2)) = |dét A|(1+2Mv)*1" = (1 +2Mv)" 1, (C).

Pour conclure, il suffit de choisir v tel que (1+2Mv)" =1 +e¢. O

8.5 Changement de variables sur un compact

Proposition 8.4. Soient f € C(V) et K cU un compact. Alors

ffo(Dqu>|d/1n:f fd,. (8.1)
K D(K)

Remarque 8.4. Les deux intégrales sont finies, car on intégre par rapport a la mesure de Lebesgue
des fonctions continues sur un compact.

Démonstration. On peut supposer f =0 (sinon, on travaille avec f, puis on retranche les égalités
obtenues).

Il suffit de montrer que 'on a, dans (8.1), =. En effet, si cette inégalité est vraie pour tout U,V,®,K
et f, alors on peut Iappliquer a V,U,® 1, ®(K) et f o ®|Jp|. On trouve

f fIJ@oCD‘lqu,lld/Inzffo<p|Jq>|d/1n.
O(K) K

Or, |Jo 0<I>_1||J(D71| =|Jpo® 1 Jo-11 = |Jiql = 1, c’est-a-dire on obtient < dans (8.1).

On montre =. Soient € > 0 et le § correspondant donné par la proposition précédente. Soit jj tel
que 1/270 < § et soit j = jo. Soit (C;) la famille (finie) de cubes de 2 i qui intersectent K. Soit, pour
un tel cube, y* € ®(K N C;) un point de maximum de f sur le compact ®(K N C;). Alors

dA, = dA, < YA (DK N CH)) < DA (D(CH)).
@(K)f ;Mncﬂf <;f(y) (DK N ))<;f(y) (D(C"))

Sixl =d1l(yh)e KmC_i, alors cette inégalité devient f fdA, < Z f0<D(xi)/ln(CI>(Ci)). La proposition
K i
précédente donne

fK fdAn <L+ Y f o)l TpIAn(Co).
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Soit 2! un poin@ minimum de g = f o @IJq?I sur Ei. Ceti;e fonction est uniformément continue
sur le compact K jo € U..Par ailleurs, on a ||x* — 2'||o < 1/2/. Il S’ensuit que, si j est suffisamment
grand, alors |g(x') — g(z*)| < €. On trouve, pour j grand,

f fdAd, <(1+8)) (f o®(z")| (") + €A, (CH) < (1 + g)f f o®@|Jpld A, + (1 +e)eA,(K)).
K i K;

En utilisant la domination |f 0®IJ¢|XKj| <|fo (DIJ@IXKJ.O |, ] = jo, on trouve, par convergence do-
minée, en faisant j — oo dans I'inégalité précédente,

ffd/lns(lﬂf)f fo®|Jp|+(Q+e)eA,(K).
K K

€ étant arbitraire, on obtient > dans (8.1). O

Pour f =1, L compact de V et K = ®~1(L), on trouve

Corollaire 8.1. Soit L un compact de V. Alors A,(L) :f . |JoldAs,.
d-L(L)

8.6 Comment calculer la mesure d’un borélien a partir de
celle des compacts

Théoreme 8.2. Soient V un ouvert de R" et u une mesure sur By telle que u(K) < oo pour tout
compact K V. Alors :

(i) pour tout E € % et pour tout € > 0, il existe un fermé F de V et un ouvert QL c'V tels que
FcEcQet n(Q\F)<eg;

(ii) u (et donc p) se calcule selon la formule

(E) =sup{u(K) ; K c E compact} =inf{iu(Q) ; EcQcV,Q ouvert}, E € %TV

Démonstration. Clairement, pour tout E € %y, on a
(*) sup{u(K) ; K c E,K compact} < u(E) <inf{u(Q) ; EcQ cV,Q ouvert}.

Tout ouvert de E de R"™ est 'union d’'une suite croissante de compacts (K,). Par le théoréme de la
suite croissante, on trouve u(E) =lim u(K,). Ceci montre que, pour E ouvert contenu dans V, on a

(**) wE) =sup{u(K) ; K c E,K compact} =inf{u(QQ) ; EcQ cV,Q ouvert}.
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Nous allons montrer que .« = {E € Py ; E satisfait (¥*)} = By.

Dans un premier temps, on suppose (V) < oco. Si tel est le cas, alors u(E) < oo pour tout E € Ay,
d’ou (**) revient a : pour tout € > 0, il existe un compact K et un ouvert Q telsque KcEcQcV
et Q\K)<e.

De plus, dans ce cas, (**) équivaut a : il existe une suite croissante de compacts, (K;), et une suite
décroissante d’ouverts, (€2;), telles que K; c E c Q; et (¥*¥*) lim u(K;) = lim u(Q;). En effet, si cette
derniére propriété est vraie, alors

inf{u(Q) ; EcQcV,Q ouvert} < lim u(Q;) = lim w(K;) < sup{u(K) ; K c E,K compact}.

Grace a (*), on voit qu’on a alors (**). Réciproquement, si on a (**), alors il existe (L;) compacts
et (Y7) ouverts tels que L; c E c Y et u(L;) — wkE), w(Y;) — w(E). 11 suffit alors de prendre K; =
Liu...uL;jetQ;=Y1n...nY].

Notons encore que, grace a ’hypothese u(V) < oo, (*¥*) équivaut a u(2; \ K;) — 0.

On montre maintenant que %/ contient les compacts. Si K c V est un compact, il suffit de trouver
une suite (;) d’'ouverts telle que u(2;) — pw(K). On prend Q; ={x € U ; dist(x,K) < 1/l}. On a alors
O\ K, dou u(€;) — w(K), par le théoréme de la suite décroissante.

On montre par la suite que 7 contient les fermés de V. Soit (L;) une suite de compacts telle que
L; /V.AlorsK;:=FnL; /FnV =F,dou wk;)— u(F). Par ailleurs, chaque K; est compact. Si
Q; ={x eV ; dist (x,F) > 1/1}, alors Q; \\ F, dou u(2;) — pF). De plus, les Q; sont ouverts.
Prouvons que &7 est une tribu. On a @ € &7, car c’est un ouvert. Si E € o/ et € > 0, soient K
compact, Q ouvert telsque KcEcQcV et y(Q\K) < &/2. On a (en prenant des complémentaires
par rapport a V) Q¢ c E€ c K¢, avec Q¢ fermé de V et K¢ ouvert. Soit L un compact tel que L < Q°
et u(Q°\L)<e/2. Alors LcE‘cK®et w(K°\L)= K\ Q)+ uw(Q\L)=u(Q\K)+ u(Q°\ L) <e.
Donc E€ € o7 .

Enfin, soit (E;);>1 <€ & et soit E = UE;. Soient € > 0 et, pour chaque /, un compact et un ouvert
tels que KjcE;cQ;cV et () \Kj) < ¢/2. On a p((UQ)\(UKY) < X uj(Q \K;) < e. Comme
WO\ (U2 K\ (UQ) \ (UK;) quand m — oo, le théoreme de la suite décroissante donne, pour
m suffisamment grand, p((UQ;)\ (UﬁlKl)) < ¢. Pour un tel m, on prend Q = UQ; et K = U" | K],
de sorte que (2 est ouvert, K est compact, KcEcQcV et u(Q\K)<e.

Ceci prouve que, sous 'hypothese p;(V) < oo, on a (ii) pour E € ABy. (i) pour E € By est une
conséquence de (ii), car le sup sur les fermés est supérieur au sup sur les compacts et inférieur a
WE). L

Montrons que (ii) reste vraie si E € Zy. Comme ci-dessus, ceci implique que (i) est vraie pour un
telE.

Soit E € By . Soient E1,E9 € By tels que E1 cE cEs et (k)= wEs2) = u(E). Alors

H(E) = uwE) =sup{u(X) ; K c E; compact} < sup{u(K) ; K c E compact} < u(E)
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et
w(E) <inf{iu(Q) ; EcQcV,Q ouvert} <inf{u(Q) ; E2 cQcV,Q ouvert} = u(E9) = 1(E),

d’ou la conclusion.

Enfin, on montre que le résultat est vrai sans ’hypothese u(V) < oco.

Montrons d’abord la premiere égalité dans (ii). Soit (L;) une suite de compacts telle que L; V.
On considere les mesures y;(E) = wW(EnL;), E € By, qui sont finies. On peut donc leur appliquer ce
qui précede. Soit E € Ay . Pour tout [, il existe un compact K; tel que K; c E et w(K;) > i (E)—1/1,
ou encore (W(K;NL;)>uwE NL;)-1/l. On a donc d’autant plus w(K;) > u;(EnL;)—1/l. En passant
a la limite, on trouve (grace au théoreme de la suite croissante)

WE) = limsup u(K;) = liminf u(K;) = w(E),

d’ou w(K;) — wk).

Pour la deuxieme égalité dans (ii), rappelons que, pour tout ouvert V de R”, il existe une suite (V)
d’ouverts telle que : V; /' V et, pour tout [, V; soit un compact contenu dans V (la suite donnée
par Vi = {x € R" ; |lxlloo < et dist(x, V) > 1/l} fait Paffaire). On a alors V; /' V et wVy) < M(V,) < 0o.
On considere les mesures finies v; données par v;(E) = v;(E NnV;). On peut appliquer le théoréeme
que nous sommes en train de montrer a ces mesures.

Soit E € Ay. On pose Y1 =Vj et, pourl =2,Y; =V;\V;_1. Soit € > 0. Il existe alors un ouvert U; tel
que U; 2 ENY; et vi(U;) < vi(ENY;)+€/2¢, ou encore wlU;nVy) < ,u(EnYl)+£/21. Alors Q =u(U;NnV})
est un ouvert qui contient E (car E = U(E NY))) et p(UuU;nV)) <X wU; nV;) < w(E) + €. En fait,
on vient de montrer que W(Q\ E) <e.

Prouvons maintenant (i) pour E € %y . On utilise, pour E¢, la conclusion du paragraphe précé-
dent : il existe un ouvert W contenant E° tel que u(W \ E°) < &/2. Par ailleurs, il existe un ouvert
Q tel que EcQ et W”(Q\E) <¢e/2. On prend F = W¢, qui est un fermé de V.Ona FcE cQ et
WQNF) = Q\E)+ /(E\F)=u(Q\E)+ u(W\E°) <e.

Enfin, comme dans la premiére partie de la preuve, si (i) et (ii) sont vraies pour tout E € Ay, elles
le sont pour tout E € ,%TV O

Une conséquence immeédiate de la premiere égalité dans (ii) est le
Corollaire 8.2. Soient i, s deux mesures sur By telles que ui1(K) = ua(K) < oo, pour tout com-
pact K< V. Alors 1 = ya.

Corollaire 8.3. Soit E cV un borélien. Alors A,(E) :f X lJoldAs,.
o-U(E)

Démonstration. Dans le corollaire précédent, on prend u; = A, et ug(E) = f ) |JopldA,,. (Claire-
O-L(E)

ment, g est une mesure.) Pour K ¢V compact, on a u1(K) = u2(K), et cette quantité est finie, car
la mesure de Lebesgue d'un compact est finie. O
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8.7 Théoréeme du changement de variables

Théoreme 8.3. Soit f:V —R. Soit g:U — R, g =fo®|Jg|. Alors :

a) f est borélienne si et seulement si g lest;

b) f est Lebesgue mesurable si et seulement si g I’ est;

¢) f a une intégrale (par rapport & la mesure de Lebesgue) si et seulement si g en a une, et dans ce

casf fd)tn:fgdﬂtn:f fo®|JpldA,,.
\%4 U U

Démonstration. En notant que f = go® !Jp-1], on trouve qu’il suffit a chaque fois d’établir une
implication ; I'implication inverse suit en échangeant U avec V et ® avec &L

a) Si f est borélienne, alors clairement g I’est aussi.

b) Si g est Lebesgue mesurable, soient g une fonction borélienne et A < U un borélien Lebesgue
négligeable tel que g = & en dehors de A. Alors f = §o® !|Jy-1] en dehors de ®(A); il suffit donc

de montrer que ®(A) est négligeable. Or, 1,,(P(A) = f |Jold A, =0. Notons que ce raisonnement
A

montre que, si f = f A,-p. p., alors les intégrales correspondantes dans c) sont égales. Ainsi, il

suffit d’établir c) pour des fonctions boréliennes.

c) En notant que f est positive si et seulement si g l’est, il suffit d’établir c) quand f et borélienne

et positive.

Si f = xE, avec E € By, I'égalité a montrer n’est rien d’autre que le Corollaire 8.3. Par linéarité, c)

est encore vraie si [ est étagée positive. Enfin, le cas général s’obtient par convergence monotone.
O

8.8 Ensembles Lebesgue négligeables

Proposition 8.5. Tout ouvert U de R" est union a. p. d. de cubes d. d. d.

Démonstration. On reprend les notations de la Section 8.3.

On pose My ={C € 2 ; C c U} et, par récurrence, M; ={Ce 2, ; CcU\ UCeMlumqu_lC}. Chaque
2; étant dénombrable, M est a. p. d., dot UM est a. p. d. Par construction, les cubes de UM
sont d. d. d. Il reste & montrer que Ucey MJC =U, l'inclusion c étant claire par construction.

Soit x € U. Alors x appartient a exactement un cube C; € 2}, pour tout j. Si Cj € M; pour un j,
alors x € Uceup;C. 1l suffit de montrer que la possiblité contraire meéne a une absurdité.
SiC;¢M;,V j,en particulier Co ¢ My, dou ConU® # @, ou encore il existe xg € ConU*. On trouve
dist(x,U°) < ||lx — xplleo < 1.

On montre que dist(x,U¢) < 1/27, j € N (ce qui implique dist(x,U¢) = 0 et donne la contradiction
xeU°).
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Passagede j—1aj:onaxeU\ UCeMlu...uMHC- Par ailleurs, C;¢ M;, dou C;nU° # ¢. Comme
ci-dessus, on a dist(x,U¢) < 1/2/. O

Proposition 8.6. Soit E c R". Alors E est Lebesgue négligeable si et seulement si : pour tout € > 0,
il existe une famille a. p. d. de cubes (C;) telle que E c UC; et Y 1,(C;) <e.

Démonstration. = 1l existe un ouvert U tel que E c U et 1,(U) < €. On écrit U comme 1'union
d’une famille a. p. d. (C;) de cubes disjoints. Alors E c UC; et Y 1,(C;)=A,(U)<e.

<= Avec ¢ = 1/n, n e N*, soit (C7) la famille de 'énoncé. Alors B = N, U; C7 est un borélien contenu
dans chaque U;C7, donc négligeable. Par ailleurs, B contient E. O

Proposition 8.7. Soient U un ouvert de R* et ® € CY(U,R™), avec m = n. Si E c U est A,-
négligeable, alors ®(E) est A,,-négligeable.

Démonstration. Soit, pour I e N*, U; = {x e R" ; ||x]loo < ,dist(x,U€) > 1/I}, de sorte que U; / U,
U, /U, U, est compact et U; < U}, 1.

On a ®(FE) = UD(E NUyj); il suffit donc de montrer que ®(E N U;) est A,-négligeable. On peut donc
remplacer E par ENU; et supposer E c U;.

Soit €7 =dist(U;,U;41) > 0. Soit € < 8?. Soit (C;) une suite de cubes telle que E c UC; et Y} 1,(C;) <Ee.
En particulier, on a 1,(C;) < € pour tout i, d’'ou chaque cube est de taille < eln < g
Quitte a enlever de la suite les cubes "inutiles" (qui n’intersectent pas E) on peut supposer
ENnC; # @, pour tout i. Soit, a i fixé, ye ENC; cU;.Six € Cj,ona ||[x—y| < €], dou dist(x,U;) < €.

Il s’ensuit que UC; c Uy, ;.

Soit, pour chaque i, x* le centre (de gravité) de C;. Pour x € C;, le segment [x,x'] est dans C;, donc
dans U;.1. Le théoréme_des accroissement finis donne [ ®(x) — P(x%)|loo < Cllx — ' |loo, x € C;, Ol

C =max{|DOy)| ; y € Uj+1} < o0.

Si6; est la taille de C;, cette inégalité se récrit ®(C;) c B(®(x?),C5;). On trouve D(E) c UB(D(x?),C5;),
d’ott 1, (D(E)) = 3(2C)"67 < (2C)" e " L An(C)) <(2C)"e]" "e. O

8.9 Théoréeme du '"presque changement de variables"

Théoréme 8.4. Soient U; un ouvert de R et ® € C1(U,R"). Soient U c U; ouvert et EcU1\U A,,-
négligeable. Soient V = ®(U) et F = ®(E). On suppose que ®:U — V est un Cl-difféomorphisme.
Soit f:VUF —-Retsoit g:UUE - R, g=fo®|Jp|. Alors :

a) g est borélienne si f lest;

b) f est Lebesgue mesurable si et seulement si g I’ est;

¢) f a une intégrale (par rapport & la mesure de Lebesgue) si et seulement si g en a une, et dans ce
cas

fd)tn:f gdA, = foCI)lJ@Id/In:f Fo®|JpldA,.
VUuF UUE UUE U
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Démonstration. La propriété a) est claire. b) Les parties E et F' étant 1,-négligeables, on a f Le-
besgue mesurable<= f yr 'est<= f|y 'est<= g 'est (ici, on utilise le théoréme du changement
de variables)<= g est Lebesgue mesurable.

Enfin, c) suit du théoréme du changement de variables, en notant que les intégrales sur E et F
sont nulles. O

8.10 Changements usuels

8.10.1 Coordonnées polaires

Tout point de R? s’écrit (x,y) = (rcos0,rsind), avec 0 € [0,27] et r = 0. Si (x, y) # (0, 0), cette écriture
est unique. De plus, § =0 < x>0 et y = 0. Soit P : RZ — R2, ®(r,0) = (rcosH, rsinh). Alors ® € C!
et Jo(r,0) =r. Il s’ensuit de ce qui précede que @ est un difféomorphisme de U =]0,00[ x]0, 27[ vers
V =R2\ ([0,00[x{0}). Avec E = 0U et F =[0,00[x{0}, on a ®(E) = F et E est Lebesgue négligeable.
On peut donc appliquer le Théoréme 8.4 (avec U; = R?) : si f : R?2 — R est Lebesgue mesurable,
alors f[m? fdAs :f f(rcosf,rsinf)rdAs(r,0) (au sens ou soit les deux intégrales existent

[0,00[x[0,27]
et alors elles sont égales, soit elles n’existent pas).

8.10.2 Coordonnées sphériques

Soit (x1,x9,x3) € R3. Soit 0= /x% +x§. Alors (p,x3) # (0,0), d’ou ce point s’écrit de maniére unique
(p,x3) = (rcos,rsing), avec r > 0 et ¢ € [-m,7[. Comme p > 0, on a en fait ¢ €]—n/2,7/2[. Par
ailleurs, on peut écrire (x1,x2) = (pcosf,sinf); cette écriture est unique si (x1,x2) # (0,0) et on
prend 6 € [0,27[. Si, de plus, on a (x1,x2) £]10,00[ x{0}, alors 8 €]0, 27[.

Finalement, tout point de R3\ ({(0,0)} x RU]0, ool x {0} x R) s’écrit de manieére unique x1 = r cos ¢ cosf,
xg =rcos@sinf, x3 =rsing, avecr >0, ¢ €] —n/2,7/2[, 6 €]0,27x[.

Soit @ :R? — R3, O(r,¢,0) = (rcospcosh, rcos@sinb, rsing). Avec Uy = R3, U =10, 00l x]-7/2, 1/2[ x 10, 27[
et V =R3\ ({(0,0)} x RUJ0,00[x{0} x R) , ® est une Cl-bijection entre U et V. Par ailleurs, on a
Jo(r,p,0) = —r2cos ¢, dou @ est un difféomorphisme.

Avec E =0U et F ={(0,0)} x Ru]O,o00[x{0} x R, on a A3(E)=0et D(E)=F.

Le théoréeme du presque changements de variables donne : si f : R? — R est Lebesgue mesurable,

alors f fdlg= f f(rcosepcosf,rcospsing, rsin(p)r2 cospdAs(r,p,0).
R3 [0,00[ x[-7/2,7/2]x[0,27]
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8.10.3 Coordonnées cylindriques

Si (x1,x92) € R2\ [0,00[x{0}, alors (x1,x2,x3) = (rcosh,rsinf,xs3), avec r > 0, 0 < 0 < 27, écriture
étant unique. Avec ®(r,0,x3) = (rcosf, rsinb,xs) (de sorte que Jo(r,0,x3) =r), U; = R%, U =]0,00[ 10, 27[ xR
V =R3\[0,00[ x{0} xR, E = 0U, F =[0,00[ x{0} xR, le théoreme du presque changement de variables

donne : si f : R? — R est Lebesgue intégrable, alors f fdAs= f(rcosO,rsinf,x3)rdAs(r,0,x3).
R3 [0,00[ x[0,27] xR

8.10.4 Coordonnées sphériques généralisées

Soit @, : R" — R"*, ®,,(r,01,09,...,0,_1) = (rcosficoslsy...cos0,_1,rcosfcosly...sinb;,_1,
rcosficosfy...cos0,_3sinb,_q,...,rsinf).

Tout point de R s’écrit sous la forme x = ®,(r,01,09,...,0,-1). La preuve se fait par récurrence sur

n.Passageden—1an :soit p= \/x% +x§. On applique ’hypothése de récurrence a (p,xs,...,x,),

qui s’écrit donc ®,,_1(r,601,...,0,-2). On a alors p =rcosf;...cosf,_9, dour il existe 0,_; tel que x1 =
cosfi...cos,_ocosb0,_1etxg=cosb;...cos0,_2sin6,_1. On conclut a I'égalité x = D, (r,01,09,...,0,-1).
On prouve de méme par récurrence (nous omettons les détails) qu’on peut prendre r =0, 04,...,0,_92 €
[—7/2,7/2] et B,,_1 €10,27].
Le jacobien de @, est (*) Jo, = (=14 D2,n=1644n=2 0, c0s" 30y ... cos0,_9. Preuve par récur-
rence sur n, les cas n = 2,3 étant établis. Si on note aq,...,a,-1 les composantes de ®,,_1, alors
cosf,_1Da1 —ai1sinf,_1
sinf,_1Dai1 ajicosf,_1

®,, = (aicos0,_1,a18in60,,_1,a9,...,a,). On trouve D®,, = Das 0 . En déve-
0
Da,, 0

loppant le déterminant selon la derniere colonne, on trouve Jo, = (-1)"a1Jo relation de récur-
rence qui permet d’établir facilement (*).

Comme pour les coordonnées sphériques, on a, avec U; = R?, U =]0,00[x] — /2, 1/2[*2x]0, 27,
E=0U, F = U/_{R"/ x {0} x R/ "1 U[0,00[x{O}R" 2, V =R* \ F : @€ C'(Uy), ®:U — V est un C'-
difféomorphisme, E est 1,-négligeable et ®(E) =F.

Le théoreme du presque changement de variables donne : si f : R” — R est Lebesgue mesurable,

alors | fdA, :f fo®,r" 1cos” 2601 cos" 20,...co80,_sdA,.
R™ [0,00[ x[-7/2,7/2]*~2 x[0,27]

n-17

8.11 Intégrales de référence

Comme pour les intégrales généralisées, quand on étudie la nature d’ine intégrale de Lebesgue il
est utile de disposer d’'une liste d’intégrales de nature connue. Dans la suite, on munit R” de la
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norme euclidienne, et Bg est la boule ouverte centrée en 0 et de rayon R.

Proposition 8.8. a) x — 1/|x|* est intégrable sur B si et seulement si a < n.

b) x— 1/(|x|%Inx|?) est intégrable sur By si et seulement sia<noua=netb>1.

c) x— 1/|x|* est intégrable sur R" \ B1 si et seulement si a > n.

d) x — 1/(jx|% Inx|®) est intégrable sur R" \ By si et seulement sia>noua=netb>1.

Démonstration. Nous faisons la preuve de b) ; preuve similaire dans les autres cas.
En passant en coordonnées sphériques généralisées, et en appliquant le théoréme de Tonnelli, on
a, avec g(01,...,0,_1) =cos"20;...cos0,_,

1/2
f 1x|7% Inx|~%dA, :f r* " Uinrbgda, = Cf " Ynr7dA,,
By [0,1/2]x[-nr/2,m/2]" 2 x[0,27] 0

ouC = f_”ﬁZ cos” 16,d0;. ffﬁz c0s6,,_9d0,_o 02” df,-1.0n a 0 < C < oo, ce qui montre que l'inté-
grale de départ est finie si et seulement si I'intégrale généralisée fom 1/(r¢"*11nr|®)d A, est finie,

ce qui équivautaa<noua=netb>1. 0



