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Exercice 1: Etudier la nature (convergente, divergente, istex pas) des intégralg
généralisées suivantes :

S

1 +00
j siniz.dx , j ¥exdx (aveon R parametre )
0 X 0

Solution :

1
1) L’intégralejosin%.dx est impropre en.0

La fonctionf : x - sin% est définie, et continue sur ]0, 1] ; elle estsskmite en 0+, caf

oscille au V(0+).
L'intégrale est absolument convergente en vertardare de majoration, ca|| sin—)ﬂ; | <1.

Or la fonction 1 est intégrable sur ]0, 1].

+00 Q] 2
Autre idée: le changement de variable y =14 transforme erf1 %(Z).dy qui est aussi

I 2
absolument convergente, déllr;/# | < % Par conséquent, I'intégrale converge.

Avec Maple :
>wi th(plots);
>f:=x->sin(1l/ x"2);plot([-1,f(x),+1],x=0.15..1,thickness=2);

']_

0.57

-0.57

1]
>J:=int(f(x),x=0..1);evalf(J);
J:=sin(1) - /2 ./t Fresnel 2 +1ﬁﬁ
T2

.285736646
Il serait intéressant de justifier ce calcul de Mapaper > FresnelC ? ;



2) L’intégralej'o+°° ¥e>dx est impropre en O+ et emo+

La fonctionx” € * est continue et positive sur JOpfk
L'intégrale J.lm xexdx est toujours convergente, car &'« < % au V(o).

Cela découle de ce qué*™?e™ _. 0 quandk — + o,
Variante: 0 <x"e* <e™? au V(+w), carx® € _. 0 quand — + o.

L’intégrale ij@&dx converge ssit > -1, carx" € Ox" = X—%a au V(0+)

- Ve +00 .
Par conséquent, I’mtegra% ¥exdx converge s > —1.

Avec Maple :

>with(plots):

>f: =(al pha, x) - >x"al pha*exp(-x); p: =al pha-

>pl ot (f (al pha, x),x=0..5,0..4,thi ckness=2,

col or =COLOR(RGB, rand()/ 10”712, rand()/ 10712, rand()/10"12));

>display({p(-1/2),p(1/2),p(0),p(1),p(2),p(3)});
_4_

o 1 2 3 4 5
H
>assune(al pha>-1);int(f(alpha,x),x=0..infinity);
MN(al)alC

Remargues:

1) Sia = 0, l'intégrale n’est pas impropre en 0+, mais cedaguére d’importance.
2) Notons FH§) = J:m ¥exdx la valeur de cette intégrale.

Une intégration par parties montre quéa >-1 F@ + 1) = @ + 1).F@).

Comme F(0) = 1, on en déduit quef€ n ! pour tout entier naturei.

La fonction F prolonge la fonction factorielle. Rarttous les prolongements de la factorielle,
c’est de loin le plus intéressant.

Exercice 2 : Etude d’'une transformée de Laplace
Soit F la fonction définie sk, par FK) = J'Om(SiTnt)z.ext.dt.

1) Montrer que F est continue sur [G[+
2) Montrer que F est deux fois dérivable surg|.

3) Montrer que F'X) = % - m




l-cosg@t) _ 2—e"—e* ]

[ Indication : utiliser I'identité st = 5 Z

4) Montrer que lin_, + F(X) = 0.

Solution :
0) Domaine de définition de F

La fonctionf(t) = (siTnt)Z est définie, continue et positive sur @[+

Elle est prolongeable par continuité en 0, cartelte vers 1 en O+.
Ainsi prolongée, elle est mémé Gt méme développable en série entiére en 0.
De plus elle est bornée <f(t) < 1,

et intégrable, car 8 f(t) < ¢(t) oud(t) = 1 sur [0, 1],%2 sur [1, #ol.

Il en résulte que sa transformée de Laplatxﬁe:F(Ioﬂo f(f).e>t.dt est définie pour tout= 0.

1), 2) et 3) Propriétés de F sur son domaine

La fonction@: (x, t) — f(t).e>t vérifie :

(H 1) Pour touk =0, t - @(x, t) est intégrable ;

(H 2) Pour tout & 0,x - (X, t) est continue ;

(H 3) Pour toutX, t) (1 [0, +<>o[2 | @(x, t) |< f(t), majorante intégrable.

F est continue sur [0,odf en vertu du théoreme de continuité des intégradgsopres a
parametres.

La fonction@: (x, t) — f(t).e> a des dérivées partiellesed’ordre 1 et 2 :

% = - X ﬂ - cirf X
X (xt) =—tf(t) et et e (xt) =sin't e,
(H 1) Pour touk >0, t - %(x,t) et %(x,t) sont intégrables sur ]Ogof ;
0¢ 0%¢ - :
(H 2) Pour tout & 0, X — W(X't) et =—Z(xt) sont continues sur ]0eof ;

0X?
(H 3) Pour touta > 0 et tout X, t) O [a, +oo[ X]O, +oo]

2
|%(x,t) | < tf(t) et et |%(x,t) | < sinft g2, majorantes intégrables.
En vertu du théoréme de dérivation des intégralgsapres a parametres, F est de cladse C
sur [a, +oo[ pour touta > 0, donc sur ]0, e[, et F’(X) = J'OmsinZterxt.dt.

Calculons F’§) par la technique de linéarisation indiquée :

— 2_ it —a-2it
On a en effet, sﬁt -1 coszt) = 624 i . Donc:

oo o0 D—@2it —r2it
F'x) = J'O sinttexdt = L #.eﬂtdt

:L —_ l e X+2i)t = L l 1 = L
5~ 3Re[ e dt =1 + IRe_ Ao = 1

X
20¢+4)

Conclusion: F est continue sur [Ogcef, de classe Esur 10, o[, et

Ox>0 F'K= J'Omsinzterxt.dt = _Z:Ixh - m.




Il en résulte que RX:%Inx —%In(x2+4)+a,

puis R}[:%xlnx—%xln(x2+4)—Arctan% +ax+bh.

L’étude en +o va permettre de trouveretb.

4) Limite de F en Heo.
Pour la limite, point n'est besoin de recourir hédreme de convergence dominée (admis).

Il suffit de noter que & F(x) sj.omerxt.dt = =;|(-

Comme F) = - %x In( 1 +7(45) +b-Arctan¥ +ax, on en déduit qua=0eto= 7.

ion: = [Sintyexgr = 1 -1 - X 4 IT
Conclusion: [Ox=0 FQ()—IO ( i 2exdt 2xlnx 4xIn(x2+4) Arctanﬁ 5

Conséquences
. = e m =1 A i +wSi_nt /i
F(0) jo ( n )2.dt 2.On en déduit, parIPPJ'O i dt 5
° = o m 2 at = - l — 1 LT
F(1) IO ( i 2etdt 4In 5 Arctan§ + 5 etc.

Remarquedédiée a Jean-Yves S. : le probléeme de CentrallO86 étudie plus générale-
ment les transformées de Laplaj'ég(SiTm)Z“.eﬂt.dt. Souvenirs, souvenirs...

Feuille de calcul Maple:

Maple 7 ne sait pas trouver la transformée de lcaptief(t). Il faut lui macher le travalil
comme dans le probleme.
>with(inttrans);

[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersir, hanke, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,

invmellin laplace mellin savetable
>f:=t->(sin(t)/t)"2;
>|aplace(f(t),t, x);
Error, (in GAMVA) nuneric exception: division by zero
>G =convert (|l apl ace(sin(t)”~2,t,x), parfrac, x);
11 1 x

>F: =x->i nt (i nt (G x) +a, x) +b; F(x) ;

F=x o Jde+ adx+ b

1 1 2 1
éxln(x) len(x +4) arctarﬁ2 xj+ax+ b
>limt(F(x),x=0);limt(F(x),x=infinity);
b

signun(a) oo
>int((sin(t)/t)"2,t=0..infinity);assign({a=0,b=Pi/2});F(x);
o
1 1 2 1 1
2xIn(x) 4xIn(x +4) arctarszJ+2n



>invl apl ace(F(x), x,t);
;invlaplac(exln(x) Xt —iinvlaplac(axln(x2+4) X f) +
>dl :=series(f(t),t=0,17);!aplace(dl,t,x);

1, 2 1 2 ’
dl:=1-t°+—t*- t6 +

2 sin(t) cog(t)
t

18 2 £10 4 4 {12 _

- 14
3 45 315 14175 467775 42567525 638512875t "

O(tlﬁ)
16 25€ 409¢
1 21+15 161+45 512 1 91 2048 1

X 3X3 X5 7 X7 X9 33 X11+ X13 15 X15
>asynmpt (F(x), x, 17);
16 25¢€ 409¢
1 21 15 161 45 5121 91 2048 1 1
e T i —+0
X 3 X3 XS 7 X7 X9 33 Xll X13 15 X15
>series(F(x), x=0, 10);
O RO S Ll 1 oo 1
2“+( 4" 2+2'”(X)jx 48” T640" "5376° " 36864
>with(plots):p:=plot(f(t),t=0..10,thickness=2):
q: =pl ot (F(x), x=0..10, thi ckness=2, col or=bl ue) : di spl ay({p, q});

X16

X9 + O( XlO)

1.4
129
13
081
05
041

0.2

o2 1 R
t
Graphes t¢) et de sa transformée de Laplace K]

Maple calcule F(x), mais il resterait a comprencei :
>int((sin(t)/t)r"2*exp(-x*t),t=0..infinity);

. 1 . :

lim —Z(xln(x+2I)t—2xE|(1,xt)t+xE|(1, (x+2D)t)t-2xIn(x) t

t o o

+xIn(=21 +x) t+xEi(1, (_2|+X)t)t_e(—(x+2|)t)_e(—(—2|+x)t)
F21E(L (x+21)t)t+2€ V=21 Ei(L, (=21 +X)t) t=21In(=21 +x) t
+21In(x+21)t)/

10



Exercice 3 : Equation des cordes vibrantes.

Utiliser la transformation de Fourier pour résoudgquation de la corde vibrante :
[ wi(t, X) — Ux(t, X) = 0 pour £ 0 et xO R
{ u(0,x)=0 pour KR
w0, x) =v(x) pour xJR

[ Indication : La transformée de Fourier de la fimef,(X) = 1 si—a<x<a, 0 sinon,

est R(E) = 22084 ]

Solution taupine :
Le changement de variables p = x + t, q = X —tne¢ de résoudre I'équation aux dérivées

0u _ J« — 02u — N "
partielles‘Z> 52 o =0 dewentaloaq 0 (régle de la chaine), donc

u(t, x) f{x +t) +g(x —t) , ouf etg sont de classe’C
Pour tout x, u(0, x) f§x) + g(x) =0, donc g = f et u(t, x) =f(x + t) —f(x —t).
%(t,x) =f(x +1t) + f(x — t), donc 2f'(x) = v(X) etf(x) = %V(X), ou V est une primitive de

v. Ainsi u(t, X) =% [VX+t) = V(x-1)].

Avec Maple :
>w t h( DEt ool s) ;
>ecv:=di ff(u(t,x),t,t)-diff(u(t,x), x, x)=0;

ecv:.= (:ZU(t x)] (;Xzzu(t,x)J:

u(t,x) = _FI(x+t)+ Fz(x-t)
>u:=(t, x)->F(x+t) +g(x-t);
u:=(t,x) - f(x+t) +g(x-1t)

>pdsol ve(ecv);

>u(0, x)=0;

f(x) +9(x) =0
>u=(t, x)->fF (x+t)-f(x-1);
u:=(t,x) » f(x+t)—f(x—t)
>diff(u(t,x),t);
D(f)(x+t) + D(f)(x - 1)
Solution formelle par transformation de Fourier

J- %ilzj (t X).e—ixf_dx - jj:%(t,X).e_ixg.dX =0.

rw%ztlz‘ (t,x).e™.dx = th J'_mu(t,x).e‘ixf.dx par dérivation sous le signe somme

j g;g (tx).e™dx = - § J.jwu(t’x).e‘ix‘(.dx par deux IPP.

Donc % -EOOU(t,X)_e_iX{dX + Ezjjwu(t’x).e—ixfldx =0
Equation différentielle en t qui se résout en :

f:u(t,x).e‘ix“.dx = A(§).cosgt) + B(€).sinEt).

Or 0=["uOx.e".dx = AG).



Et [ 94(tx.edx = & ["u(tx).e™dx = EB(E).cosEy)
Sit=0,ll vientf:%(o,x).e‘ixf.dx = f:V(X).e‘in.dx = v (8) =£.B(5).

Ainsi [“u(tx).e*dx = v (E)Si”—ft) = 19@®. 81 )® = L 8(v OR)@).
Par conséquent
u(t, X) =% (v 0f)) = 3 [ w9y (9).0s = 3 f:v(x—s).ds

:l X+t - l _ _
3 L_t 9)ds = 3 (V(x +t) = V(x=1))
et I'on retombe sur nos pattes.

Remarque tout cela est hautement fantaisiste, et me thppette boutade de Hilbert, a qui
I'on annonga qu’un de ses étudiants était devegtepo

«Poete, vraiment ?Evidemment, il n'avait pas assezfahtaisie pour devenir mathé-
maticien...»



