Résumé cours-TD Maths 4 du 6 novembre 2015

Chapitre 3. Théorie des distributions (suite)

1. (Item du 4 novembre) Théoréme de Plancherel : si f € LY(R) et si f € L2(R) (c’est-a-
dire si f If(x)lzdx < 00), alors
—o0

f_ |f(é)|2d€=2ﬂf_ )2 d.

* Analogie avec I'identité de Parseval, que nous rappelons. Si f :[0,27] — C a les

1 2n
coefficients de Fourier ¢, (f):= Py f e " f(x)dx, alors
mJo

21 [e)
fo IF)Pdx =21 lea ().

* Preuve travaillée du théoreme de Plancherel sous I’'hypothése supplémentaire
que f vérifie la formule d’inversion de Fourier.

2. Retour sour 'exercice travaillé suivant : Calculer lim sinnx (la limite étant calcuée
n—oo

ausensde T, — T). R. : sinnx — 0.

* Une autre notion possible de convergence est celle de convergence simple :
sinnx — f sisinnx — f(x) quand n — oo pour tous les x. Or, la suite (sinnx) n’a
pas de limite simple.

¢ La notion pertinente physiquement n’est pas celle de limite simple, mais celle
de limite au sens de T,, — T (appelée limite au sens des distributions).
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3. Exercice travaillé. Calculer liI(Zgl Pe, ou p € CP(R), f px)dx =1 et p(x) = —p(x/e).
e—0+ —o £
R. .
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4. Exercice travaillé. Calculer lim ———. R. v. p. —.
e—0+ x2 + 2 x

5. Exercice travaillé. Calculer lim
e—0+x + 1€

1
.R.v. p. — =116y (formule de Plemelj).
X

6. Convolution de deux distributions, T et S.

* Définition : T x S(¢):=T (S(p(y +-))).

¢ Cette définition n’a pas forcément un sens. Méme pour les distribution usuelles
T et S considérées jusqu’ici, on ne peut pas toujours définir 7' * S.



e Exercice travaillé. Calculer T'+«dg et 69+« T. R. T'.

* Sous des hypothéses qui ne seront pas discutées, nous avons T« S =S T et
T+«+S=TS.

. Exercice travaillé. Calculer (T'«S). R. (T *S) =T'«S=T«S’.

. Le role de la convolution dans la résolution des équations. Exemple : pour résoudre

u” —3u'+2u = f, on cherche une distribution E telle que E = W’ et on a
-&2-3;
alors une solution u = E * f.



