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Cours du 22 septembre 2016

Chapitre 1. Intégration

IL. Intégrales généralisées. Le contexte est le suivant : on se donne une fonction continue
b

f :[a,b]—= R et on étudie la nature de l'intégrale généralisée [ f(z)dx.

a
La méthode la plus simple consiste a chercher une fonction convenable continue et
positive g : [a,b[— [0, 00| et de comparer f a g. Les trois résultats de base a utiliser sont
les suivants (avec C une constante).

Théoreme de comparaison (I).

b b
a)Si|f(zx)] < Cyg(x), Yz € la,bl et si/ g(z) dr converge, alors/ f(z) dz converge.

a)Si f(x) > Cyg(z),Vx € [a,b] (avec C > 0), et si /bg(x) dx = oo, alors /bf(x) dr =

.

Théoréme de comparaison (II).

b b
a)Si f(x) ~ g(x) quand = b, etsi / g(x) dx converge, alors / f(z) dz converge.

b b
a)Si f(z) ~ g(z) quand = 7 b, et si / g(x) dx = oo converge, alors / f(x)dx =

Q.

Théoreme de comparaison (III).

b b
a) Si li}(]rll7 % = (C,avecC € R, etsi / g(x) dx converge, alors / f(x) dz converge.

b
a) Si h%% = C,avec C € R\ {0} U{—00,00}, et si / g(x)dr = oo, alors

b
/ f(x) dx = £oo (selon le signe de C).

Exercice travaillé. Etudier la nature des intégrales suivantes :

/wl—s;na:d% /Oo sin(1/z) d. /1 ln2xdw.
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Intégration par parties. Cette technique peut étre utile pour montrer la conver-
gence d’intégrales contenant du sin ou cos. Exercice travaillé : montrer la conver-

- *sinx
gence de l'intégrale / dx.
0

X

oo
Exercice a faire. Montrer la convergence de 'intégrale / sin(z?) d.
0

III. Limites et intégrales. Le contexte est le suivant : on se donne des fonctions conti-

nues f, : I — R, out I est un intervalle d’extrémités a < b, et on cherche a calculer
b

lim fn(x) dz. Les principaux résultats pour calculer cette limite sont les suivants.
a

n—oo

Théoréme de convergence dominée (de Lebesgue); TCD. Si
fu(z) = f(r) quand n — oo, Vx € I ;
|fulz)| < g(x),Vn,Vz el;

b
/ g(x) dx converge,
¢ b

b
alors lim [ f.(x) dm:/ f(z) dx.

n—oo a

Théoréeme de convergence monotone (de Beppo Levi) ; TCM. Si
falz) >0,YVn, Ve el;

fu(z) 7 f(x) quand n — oo,V € I,
b

b
alors lim fo(z) dx :/ f(x)dx.

n—o0 a

Théoréme. Si

Enl/ab [fal)| d < o, alors Z/b ful) do = /:Enjfnu) .

Théoréme. Si
falz) >0,Vn,Vael,

alors Z/ab fo(z)de = /aben(x) dz.

Théoréme. Si
folx) O, Vz €I,

alorsZ(—l)"/ fn(x)dx:/ S ()" ) dor
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Dans tous les théoremes qui précédent, on peut remplacer l'exigence Vz € I par
Vx eI\ A, avec A un ensemble soit fini, soit dont les éléments forment une suite.

Exercice travaillé. Calculer

1 n

x nx x =1 [
lim dr, lim ———dz, lim —— dx, — z" e da.
n—oo [o 1+ a n—oo 1 + n? r2 n—oo 1 4+ e~ "% ; n! /0




