Analyse T4, TD n° 1/ Vendredi 16 septembre 2016
Intégrales généralisées

1. Résumé de cours.
2. Exercices.

Pierre-Jean Hormiére

« Si vous avez tout compris, c’est que je p&a été clair. »
Albert Einstein

1. Résumé de cours

1.1. Intégration sur un segment

On nomme segment un intervalle fermé borné dedaedréelleR.
Soient | = [a, b] un segment & f une fonction I- R.
Sif est a valeurs positives, on appelle intégralesie le segment | I'aire du domaine
D=X{) OIxR;0<sy<f(x) }
b
On note anrsJ f(x).dx = Aire(D).
a
Sif est a valeurs réelles, on appelle intégralesie le segment | la différence
de I'aire du domaine LS{(Xy) OIXR; 0<f(x) et 0y <f(X) }
et de I'aire du domaine B{(xy)OIXR;f(x)<0etf(x) <y<0}

b
On note alors '[ f(x).dx = Aire(D,) — Aire(D-).

a
Il s’agit de l'aire algébrique située entre I'axex @t le graphe dé L’aire arithmétique est alors
donnée par ﬁ f(xhdx = Aire(Ds) + Aire(D-).

a

Oui, mais comment définir et calculer cette aire, & aires ? Cette aire, ces aires, sont-elles
toujours définies ? En somme, quelles fonctions sbsusceptibles d’intégration ?

Pendant vingt siécles, d’Eudoxe et Archiméde a &#ades mathématiciens considéraient une
subdivision de lg = (a =% < X1 < ... <X, = b), calculaient la somme des aires des tuyaopgde

n-1
S =Z()q(+l—xk)f(5k), ou pour chaque indide & est un point quelconque du segment P+1],
k=0

puis faisaient tendre le pas de la subdivigipn'est-a-dired| = max (%+1— Xx), vers 0.

On démontre que $iestcontinue, ou continue par morceaux alors les sommes S ont une limite,
et c’'est cette limite que I'on nomme intégrale fdsur I. Pour des fonctions plus générales les
sommes S n’ont pas toujours de limite, et dond¢dgnale n’existe pas toujours.

b
Ainsi, pour calculer I’aireJ. X2.dx dudomaine D={ y) OIxR;0<y< X }, Archiméde calcule
a
n-1 b_ n-1 k b3_a3
la somme S D (%.—%Jf(&) = Ta Z(a+ﬁ(b—a))2 . puis fait tendre vers 0. Il trouve—5—.
k=0 k=0
Essayez !...

Jusqu’en 1664, les mathématiciens n’avaient paatr@amoyen de calculer des intégrales. La
méthode était longue, fastidieuse, et ne fonctiruee sur un nombre limité de fonctions. En 1665,
Newton et Leibniz ont découvert indépendamment omghode révolutionnaire pour calculer



b
I'intégrale d’une fonction continue. Pour caICL{Fef(x).dx, il suffit de disposer d’une primitive de
a

b
f, c’est-a-dire d’une fonction F dont la dérivéefesit alorsj f(x).dx = F(b) — F(a).

Ce théoréme de Newton-Leibniz est aussi appeléréh@o fondamental du calcul différentiel et
intégral, car il établit un pont entre calcul ditfétiel et calcul intégral. Le calcul d’'une intéigrae
raméne au calcul d’'une primitive, c'est-a-dire dur antidérivée ». Ce théoreme a fait faire a
I'analyse un bon spectaculaire ad™&iécle. Cependant il s’est heurté a deux sortetiffieultés :

« Si toute fonction continuka bien une primitive F, c’est-a-dire est une déide F, les fonctions
continues élémentaires, c'est-a-dire sommes, ptgdguotients, composées de fonctions usuelles
(fonctions rationnelles, logarithmes, exponentgllpuissances, sinus, cosinus, Arcsin, Arccos,
Arctan, etc) n'ont pas toujours de primitives élé@ma@es. On peut alors enrichir le bestiaire des
fonctions connues en lui adjoignant de nouvellagtions, exponentielles-intégrales, elliptiques,
etc., mais cela demande du travail et de I'érudlitio

» On a besoin d’intégrer des fonctions plus générales les fonctions continues ou continues par
morceaux a valeurs réelles : fonctions a valeurspbexes ou vectorielles, fonctions discontinues.
Riemann, Darboux, Lebesgue, Kurzweil, Henstock, s&csont attelés a ces généralisations.

1.2. Calculs d’intégrales et de primitives

Les deux méthodes principales pour calculer intégret primitives sont le changement de variables
et I'intégration par parties.

Proposition 1: Soit® une fonction de classe'@e | = [a, b] danR. Pour toute fonctiofi continue

®(b) b
de J =0(l) dans E, on a : L@ f(x).dx = j f(d(t).®'@t).dt .

(]
Preuve: Les fonctions y- J-m(();) f(x).dx ety - '[y f(P(t)).d'(t).dt sont définies et de classé €ur
a a

[a, b], la premiére en tant que composée. Ellesra@mhe dérive§d(y)).@’(y) et méme valeur en a.
Remargue En pratique, ce théoréme s'utilise dans les dems :
b ®) . ,
0 dans le sens[ f(P(1)).0'(t).dt =J':() f(x).dx , il suffit de poser x =b(t) et le changement de
a a,

variable « se fait tout seul » dans la forme défdiellew = f(P(t)).P'(t).dt = f(x).dx.
P (b)*-P(a)?
2 i)

jbq"(t).dt = In [®(b) |- In |D(@@)]

Exemples ;J':q)(t)_cb'(t).dt = a (f)

b P(t)
L P2y

dt = Arctan ®(b) — Arctan®(a), etc.

O dans le senf f(x).dx = J-: f(@().0'(t).dt, ol a =d (a) et b =d (), il faut s'assurer que

O est C} et strictement monotone.

Exemples : calculej}/l—xz.dx , |VI+x2dx et J}/xz—ldx.

Proposition 2: Soient u et v deux fonctions [a, b] C de classe 3:; ona:

J':u(x).\/(x).dx = [u- v - J':u'(x).v(x).dx.

Preuve: u.v est une fonction de classe<@ir [a, b], et (u.v) =Uu'.v +u.V.

Applications : intégrer les exponentielles-polyn&mecalculs récurrents d'intégrales, intégrer
certaines fonctions transcendantes, etc.



1.3. Intégrales généralisées

Si | est un intervalle quelconque, mais non un segny a-t-il moyen de défini'fI f(x).dx ?

1 +00
Ainsi, en quel sens peut-on affirmer qj:(l)ej—l =2, quej exl2dx = /277, etc. ?
X —00

Définitions : 1) Soient | = &, b[ un intervalle semi-ouvert a droité; [a, bl - R une fonction

b C
continue. On dit que l'intégrale généralisﬁeb[ f(x).dx = j f(x).dx converge siJ' f(x).dx a une
3, a a

limite quandc - b—0. Cette limite se note alor§ ’ f(x).dx = lim¢_ p—o '[C f(x).dx.
a a
2) Soient | = &, b] un intervalle semi-ouvert a gauchie,]a, b] - R une fonction continue. On dit

b
que lintégrale généralisé_% ' f(x).dx = j f(x).dx converge sijb f(x).dx a une limite quand —
=) a C

b
a+0. Cette limite se note alori . f(x).dx = Iimcﬁa+0J. f(x).dx.
a c
3) Soient | = §, b[ un intervalle ouvertf : Ja, bl - R une fonction continue. On dit que I'intégrale

b
généralisé f(x).dx = | f(xX).dx converge si ‘ f(x).dx a une limite quand - a+0 etd — b-0
bl
3 a C

d
indépendammentette limite double se note alo[% ’ f(x).dx = limc_, a+0,d- b-0 '[ f(x).dx.
a c

On dit que l'intégrale généraliséﬁe f(x).dx est divergente si E f(x).dx, resp.J'cb f(x).dx, resp.

f f(x).dx, sont sans limite. On ne peut alors leur attrilsleevaleur.

Ces définitions s’étendent au casf@st continue par morceaux sur tout segment [, Id]

Remarque importante: Le symbolejI f(x).dx désigne deux objets bien distincts : I'intégrale

impropre J'l f(x).dx, qui peut converger ou diverger, et sa valeurfaen que limite, en cas de

+00
convergence. Il en de méme dans la théorie desssé&iuand on écrit ¢ % converge et vaut
n=1

+00
% », le symboleZ# désigne d’abord la série de terme génémzl, Plis sa valeur, c’est-a-dire la
n=1

N
valeur exacte de lifL +e z# car la série converge.

n=1
Critére de troncature: Si | = Ja, b[, et ¢ est un point quelconque tel qae< c < b, alors
£ ’ f(x).dx converge ss£ ]f(x).dx etj ’ f(x).dx convergent, et alors :
a a,C| [

[ fOOcx = [ 1000 + [ $0).lx.

En pratique, quand l'intégrale est impropreaegtb, étudier séparéme t]f(x).dx et_[ ’ f(x).dx,
a,C| G
¢ étant un point quelconque tel qaue& c <b.

Exemples importants :

+00 A
1) L e>*.dx_converge, et vaut. En effet,j0 exdx =1- e” - 1quand A~ +o.

+00
Plus généralemer]q0 edx converge ssa> 0, et vaut alors &/



Exercice : Montrer qu{ “e ™ dx converge ssa > 0, et vaut alors &/

J- converqe et vau2. En effet, J- = Arctan A - 172 quand A- +oo.
En déduire qué converge et vaut
3) J.O dx et '[0 sinxdx divergent
En effet,LAdx =A - +oavec A, ethASinxdx = 1 — cos A est sans limite quand-A+oo,

4) : % converge ssh> 1

1 : " Adt o Al
En effet t— s est continue positive sur [190{.[1 ta In Asia 1’—1—a sinon.

A
Poura > 1’[1 % tend versai_1 guand A- +oo ; sinon, elle tend versee:

5) j converge ssh< 1.

1 dt e

En effet t— s est continue positive sur ]0, 1j —-Inesia=1, a sinon.
1

Poura<1 I% tend versﬁ guande - 0+ ; sinon, elle tend versot
A _

6) Il résulte de 4) et 5) que I mtegraje dt est toujours divergente

1
7) J-Olnt.dt converge, et vautl.

1
En effet t— In t est continue sur ]0, l],jatnt.dt = [t.Int—t]i_ =-1-elne+¢ - 1quanck - O+.
£

12
8) Lﬂ tant.dt diverge En effet t— tan t est continue positive sur j@2[ , et :

'[Oxtant.dtz - In( cosx) - +co quandx — % . On conclut aisément.

1.3. Criteres

Tant quef se primitive éléméntairement et aisément, étudieature deJ.I f(x).dx est facile. C'était

le cas des exemples précédents. Les choses seiquempllorsque ne se primitive pas élémen-
tairement, ou lorsque sa primitive est trop longuealculer. On aimerait alors disposer de critéres
simples assurant la convergence ou la divergentamtigrale impropre.

La situation est analogue a la théorie des séli@sque la somme partielle se calcule élémen-
tairement (séries téléscopiques), on peut étudrectément la série : nature et calcul éventuel.
Quand ce n’est pas le cas, on a recours aux faorgares de convergence.

Dans les énoncés suivants nous nous placons dutaimalle semi-ouvert | = [a, b[. Le cas ou | =
]a, b] est en tout point analogue, et nous n'énoagas les énoncés.
Proposition 1: Linéarité.
Soientf etg deux fonctions continues sur [a, B[etu deux réels.
Alors '{ ’ f(x).dx etj b[g(x).dx convergent= '{ b[(/1.f(x)+,u.g(x)).dx converge
a a a



Remarque: Il en résulte que
_[ f(x).dx converge ej g(x).dx diverge = j (f(x)+g(x)).dx diverge.
ab[ ab[ ab[

En revanche, s_‘;ab[ f(x).dx et jab[ g(x).dx divergent, on ne peut rien dire ﬁsb[(f(x)+g(x)).dx.

Proposition 2: Soientf une fonction continue positiveur [a, b[. Pour que I’intégralf ’ f(x).dx
3
converge, il faut et il suffit que la fonctionXfE J-X f(t).dt soit majorée sur [a, b|.
a

Proposition 3: Critere majoration-minoration .
Soientf etg deux fonctions continues sur [a, b[ telles dibe 0< f(X) < g(X).

Alors '[ g(x).dx converge= '[ f(x).dx converge,j f(x).dx diverge= '[ g(x).dx diverge.
ab[ ab[ ab[ abf

Cet énoncé reste vrai si I'on a<0(x) < g(x) sur [c, bl.

Corollaire 1 : Critere de domination.

Soientf etg deux fonctions continues positives sur [a, bebue f(x) = O@Q(x)) au V(b-0).

Alors j g(x).dx converge = j f(x).dx converge.
ab[ ab[

Corollaire 2 : Critere de I'équivalent.
Soientf etg deux fonctions continues positives sur [a, beljue f(x) Llg(x) au V(b-0).

Alors j g(x).dx converge < '[ f(x).dx converge.
ab abf
Ce résultat subsiste fsetg sont semblables au V(b-0), i.ef(i) = O@Q(X)) etg(x) = OF(x)).

Remarque: Cela reste vrai dietg sont équivalentes et de signe constant au V(m@js pas si
elles sont équivalentes et changent sans cessgnge s

Proposition 4: Critere d’absolue convergence

Si I’intégralej b[| f(x)|.dx converge, alors I’intégralf ’ f(x).dx converge.
a a

On dit alors que I’intégrale'{ ’ f(x).dx estabsolument convergente ou que la fonctiorf est
a

intégrable.

Remarque: I'absolue convergence implique la convergenaasia réciproque est fausse, comme

le montre 'exemple de I’intégralngQX.dx, qui sera vu en exercice. La situation est ana@gu
+00 _1 n-1

la théorie des séries : la sé@

n=1

converge mais non absolument.

Corollaire 1 : Critere de domination.
Soientf etg deux fonctions continues sur [a, b telles gf(®) = O@(x)) et g&) =0 au V(b-0).

Alors j b[g(x).dx converge = j ’ f(x).dx est absolument convergente.
a a

+00 o7 +00 o}
Exemples les intégrale%'1 SHX.dx etJ‘1 ShX.dx sont absolument convergentes.

Corollaire 2 : Si l'intervalle [a, b[ est bornét sif a une limite finie en 0, alorsj ’ f(x).dx
a

converge. Cela reste vrai si I'intervalle [a, b{ legrné et sf est bornée sur cet intervalle.
Dans le premier cas, on dit souvent que l'intégeslte« faussement impropre ».

lSInX 1, 1 .. . . N
Exemples jOT.dx et J-Osmi.dx convergent (ici 1 =]0, 1] ). Voir ci-apres.



Ajoutons pour conclure que, dans les énoncés peétgdon peut supposer les fonctions seulement
continues par morceaux sur tout segment inclus [@euto.

2. Exercices

Exercice 1: Convergence et calcul dea|lp) = (aetbh>0).

j (X+a) (X+b)

Solution :

La fonctionf(x) = est continue positive sk, et O(%) au V(4,), ou < % donc

1
(x+a)(x+b)
intégrable. Pour calculerd(b), décomposons la fraction en éléments simples.

: - : 1 -1 .1 _ *
On obtient, sa#b: o srpy b—a(x+a x+b)()

Attention ! Ne pas écrire & b) = —1—( b) mais

0 x+a T o x+
I(a,b) = lima _, 4o } ox+a joX+b)_“mA_’+°°b (In(A+a)-Ina-In(A+b)+Inb)

Ata _,a )= Inb-Ina
= lim _ 4o - a(InA+b In& ) ba

Pour calculer la limite, il y a intérét a solidifiies logarithmes en un seul bloc. Comme la somme

des résidus est nulle, la limite en 'infini estlauSia = b, on trouve, 14, a) = %.

Conclusion Poura etb > 0, @, b) = InB I;a siazb,l(a a) =

Exercice : Montrer que la fonction,(b) — I(a, b) est continue suR* \xR* .

Exercice 2: Convergence et calcul de | J% o) (X(ié) o3y o= IO & +1)2(x?-)2()2(x 3

Solution :

Chacune des fonctions intégréest g est continue > 0 et O()ﬁzl) au V(+), donc intégrable.
Pour calculer | et J, décomposdretg en éléments simples.

A < 1
Decomposona(x ) (x+2)(x+3)

ient - 1 1.1 __ 1 4 *
On obtient : DF3) ~ 2 %l X2 x+3 (*)-

en éléments simples.

Attention ! Ne pas écrire | =L .rw)?_é - Om% 5], )?+)§3 mais

1 (Adx _ dx 1 (Adx
= lima.. 0 5 o3 l T hxe2 T2 b3

T . +e0 $IN(A+1)=IN(A+2) + 3 In(A+3) +In2- T3

. (A+L)(A+3) 1 : 1
= liM _ 400 InT +In2 EInS =In2 §In3

Pour calculer la limite, il y a intérét a solidifiees logarithmes en un seul bloc. Comme la somme
des résidus est nulle, la limite en l'infini estlau

Pour calculer J, élévons (*) au carré. II VIeP(X+1)2(X+2)2(X+3)2

-1 1 , 1 ,1 1 _ 1 _ 1 + 4 1
4 (x+1)2  (x+2?2 4 (x+3)2 (xH)(x+2) (x+2)(x+3) 2 (x+)(x+3) °




Il reste a intégrer chaque terme...

La situation est analogue au CalCUIE"(n+1)(n41-2)(n+3) et Z_;(n+l)2(n+12)2(n+3)2 .

dx.

Exercice 3: Convergence et calcul de Ij

x4+1 etJ I x4+1

1 - X
xi+L BO0) = S

Solution : L'intégrabilité des fonctions continues posisvigx) = ne pose

aucun probléme : elles sont toutes deux @) Hu Vo).

1¥®* méthode : on peut les calculer séparément panladés primitives

>f: =1/ (xN4+1); g: =x"2/ (x"4+1);

convert (f,parfrac, x,sqrt(2)); convert (g, parf rac, X,sqrt(2));

1 1 2+x.2 (2+Xﬁ)
x*+1 4y —xﬁ+1 x2+x 2+1

X2 1 xJ2 1 x2

x*+1 dx2-x2+1 A4x%+x,[2+1

>Int (1/ (xM+1), x)=int (1/ (x*4+1), X); I nt (x*2/ (x*4+1), x) =i nt (x*2/ (x"4+1), X);

1 1 Z+x/2+1) 1 1
J Lol m[XZXJ + 22 arctax 2 + 1) + 2 arctae 2 - 1)
X =X

X"+1 2+1

X+ 1 X2+ X2+ 1

1 2+1) 1 1
dx=§fl [j+4ﬁ arctamxﬁ+1)+zﬁarctamxﬁ— 1)
>Int(1/ (x4+1), x=-infinity..infinity)=int(1/ (x"4+1),
x=-infinity..infinity);Int(x"2/(x"+1),x=-infinity..infinity)
=int (x"2/ (xM+1) , x=-infinity..infinity);

ldx—énﬁ

1 1 X
J’ X4+ldX—§TM/E J A+

—00
—00

2éme

méthode : on peut les calculer simultanément
Tout d’abord, elles sont égales, car le changeoherariabley = 1k donne :
+00 dX _ +00 dX _ +00 y2 dy +00 y2 dX
I {w X441 2.[0 XA+l ,f Al ey
Calculons | + J au moyen du changement de variable — 1k :

— 2+ — Car
I+J_I X4_&dx—2j ;((4_&dx 2O x2+

1
dx 2j = 2 Arctan-\L i > =m

u2+2

Par conséquent | = JE‘Z/_—2 .

méthode : intégration complexe

Soity le lacet obtenu en parcourant le segmeriR[ R] et le demi-cercle de centre O et de rayon R
situé dans le demi-plan Re z > 0, parcouru dassris trigonomeétrique (R > 1).

3éme

Calculons de deux fagons A(R)J' Sat] "



7iRe?d@d 0 dx
+
R X4+l o Refo+l — ) x441

D’une part, A(R) .[ guand R- +oo

7T|Re dH "RdE _ 7R
_1( a s la , -a . —IO’)
Z-la z+a ZHa

Dautre part, stt = exp{Tv4), —; +1

donc : ARR) == 2|T[(0( I(y, o) +ia.l(y, ia) = a.l(y, —a) —ia.l(y, =i.a) ) .

Ces indices valant respectivement 1, 1, 0 et O)A;(R% 2ima (1 +i)= #

+00
Exercice 5: Montrer que.[0 %.dx converge et vaut 0.

Solution : 1) Convergence

_ Inx
1+x2

Au V(0+), f(x) Uln x, qui est intégrable.

La fonction f(x) =

est continue sur 0,04, négative sur ]0, 1], positive sur [1sf:

Au V(+0), f(x) O Inx = O(%), doncf est également intégrable.

2) Calcul. Bien quéf ne se primitive pas élémentairement, on peut tsicl= IO 1'_?))((2.dx.

Le changement de variable= 1k donne | = I, donc |=0.

Plus précisément, le méme changement de varlabhaedﬁ-) inx .dx = 0 pour tout > 0.

+3 —£ +3
Exercice 5: Nature de I’intégralé Zd—XX ? Trouver limg_ o+ jld—)z( + j d—XX Explications ?
_ _ e

Solution : La fonction 1x n’est intégrable ni sur ]0, 3], ni surd, 0], par conséquent l'intégrale
diverge. Cependant, elle converge en un sens kffaib

j “dx je‘d_xx =InE)-IN2+In3-InE)=In3-In2.

Variante: par imparité,

[fdx . jjd_xx =[x s jjd_xx ¥ j;d—xx = j;d—xx =In3-In2.

i *dx N , Bdx —
On dit quej_27 converge ewaleur principale de Cauchy, et I'on note v.pj_27 =In3-1In 2.

Exercice 6: Convergence et calcul desmtegrak{s J- a<b).
L1 NG )(t a)

Solution :

La fonctionx - \/—11——2 est continue positive et non bornée stt,]1[. L'intégrale est donc
—X

impropre en +1 etl. Mais on dispose d’'une primitive €élémentaire :

d +1
dX_ - Arcsind — Arcsinc, donc a la limitd —9X— = Arcsin 1 — Arcsin -1 Tt
.L ‘/1_X2 ! 4—1 ‘/1—X2



Le changement de variable t—a-'”zL—b + b=a; ramene aussitot la seconde intégrale a la premiere

2
+1 dU _

j \/_)(t a) =1, N

Exercice 7: Nature de I’intégraléjln(cos)%).dx ?
m

Solution :
Pourx > 2r, L < X, doncf(x) = In(cos(1X)) est définie, continue et négative.

AU V(+), In(cos—)—ln(l— 5@ +O( =) =- 2x2 +O( )D——

CommeJ- —=.adx convergej In(cosl) dx converge.

Exercice 8: Existence et calcul des intégralas{i N ) :

r{:J.Of"tn.e—t.dt , J1=I;(—Inu)n.du , Kn= Lo (x2+1)“ : anf:cd_ht*t

Solution :
1) Cet exercice peut étre traité de deux facoresrétgent différentes.

1% approchePosons, pour toud Fn(X) =J:t”.€t.dt.

Fo(x) =1- e .1 guand — +oo, donc p converge et vaut 1.

Une intégration par parties donng(¥ = - x'e *+n Fr-1(x). Orx'e X = 0en .

Si F-1(X) a une limite -1 en 40, Fy(X) a aussi une limite, et cette limite vaytin.ln-1.
Ainsi, toutes les intégrales convergent par réecuweeetd = 1 et ) =n.lp—1 impliquent |, =n!.
2°™ g pgrocheMontrons d’abord que toutes ces intégrales caevrer

En effet, < t" e e 1/t2 pour t assez grand, car}+%e_t - 0 en o,

Ou bien o< "¢ < e 2
Or les fonctions tests flete

pour t assez grand, catet’? _. 0 en +o.
U2 sont intégrables sur [1gof.

Dés lors, une ipp donne, paur 0: KL =[- t" e_t] & +nlp-1=nlp-1 .
Comme § = 1, on conclut par récurrence que=in !

2) On peut étudier ces intégrales directementstemnce et IPP.

1 +00
On peut aussi noter que le chgt de variable t=donne J= jo(—lnu)”.du = IO tretdt =n!

3) Kn= est l'intégrale impropre et de fonction continue positive.

J‘ 1
(XD 2+1)n (=)0’

Par parité, il suffit de se placer ew +Or 0< (x2-1|-1)n t % qui est intégrable ssi> 0.

Il est clair que K =Tt Une intégration par parties donna K41 = (2n — 1)K, .

2n-32n-5 1, -_(2n2)
bonc ¥ = 902 2n-4 2 K1= 2aon ) ™




Remargue Les K, sont des intégrales de Wallis, car le changementdablex = tan8, ou plutét

+77/2
6 = Arctanx, donne K= J: 7:2 co268d6 = 2Woo.

— (™. dt e - 1 . . "
4) L Lo ot est l'intégrale impropre efio de ot fonction continue positive.

n

2
Par parité, il suffit de se placer ew+Or 0< flf‘t U— ot , fonction intégrable.

L existe poun = 1. Une intégration par parties, E .[ %ﬁgt fﬁ% =

donne O+ 1).Ln+2=(n + 2).L,. Tout revient & calculeriLet Ly.

Remarque La situation est analogue a celle des intégidded/allis.
D’ailleurs L, est une intégrale de Wallis, si I'on passe par lagfarmation de Gudermann.

+71/2
En effet le changement de variable y = Arctanxstionne I, = J: 72 cogtydy = 2W-1.

Exercice 9: Nature et calcul de I'intégrale J-
«/1—x+ 1+x

Solution :

| = n’est pas une intégrale impropre. Pour la cafcdeux méthodes :
[ P rale fmprop °

74sin(26).d6
sing+coy
Les régles de Bioche ne s’appliquent pas, maison gxploiter la symétrie sin-cos en notant que :

_ Iﬂ/4sin(269.d6 _ J-N/Z—coseqﬁ) dg = Iﬂ/225|n2¢ 1d¢ J2 - J’”’2 d¢

“do sin(9+n/4) 4 Sing sing 4 SinNg
=42 - In(tan—) m2 = \f2 +|ntanL8T:J§ +In(~2 - 1).
2éme méthode Ecrivons | -j ”1+ ” X dx = J. VIHX X dx - l—”:g(x.dx...

1°"® méthode: poserx = cos(B), ou plutét B = Arccosx . Il vient : I—\/_J-

Mais attention, cette idée est fausse car les nlnegrales divergent.

Ecrivons donc | =lig_ o+ j”1+ —Vl dx-hmaﬁo J-”l-" adx - J-” .dx.

Calculons séparément ces deux mtegrales en py)sanﬁ :

j‘/le 1In|

J'\/J.de IFyley y + 1In|y+1”F'

[EEESUENE \/§+1|nf1 Via - 1|n\/*/1+21+ a+1ln|\/‘/i:g+i
_>\/_+1|nf1 r(z//gi ]\-/_:L\_/]c-z-)_,Oquand]—»O.

Remarque on peut aussi calculer IJ.= ”1+ ” X dx par développement en série entiére.

Y dy =
J:/ﬁ yz_ldy y y+1 | NIV

10



12 772
Exercice 10: Convergence et calcul de IJ.Og Vtanxdx et J = jo coxIn(tanx).dx.

Solution : « | est I'intégrale impropre elg de la fonctiorf(x) =+/tanx qui est continue positive et

équivalente & —L— = 1 0—L— auv@).
VCOX \/sin(727—x) \/727—x 2

Les changements de variable t =xapuis u =\/t_ donnent :

S [t g = [T 22 gy = B2 gy it lexerci
I—jo t2+1'dt X u4_'_1du > si I'on en croit I'exercice 3.

« J est I'intégrale imprope en 0 g de la fonctionf(x) = cosx.In(tanx) qui est continue, positive
Ir Agati I
sur[ 19 [, négative sulo0, 2 ].

Au V(0+), f(x) OIn(tanx) In x, car In(tar) = In(x + 0KY)) = Inx + In(1 + 0&Y)) = Inx + 0.
Or In x est intégrable sur ]0, 1].

Au V(%T—), X = g - h, doncf(x) = - sinh.In(tanh) O- h.In h ; il y a fausse impropreté.

2
Pour calculer J :J'O coxlIn(tanx).dx, intégrons par parties.
Mais pour éviter tout probleme, cherchons une pinidef par parties.

Icosdn(tanx).dx = sinx.In(tanx) - In | tan(§+7zr) | = F).

lim x _ 0+ F(X) = 0 car sirx.In(tanx) — 0 en 0+ (voir ci-dessus).

En g—, X = 777 - h, et Fk) = - cosh.In(tanh) + In(tan%)

= cosh.In(cosh) - cosh.In(sinh) + In (sinﬂ) ~1In (cosh) = - cosh.In(sinh) + In (sin%) +o(1).

Or —cosh.In(sinh) + In (sm—) = —cosh.(Inh + O(h)) + In +0h) - —-In2.

71/, /2
Conclusion: L “Jtanxdx = # , L cosxIn(tanx).dx = —In 2.

Variante: le changement de variable t = tadonne | -J- (1|?2t)3,2 dt.

Exercice 11: Nature et calcul des intégrales suivantes :
J;+oo \/; ldx J‘+oo dX j+w dX J;+oo X3|nx I
o (DT T Do (xHIWeHxHL T P T4x/xHl IR (X+1) X2

E
x(1+\/7 y °(x+2)Jx<T

Solution :

1) Le chgt de variable t 49/_ donnej & ;_/:1)2 dx = ,[Om(t%tj_'%tz .

Nous voila ramenés a une fraction rationnelle..cddgposer en éléments simples, passer par la
variable complexe, ou faire appel a Maple...

11



2)f(x) = 1 est continue positive s&;, équivalente al au V(4), donc intégrable.
) f(X) (X_I_l)\/m p + €4 Lo (#e0) g

Onax’ +x+1 =(x+ %)2+% : poserx:—% + @sh t, etc.
3) f(X) = 1 est continue positive s, équivalente al au V(i , donc intégrable.
) f(X) 1+Xm p + €] VZ (+e0) g

. e dx _ _ (™_chtdt
Le changement de variabte= sh t donn o 1+x/s@rl % Trshtcht’

Fraction rationnelle en ch-sh...

X3InXx
4) f(x) = w est continue, tend vers 0 en 0+, et es%)(au V(+). Elle est donc intégrable.

+oo X3 +00
Le changement de variable k= donnej (;_:]1))(3 =1 J; (JT_%)? u
4 e _Inu — _=lnu 1 du __-lnu 1 u 4,11
Intégrons par partlesJ-. @ +1)3.du DU *35 j W(u+D)? - 2(u +1)2 In T AT R
+00 Sl
Limite en 40 : O, limite en 0+ :% . Au final : I (§4:]1))(3 = _3%2'

est continue positive sur ]0¢of, intégrable caf(x) L] %,3 en O+,Dﬁ en Heo,

f(X) = (X+ ]:_L) VeI

5) Le changement de variable lx1:/3 donne :.[Oﬂo (X+%XX2/3 = .[omu??l-ldu

w+ u+l  uE-u+l u+l 2 uu+l 2 u-uH

+
: — El 2u-1 ol
Donc : j 3_|_1du In ey + +/3 Arctan 3 Au final :
_[™_3 277\/_
j (x+1) x23 jo wardy =
L
6) f(x) = _VI=X__ est continue positive sur ]0, ¥(x) [ \/1; en 0+, a 1 en 1 (fausse impropreté).

x(1+\/g )

Les changements de variable sin2 6,0= Arcsin\/;, puis t = tarB , donnent :

ﬂ 7712
dx =

= .. = Il + Arctantlpr = Z.
x(1+ / ) 0 1+tan€ I (1+t2)(1+t) 4/1 412 ° 2
Variante: le changement de variable l\% donne le méme résultat.

7)fx) = ——L  est continue ositive sur ]0, 1, é uivalente—% enO+eta—1_— en
)1 (X+2)/X(1=X) P 0. 1], €q 2V X 3V1-X
1-, donc intégrable sur ]0, 1[. Le changement deatdei X — 1 = sinB (plut6t® = Arcsin... ) donne

_qn dx ¢ 2dx 2 2do _ _
I - - - 1 ’ t - t /2 e
jo (x+2)yx(1-) IO (x+ 21 (2x-1)? -[—n/z Seging @ Puis t=tarff2)

STo=x->1/ ((x+2) *sqrt (x*(1-x)));int(f(x),x);int(f(x),x=0..1);

12



12 /«(x+2)2+5x+4

1
em/e

1
5 6 arcta

ﬁl (-2+5x) /6 J

1
Exercice 12: Existence et calcul des intégralesa) t(joﬁ.ln xdx.

Solution : f(x) = x2.In x est continue négative sur 10, 1] .
Si0O<a, f(X) - 0en 0+ ;ilyafausse impropreté.

atl
Si-1<a, f(x) = O( 1_a ) au V(0+), carx? Inx - 0. Or 11_a est intégrable sur ]0, 1].

X2 X2

1
Sia=-1,f(x) = mTX est non intégrable, caflnTX.dx =- In22£ . —oo. A fortiori sia< - 1.
t3
Conclusion: I(a) est définie poua > -1. Une intégration par parties donne alora) #—@Tll)z.

NB : le chgt de variable = e ' donne 1g) = Io+mte‘(a+1)t.dt, fournissant un autre angle d’attaque.

7712 . 12
Exercice 13: Existence et calcul de Ij%) In(sint).dt ( On pourra noter que | f In(cog).dt).

Solution :
La fonctionf : t — In(sin t) est continue négative 90r Z].
Au V(0+), f(t) = In(t + O@F) ) = In t + O(F) Oin t, doncf est intégrable.
Pour calculer I, notons que :
7712 7712 7712 7112 i
_ . _ _1 . _1 sin(2t) 4, _
|_jo In(sirt).dt _jo In(cog).dt = 2-[0 In(sint cog).dt = 2-[0 =5 dt =

_ l 7712 ) _LT _ l 7T i _LT —l 7712 ) _LT
=5 jo In(sin2t).dt 4|n2 =7 joln(5|m).du 4|n2— > jo In(sinu).du 4|n2

—l _IT I = 71T
—2I 4In2,parpI|age,doncI 2In2

Remarque d’autres méthodes existent, moins astucieuses.

Exercice 14: Nature de l'intégrale de Gau§osmerxz.dx.

Solution : La fonctionx - € est continue positive, mais ne se primitive paséhntairement.

. ’ A 7
On ne peut donc montrer la convergence de l'intégra calculantj0 e*.dx. Nous allons procéder

par comparaison a des fonctions tests connues.
1°® méthode je dis que, poux assez grand>a > 0, 0< e*< % car Xe* . 0 quand — +oo,

Comme-L est intégrable sug[ +oo[, € itou.

¥

2°™ méthode je dis que, pour tow, 0< e*< x%‘-kl car1 H¢ < e* (au fait, pourquoi ?).
; 1 A X2 i

Comme 2 est intégrable sur [Oedf, € itou.

13



3™ méthode je dis que, poux > 1, 0< e¥< e*. Commee™ est intégrable sur [1eef, € itou.
Remarque: On peut néanmoins calculer par divers moyensrdaots l'intégrale de Gauss

+00
J'O e>*.dx, et démontrer qu’'elle vau@. La méthode la plus classique consiste a considére

I'intégrale double e_xz_yz.dXd et a la calculer de deux fagons. Mais on peuti RIESSEr par la
g [0, +oof y
,+00[2

variable complexe.

1.
Exercice 15: Nature de I’intégraléosm%).dx.

Solution : La fonctionx — sin(1k) est définie suR*, et n’a pas de limite en O, car elle oscille au
V(0). L'intégrale proposée est impropre en 0.

1. ,
Faute de pouvoir calcul%rsm%).dx, on va montrer I'absolue convergence par compamais
£
Le plus simple est de noter qyesin 31(-|s 1. Comme la fonctiom — 1 est intégrable sur ]0, 1], la

fonctionx — sin(1k) I'est également.
*siny
y2

.
On peut aussi noter que le changement 1k transforme l'intégrale enJ‘l dy, qui est

clairement absolument convergente.
Remargues: 1) On peut montrer qu’une fois prolongée arbiéraent en 0, la fonctior — sin(1K)
n'est pas réglée, mais est Riemann-intégrableOsur [
1
2) Maple affirme quejosin%).dx = sin 1 — Ci(1)= 0.504. Encore faut-il connaitre la fonction

« Cosinus intégral » Ci...
>A =int(sin(1l/x),x=0..1);eval f(A);
A :=sin(1) - Ci(1)
.504067061

3) L'intégrale J-Omsin%.dx diverge car 0 < sin(dy 01/ au V().

Exercice 16: Nature de I’intégral%om(l—cos)l—().dx.

Solution : La fonctionx —» 1 — cos(I¥) est continue positive sur JOgof.

Elle est bornée sur ]0, 1], et O}(i)/ au V(+e0), donc intégrable sur [&g].

En résumé, elle est intégrable sur @[+

~1-cosy
y2

Remarqgues: 1) Le changement de variable= 1k transforme l'intégale eli: .dy, qui est

faussement impropre en 0 et convergente surol,, gar 0< 1—0% < %
2) Maple affirme que :
>B: =int(1l-cos(1/x),x=0..infinity);eval f(B);

1
B:= 2 Tt
1.57079632
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= xsin(e) 4

Exercice 17: Nature de l'intégrale A:j' In(1+x)

I 2
Solution : C’est I'intégrale impropre en 0+ et em tle la fonctiorf(x) = —\/;lr?g_l(_l)gx) :

Etudions séparément son intégrabilité ausv)et au V(0+).

e Au V(+), f(X) U —z— x3/2Inx < X:IS;Z ; par conséquent est intégrable.

. JX g1 : inté
Au V(0+), [f(X) | < T+ U \& ; par consequenttest intégrable.

+ e - :
En fait, au V(0+), la fonctiof(x) oscille entr In(+%) et (%)
>with(plots):f:=x->sqrt(x)*sin(1/x*2)/1n(1+x);g:=x->sqrt(x)/1n(1+x);
>p:=plot(f(x),x=0..3,-4..4,thickness=2, nunpoi nt s=1000) :
g:=plot([g(x),-9(x)],x=0..3,-5..5,col or=blue):display({p,q});

. dx Y2 dx
Exercice 18: Discuter la nature des intégrales de Bertralj‘d Se(INXP et J:) |I Xi
xaln

Solution : La premiére de ces intégrales est au prograrameé&re au programme, tout en I'étant...

* Notons F§, b) la premiére intégrale. Elle converge ast 1, ou & = 1 etb > 1), autrement dit ssi
(a, b) > (1, 1) pour I'ordre lexicographique.

C’est l'intégrale impropre encst-de la fonction continue et itixe— ;.
egrale impropre de lafo et positixe X (NP

Le plus simple est de commencer par leaasl. Le changement de variable u xldonne :

A dx A gy _ o .
= | AU On sait que cette intégrale conver i1,
.[2 X.(Inx)P J-In(Z) uP que ce €g onvergebss

: - -1 b-2
Sia>1,jedisque0 pourx assez grand, caf (Inx)” = - +oo en Heo.

1 <1
Xa. (Inx)P x.(Inx)2

Commej-m dx convergeJ-

X x.(Inx)2 converge.

X2, (Inx)b

Sia<1,jedisque0 d < pourx assez grand, cara_l(ln x)b - 0 en +o.

X xa.(lnx)b
Commej “dx dlvergej )@(Inx)b diverge.

* Soit G@, b) la seconde intégrale. Elle convergesssil oua= 1 etb > 1.

15



Le changement de variable u x @lonne en effetj xa|lnxl J- G alnbu

Nous voila ramenés aux intégrales précédentes. dgiouvait aussi rester au V(0+).

><|>4

Remarque I mtegralej —%— est toujours divergente. Elle est impropre enl0et .

En effet, en vertu de ce qui précéde, il y a cogemece sur 0, ¥2] et [2,04] ssia=1 etb > 1.

Mais au V(1), —1— tl —1— . Il'y a convergence sur [%, 2] ¢85k 1.

ey x

dt
.(Int)>.(InInt)e

Exercice 19: Discuter la nature de I'intégrale Lwta

Solution :

« Soit F@, b, ¢) la premiére intégrale. Elle convergeasi 1, oua=1etb>1,oua=b=1etc>1,

autrement dit ssig( b, ¢) > (1, 1, 1) pour I'ordre lexicographique.
Le plus simple est d’étudier le cas b = 1. Le chgt de variable u = In In t donne

— +00 @ ) L .
J- tnt.(ninbe (InInt)C .[ln(lns) T L'intégrale converge ssi> 1.

Sia>1, oua=1eth>1, alorsfypc(t) <fy 1 At) au V(+0).
Sia<1, oua=1etb<1,alorsfypc(t) =f1 1 1(t) au V(4).
* Soit G, b) la seconde intégrale. Elle convergeassil oua=1leth>1.

Le changement de variable u = 1/t donne en e et dt - J-m%.
ta||nt| 2 u?aln°u

Nous voila ramenés a des Bertrand classiques. dfigieut aussi rester au V(0+).

dx .[ J.+ooln(1+ta)
xa,(1+x) " Jo xa. (1+xb) tb

Exercice 20: Discuter la nature des intégralejﬁ1 :

Solution :

1) La fonctionf(x) = est continue et positive sur [1ooft.

1
X2(1+x0)

En +oo, f(x) [J sib> 0 ;ily aintégrabilité s +b> 1.

a+b

) D sib=0 etf(x) D sib<0;ily aintégrabilité s > 1.

|(a,b):j+°°L est définie surD={g,b) :b>0eta+b>1}0{(ab);b<Oeta>1}.

1X2, (1+xb)
2) En 0+f(x) D sib>0 etf(x) D sib=0;ily aintégrabilité ssa < 1.

&) U —— Xa+b sib<0;ilyaintégrabilité sa +b < 1.

+00

— dx fp s ) .
J@b) = J; —xa.(1+xb) est définie sur D D', avec :

D’={&b);b=0eta<1}0{(a,b);b<Oeta+b<1l}.
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. . , +r>oe_t
Exercice 21: Nature de I’mtegralt{0 I'dt'

+00
Discuter selon la valeur du réela nature des intégralej'os tletdt.

. o +oo €71 .
Solution : 1) L’mtegralej0 I'dt est impropre en 0 et enot

e—t
La fonctionf(t) = ﬁ est continue positive sur ]0gof.

1e—t +we—t
—.dt converge caff(t Dl au V(0+),| —~.dt converge car alors 9f(t) < et
[ ge carf() O auV(O"). || % g ®

2) La fonctionfy(t) = e7tL.x~ 1 est continue positive sur J0sf.
Pour toutx, elle est mtegrable sur [Leof, car 0< fy(t) < e U2 ou 1/% pourt assez grand.

Au voisinage de 0+ fy(t) O-L doncfy est intégrable ssi Ix< 1, i.ex > 0.

tlx’

+00
En résumé,J'O t*let.dt converge ssk> 0. C'est la fameuse fonction Gamma.

Exercice 22: Nature de I’intégrale.[OmSiTnt.dt.

Solution : Traitons en grand détail cet exemple importaimtéhrale « semi-convergente », c’est-a-
dire convergente mais non absolument convergente.
Notons d'abord qu S'tnt est prolongeable par continuité en 0, et méme ldgpable en série

entiere sulR. L'intégrale est donc faussement impropre en (ariins, il y a un Iéger probleme
en 0.
La méthode la plus simple pour résoudre le probléstel’intégrer par parties :

FY) = J‘ sint gt _J‘ d(= ?03) —cos{]x J‘ cod gt = 1 c?(sx _GK) |

ol GK) = J- €04 4t or Cc)’<9( tend vers 0 etﬂ est intégrable sum +w[, de sorte que G

converge. () aussi.

De plus : F*) = J' TSi—m‘.dt > nSI?Zt dt = I;l—cgtset)_dt _ Inx;lnn _ J':CO;QU dt.

coth)

Or In x tend vers 4o, tandis que H) = J' .dt convergepour la méme raisoque FK). De

sorte que F*) tend vers e , e est non intégrable.

e

11
087
067
0.47

0.27

; TNl oS —
023 '
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Exercice 23: Calcul del = '[OmSiTnt.dt.

1) a) Montrer que la fonctidix) = % SI:II:1X est, une fois prolongée, de classesGr }-1t, +11.

b) En déduire que lim, +o, jom f(x)sin(x).dx = 0 .

728N (NX)
sinx
Trouver une relation entrg &t ,_» (n=2). En déduirey.

2) Pour toun O N, on pose : J= J'

3) Déduire de ce qui précede la valeur de I:eth S|n2t dt.

Solution :

La fonctionLQX est semi-intégrable, et non intégrable,Bur. voir exo précédent.
1.a) La fonctiorf(x) = % SI:II:1X est, une fois prolongée, de clasdesar bt +1.

Tout d’abord, elle est Csur }m, 0[ O 0, +.

Le fait qu’elle soit de classe'Gur 1t +1] peut se montrer de deux fagons.

1¥® méthode : élémentair&lle consiste a faire un développement limité iedef’ en 0.

Il vient f(x) = —% + O(x2), ce qui montre qué(x) - 0 etf(0) =- %

cox —_1 i '(x) o F(0)=— L .
Puis f'(x) = X2 + sirex ~ 6 + O(x), ce qui montre qud’(x) — f(0) 6 quandx - 0.

méthode f est développable en série entiére au M{ohc C en 0.

2éme

En effet,f(x) = Sig)fnﬁ( Aprés simplification pax’, on trouvef(x) = g(( g ol a etb sont sommes

de séries entieres de rayon infini, et b(0) = 1tHéoréme de division des séries entieres s’appliqu
et montre qué est DSE(0).

7l
b) Conséquence limy _, + J.O ’ f(x).sin(nx).dx =0 ..

On reconnait le lemme de Riemann-Lebesgue. Il eposla continuité deen 0. Mais ici, on peut
I'établir élémentairement, par intégration par @@t majoration en valeur absolue :

= J;mz . d(_coshx)) __ f(x).cr?sbx) 5 jonlzcoihX) f().dx = O %)'

2) Soit §, = J' sggnxx) dx. Pourn= 2, il vient :

22 cos(f—1x)sinx , _ (72 ~ D i NTT
h=dh-2= j S dx = 2[0 cos(f-1)x).dx = S5 sin((-1)5) -
— J—2 = 0 sin est impair : la suite §d+1) est constante égaleg\.

_ 3 (1) 1.1 (-1)k=
Ih=—Jh—2=2 =N sin=2. Donc J=2(1 §+§—,,_+ ) ).

3) ConclusionEcrivons

2| 712 . N2 12 )
= L Sm_)((nx)-dx - IO f(x)sin(x).dx = L %.dt - IO f(x) sin(nx).dx.

On déduit de ¢) que {Jtend versJ:mSiTnt.dt.
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+00
Faisons tendra vers l'infini par valeurs impaires. |l vienJ-0 S'tnt.dt = 777

Enfin, I'intégrale J j S .dt se calcule par parties :

_ . 1y . dt _ (sin@t) .. _ +sin() _IT
J —jo sin2t.d( t) = jo 23|ntcost.t = J'O 1 dt = IO 0 du = 5

Exercice 24: Discuter la nature deetegralesj- S'nt dt etJ- “SInt gt

Solution : J- wst'—ant.dt est « absolument convergente paue 1,
m

» semi-convergente pour Oa< 1, - divergente poua<O0 .
Le 1° point est évident. Le*2°s'établit par intégration par parties.

Le 3™ s’établit en montrant que les tranches de Cat{chy sint .dt ne tendent pas vers 0.

I Sint Gt converge ssi < 2 (régle de I'équivalent). Au flnaj S'nt .dt converge ssi 0 &< 2.

Exercice 25: Intégrales de Fresnelouintégrales de la diffraction (1818) :
Il s’agit des trois intégrales J.Omsin(tz).dt , jo+mcos¢2).dt et jomexpﬂtz).dt .

1) Tracez les graphes des fonctions iet cosZ.
2) Montrer la semi-convergence de ces intégrdeshangement de variable.

3) Montrer la semi-convergence de ces intégrpéasune technique de transformation en séfi

montrer qu’elles sont > 0.

Jor

Remarque : On peut démontrer qsﬁoémsin(tz).dt=.[O+mcos([2).dt =7

Exercice 26: Comparer les intégraleimSiTrt"t.dt et Jjw[SiT?Hﬂ],dt.

Solution : Les fonctions(t) = S\'/rtlt et gty = SINL . SNt _ sint , 1 coser)

R T T2 @

sont équivalentes errot Cependantf, est semi-intégrablg ne I'est pas, car elle est somme de deux

fonctions semi-intégrables (par I.P.P.) et d'unecfmn (celle du milieu) dont I'intégrale diverge.

Cela montre que la regle de I'équivalent ne s’apipas pour les fonctions semi-intégrables.
n—l +00 _1 n—1.n+\/ﬁ

Ce contre-exemple est a rapprocher des deux sergs% et ()# .

n n

=1 n=1

Exercice 27: a) Nature de I mtegral§ 1+xgsx|n2x

o Xa.0X
b) Soient etb > 0. Montrer que I’intégralé‘O mn converge sdb > 2a + 2.

xPsin2x

Solution :

1) Analyse La fonctionf(x) = est continue positive s&.

1
1+X2sin?x
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1
e < f(x) < 1 ne conclut pas.

Le graphe dé oscille de I'une a l'autre fonction, doho’a pas d’équivalent simple ero+
>with(plots):f:=x->1/(1+x*2*sin(x)"2):

p: =pl ot (f(x), x=0. .15, t hi ckness=2, nunpoi nt s=2500) :

g: =pl ot (1, x=0. . 15, col or =bl ack) : r: =pl ot (1/ (1+x"2), x=0. . 15, col or =bl ue):
display({p.q,r});

1

0.5

0.6

0.4+

0.2+

0 3 i G ! 10 12 14
kA

2) Transformons l'intégrale en série: on sait en effet queintégrable si et seulement si la série

) . (n+) T " dU _
nzz(;un converge, oll = jn” f(x).dx = J.O U SR (X =nTT+ u).

. (" du " du_
Encadrons i jo T+(n+1)278sireu = Un = ) Tnzesirey

(" du__ _o(™ __du___ isé s i
an=| TTnzesireu 2| Trn2sireg ¢ calcule aisement, la regle de Bioche autorisaran u.
:er dt :2r°° dt -__ T 1
O (L] T BURALE ez D

Par encadrementy, U l , donc ZUn divergent.

et .[ 1+x25|n2x

Variante: évitons le calcul exact @g en utilisant I'encadrementul][0, %T] 2U < sinusu.

3
7712 7712 7712 du
3 1+(n+1)27?u2 s @ =2[) gapere < 2l ke

Un calcul montre queag) estsemblablea % . Résultat plus faible, mais qui suffit & conclure.

3) Généralisationlaissée au lecteur.

Probleme 28: intégrale de fractions rationnelles

1) Soit FK) = SEX; O C(X) une fraction rationnelle sous forme réduite.
F est intégrable sR si et seulement si F n'a pas de pole réel, e@egleg P + 2.
Et alors : Im P(x) dx = 21 ZR%(F) = -2im ZR%(F)
QX an+ -

ourll (resp.l4, MN.) est I'ensemble des pbéles de F (resp. dans I, zdans Im z < 0) et Rg§) est

le résidu de F ea (c'est-a-dire le coef. d%:_L—a dans la décomposition en éléments simples de R).

2) Applications
i) Calculerj

4+1 et j x4+x2+1

20



i) Montrer quej_

i) Calculer |

+00 dX

— 71

dx
(e+1)

et F@) =

+o00 sz
S R
» X2+l nsin(77/n) —o0 X241

dx =

dx

I: (x2+1)2

.(@-2xcosaatl)

nsin%

n
p+1

7

(p<n).
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