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Introduction *

Il est arrivé a maintes reprises que certagmeégences de la physique, par exemple, aient
conduit les utilisateurs des mathématiques a dmdculs » non rigoureusement justifiables
au moyen des concepts mathématiques existantsguiaisaduisaient avec succes la réalité
expérimentale. C’est ainsi qu’en 1894 l'ingéniewraMiside (1859-1925) introduisit dans
I'étude des réseaux électriques les régles decatoul symbolique qui ne fut justifié
mathématiquement que postérieurement. L'étude demtiéns aux dérivées partielles
conduisait aussi a des extensions des matériauxématiques traditionnels. Le probléme
de Dirichlet (trouver une fonction harmonique dansouvert deR” connaissant ses valeurs
sur la frontiere) avec les méthodes de I'espacelitteert, a conduit les mathématiciens a
généraliser les solutions acceptables d'une taileaton en introduisant la notion de
solution faible.Le soviétique Serguei Sobolev (1908-1989) a coitstn 1934, des classes
de fonctions généralisées qui justifiaient de manigoureuse ce genre de considération.

Les transformations de Fourier et de Laplaoaduisaient aussi a généraliser des
fonctions. En 1926, P.A.M. Dirac (1902-1984) ineghit en physique mathématique sa
célébre « fonction By, nulle en dehors de l'origine et d’intégrale égale, qui représentait
une impulsion unité a l'instart= 0, donc d’effet nul pour# 0. Puisqued n’est pas une
fonction au sens usuel (car une fonction nulle pb#r0 est d'intégrale nulle), sa
justificationmathématique correcte conduisait a une extensida etion de fonction.

Cette extension a été présentée sous sa tartuelle entre 1945 et 1955 par le francais
Laurent Schwartz (1915-2002), dans le cadre deacespvectoriels topologiques ; parmi
ses nombreuses applications, citons : les équatomsdérivées partielles linéaires, la
représentation des groupes de Lie, les processoBastiques, les variétés différentiables,
la physiqgue mathématique, la physique expérimerftalgeconvolution » et identification
de systemes).

Comme le note Roger GodementLa«théorie générale des distributions, qui valut a
Schwartz la premiere médaille Fields francaise @50, ne contenait aucun théoréme
vraiment « profond »- il n’en est pas de méme, a beaucoup prés, depg@Eations — et
demandait « seulement » la capacité de détecteram@dogies entre une douzaine de

! Tirée de I'Encyclopedia universalis (Paul Krée)



domaines disparates et d'isoler le principe géndrail unifierait tout. Les philosophes des
sciences appellent cela un paradigme, une visiavelte qui non seulement met de I'ordre
et de la clarté dans le chaos, mais aussi et stijetmet de poser de nouveaux problemes.
La gravitation universelle, 'analyse de NewtonLeibniz, la théorie atomique en chimie,

les théories de I'évolution de Darwin, de I'héré&de Mendel, les bactéries de Pasteur, la
relativité et la mécanique quantique, eté.

hY

Dans cet exposé, on considére d’abord les fomgtiet distributions a une variable.
L’extension a plusieurs variables est esquissé&@u

1. Fonctions tests

1.1. Rappels de calcul différentiel

Nous nous contenterons ici de deux résultats.

Théoréme de la limite de la dérivée Soient | un intervalle dB, a un point de If: | - R une

fonction dérivable sur{a} et continue era. Si limy _, 5 x4 f'(X) existe et vaut L, alorfsest derivable
enaet f'(a) = L.

Ce résultat est une conséquence du théoréme dessaements finis.

Théoréme de division des fonctions dérivablesSoit f une fonction € surR. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) f0) =) = ... =f"Yo)=0;
ii) Il existe une fonctiory de classe CsurR telle quex f(x) = X" a(x).
Le sens ii= i) est facile. La réciproque découle de la formddeTaylor avec reste intégral, car alors,

x(X=t)n1 1-u)n?
pour toutx:  f(x) = J'O ((n‘i)' fOD(t).dt = X" I:((n_])_)| f @D(xu).du, en posant t xu.
; _ 1(1_u)n—1 (n-1) & P L e .
La fonction g(x) = J'O ) f ™3(xu).du est C en vertu du théoreme de dérivation des intégrales

a parametre sur les segments. Bien entendu, déatésétend a tout autre point que 0.

1.2. Notion de fonction plate

Définition 1 : Soient | un intervalle non trivial d&, a un point de I. Une fonctioh: | - K =R ou
C de classe Cest diteplate ena si toutes ses dérivées sont nulles au point

Propriétés générales

1) Sif est plate e, la série de Taylor dieena est la série nulle.

2) Une fonctiorf plate era vérifie f(x) = o((x—a)n) pour toutn, au voisinage da.
Cela découle aussitdt du théoréme de Taylor-Young.

3) La réciproque est fausse. i) = o((x — a)n) pour toutn, au voisinage de, f est continue et
dérivable erg, f(a) = f'(a) = 0, mais on ne peut en dire plus, comme NOUBREr

4) En revanche, diest ¢ surl et vérifief(x) = o((x—a)n) pour toutn au voisinage da, alorsf est
plate era.

x(X—t)"
5) Sif est € sur | et plate em, pour toutn et toutx, f(x) = j%f ™ (t).dt .

Cela découle de la formule de Taylor avec restegial. Ici, la suite des restes ne tend pas vers 0,
elle est au contraire constante et égd()a

2 Roger Godement (1921 — 2018)alyse mathématiqueome II, p. 179 (Springer, 1998)



6) Les fonctions de | dan plates era forment un sous-espace vectoriel et un idéalog(da, K®).

De plus sif est plate e, il en est de méme deet de F§) = r f(t).dt.
a
La deuxieme assertion découle aussitdt de la famelLeibniz.

7) Soient | et J deux intervalles non triviagx, | - J une fonction (o} g(@ =betf: J - K une
fonction C’ plate erb, alorsh=fog: 1 - K est ¢ et plate era.

En effet,h est C comme composée, et son développement limitd est nul & tous ordres par
composition des développements limitégst plate en tous les poirtsels quey(a) =

8) Si une fonctiorf est plate em et développable en série entiére aa)V€lle est identiquement
nulle au V@).

Tout cela est bien joli... a condition quixiste des fonctions plates non nulles !

Un premier exemple de fonction plate

En 1822, sous le régne du bon roi Louis XVIII, Aatn Cauchy a démontré l'existence de
fonctions plates non triviales. Ces fonctions riggiaalors que des contre-exemples, des curiosités
mathématiques. Nul ne pouvait penser, alors, geecoatre-exemples deviendraient plus tard les
matériaux de base d’'une théorie. De méme, qui popgaser que les fonctions continues nulle part
dérivables seraient les matériaux de base desikeac?

Considérons léonctionf définie parf(x) = e¥* pourx > 0.
Elle est de classe’Cet vérifie f(x) = L e , f7(x) = =3 gvx,
X X

Doncf est croissante, convexe sur ]0, %2], concave sutgf; de limite 0 en 0+, 1 enos
Prolongeong par continuité en 0 en posd(@) = 0
n-1 R (X)

Pour tout entien = 1,f(n)(x) =(-1) o

eVx, ou R, est un polynéme a coefficients dafhisde

p . n-1 n-1
degrén-1, de terme dominamt X ~ et de terme constantX)
Cela se montre par récurrence BUE’est vrai aux rangs =1 et 2. Si c’est vrai au ramgalors

(t”+1)( ¥ = 1" 1[ R'(X) ZnR(x) R (X)

X2n XZHl XZHZ

]e—:l!x = (- 1) ;;(é) glx

ol R1¥) = (2nx—1)Pa(X) —x° Py(X).
On conclut aussitét que,P, est un polynéme a coefficients dans de degrén, de coefficient
dominant ( + 1)x et de terme constanﬂ)n+l

Conséquencesl) Pour tout, limy _, o+ £ )(x) =

1/
En effet, {Mx) = o0&

v ) 0 o(1) par comparaison exponentielle-puissancesémpo= 1k ).
2) Par applications répétées du théoréme de ltelidei la dérivéd,est C sur [0, +of et a toutes ses
dérivées nulles en 0. Bref, c’est une fonctiongpkt 0, non identiquement nulle.

Avec Maple:
>wi th(plots):
>fi=x->exp(-1/x);plot([1,f(x)], .10, t hi ckness=2);
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Autres exemples de fonctions plates

A l'aide de cette fonctiohon peut fabriquer de nombreuses fonctions plates.

1) La fonctionfg, nulle surR , égale & sur ]0, +o[, est & surR et plate en 0.

La fonction pairex — g prolongef, est ¢ surR et plate en 0. Elle vaut d’ailleufigx) + fo(—X).
Plus généralement, les fonctiors- ae¥* pourx > 0,x - be&/x pourx < 0, forment un plan
vectoriel de fonctions plates en 0. Ces fonctiamg égales &a.fo(X) + b.fo(—X).

2) Soient h une fonction de cIass%(Os p < +o) deR dansR, U l'ouvert {x; h(x) >0 }.
La fonctionfy, définie parfy(x) = exr(—ﬁ) sixJ U, fn(X) =0 sixO U, est de classe™C

Preuve: Il suffit de noter quef, =fgo h.
Exemples :
a) La fonction gX) =_exp(—%) sixOR*, g(0) = 0, est & et plate en 0.

>Qg: =x->f (x"2);plot([1,9(x)],x=-5..5,thickness=2, col or =rmar oon) ;
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b) La fonctionfy(X) = exr(—si—:rllx) si < x < (2n+)1, fy(X) = 0 sinon, est Cet plate aux points

. i = -1 i =
krt; la fonctiongn(x) = exg sin2x) sixO{nm}, gn(nm) = 0.
>f0:=x->piecewise(x > 0,f(x),x <=0, 0);plot(fO(sin(x)),x=-9..9,
t hi ckness=2, col or =bl ack); pl ot (g(sin(x)),x=-9..9,thickness=2, col or=bl ue);
fO :=x - piecewis(0<x, f(x),x<0,0)
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3) Les fonctiondp(x) = f(xn) = e_wxn‘ sont plates en 0 et vérifient pour toufi,+1(x) = o(f(X) ) au
V(0). On en déduit que les fonctions plates enrthémt un espace vectoriel de dimension infinie.
On aurait aussi pu considérer la suite de fonctiig(g = f(x)n =g =f(x/n) oux - X e,

5 -4

1.3. Notion de fonction-test

Les distributions sont des fonctionnelles linéaipesticuliéres sur I'espace des fonctions tests.
Commencons par définir ces fonctions tests :

Définition 2 : On appelldonction-test, oufonction de base une fonctionp O C°°(R, C) a support
borné, c’est-a-dire nulle en dehors d’'un segmert]jadépendant dé.

Propriétés générales

1) L’ensembled des fonctions-tests est un sous-espace vectouel ieéal de 8(R, Q).
2) Si¢ est une fonction-test, il en est de méme'de

3) Si¢ est une fonction-test de dansR etf une fonctiorCoo(R, C), f o ¢ est une fonction-test.

4) Toute fonction-tesp s’écrit de fagon unique sous la forngg€x) = P(x) + x.(X) , ouY et sont
des fonctions-tests paires. Il suffit de noter gque

(9 = ¢(X)+2¢(-X) N ¢(X)-2¢(-X) - ¢(X)+2¢(-X) N X¢(X)g(5(-x),

ou - IFE0 = L Lo = [gbude

fonction C en vertu du théoréme de dérivation des intégenfearamétre sur les segments.

Exemples de fonctions-tests

1) Considérons la fonctiogp(x) = exprL_1 si k| <1,¢(x) =0sikl=1.

Elle est paire, continue, croissante stlr,[0], décroissante sur [0, 1]
¢ estde classe’CsurR, carp =fp, ou h§) =1 —x2.

: ioxpl  —axpl(- Ll _ _1 y- 1 __1 y- _
NB.Onaaus&erq—expE(x_l x+1) eX|:(2X_2 2x+2) f(2x+2)f( 2 - X).

On vérifie sans peine que, pour taud(x) = fo( 2x + 2 )fo( 2 — X).

>h: =x->pi ecewi se(x<-1, 0,x>1, 0, x<1l and -1<x,exp(1l/(x"2-1)));
>pl ot (h(x),x=-3..3,thi ckness=2);

i 2 3
X
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2) Plus généralement, @i< b, ¢ n(X) = expm sia<x<b, ¢ap(X) = 0 sixO ]a, b[, est

une fonction-test, dont le support esth].



3) Considérons la fonctiof(x) = J-_X #(t).dt. Elle est € surR, positive et croissante, nulle stied,

-1], constante sur [1,04 égale a C {ll¢(t).dt. A l'aide de®, on peut aisément construire une
fonction testp, a valeurs dans [0, 1], de supportl] 1], égale a 1 sur¥z, ¥2]. Il s’agit de :
W) = éLZ D(4x + 3) P(- 4x + 3).

1.4._Convolution
Proposition : Soient¢ une fonction-testf, une fonction réglée a support borné. Leur convléd
définie par OxOR (¢ Of )(x) = fw¢(x—t).f(t).dt est une fonction-test.

Preuve: Supposons le support dienclus dans [a, b], celui dedans [c, d].

d

(¢ Of)x) = j P(x—t) f(t).dt est € en vertu du théoréme de dérivation des intégenlesrametre
C

sur les segments, et nulle horsde [a + ¢, b + d].

2. Distributions sur R.

2.1. L'espace vectoriel topologigu8® .

Soit9D I'espace vectoriel des fonctiofhd] C°°(R, C) a support borné, c’'est-a-dire nulles en dehors
d’'un segment [a, b], dépendantdild_es élément$ deD sont appeléonctions-tests oufonctions

de base

MunissongD de la notion de convergence suivante :
Définition 1 : On dit que la suitep) d’éléments déD tend vers I'élémeng de9D si :

i) Il existe un segment [a, b] tel quén Ox O [a, b] ¢n(x) =0 ;

i) Pour tout entiek = 0, la suite @¥ ) des dérivéek-iémes converge uniformément vers la dérivée
kiemeo™ deg .

Cette notion de convergence posséde les préprigivantes :

a) Sip est un élément d@, la suite constante égalé&onverge verg.

b) Si bn) et @n) sont deux suites d’éléments Petendant resp. vers et Y, la suite §.¢pn + Yp)
converge vera.$ + (.
c) Si ) converge verg, toute suite extraite converge veérs

d) Si ) converge verg, la suite des dérivéed’) converge verg’. La dérivation est donc un
endomorphisme (séquentiellement) contingdde

Exercice : Montrer que, sibf) converge vers, la (M) converge versw,

(—¢”(X)+2¢ n(=X) ) converge verd (X)+2¢ (=x) , et( ¢”(X);f”(_x) ) converge verb(x)gf(_ )

Remarque Existe-t-il une topologie sur I'espa& telles que la suitepg) d’éléments ded tend

vers¢ 0 D ssi () tend versh au sens de cette topologie ? La réponse estymgitiais n’est pas
abordée ici.

2.2. Distributions

Définition 2 : On appelldistribution (surR) une forme linéaire (séquentiellement) continuegu
i.e. une application : T:009D - T)=<T,6>0C vérifiant :



DO <TAP+P>=A<T,0>+<T P>
(D2) Pour toute suitebf) d’éléments dé& tendant verd 0D, limp_ o <T,Pq>=<T,p>.

Exemple: L'application T:¢ 09D - fw¢(x).dx [0 C est une distribution.
En effet, elle est bien définie, linéaire, et coné_au sens ci-dessEle est définie, car l'intégrale

fw¢(x).dx n'est pas une intégrale impropre : elle vabﬁyﬁ(x).dx, pour tout segment [a, b]

contenant le support de Elle est évidemment linéaire, et elle est comtjraar si les supports dégs
sont tous inclus dans un méme segment [a, b], (étstend uniformément vews, alors$ est nulle

hors de [a, b], e”_m¢n —j_m¢ |<(b—a)pn—01k.
Attention ! T n’est pas continue pour la norme uniforme. Aifessuite de fonctions
on(x) = _Zlﬁ si k| < n, 0 sinon, tend uniformément vers O, mﬁ§¢n = 1. Ici, les supports dés, ne

sont pas inclus dans un méme segment [a, b]. Rsusgécialistes, la topologie introduite par L.
Schwartz sufD est une « limite inductive d’espaces de Fréchet ».

L’ensemble des distributions est n@é& C’est un sous-espace vectoriel du dual algélerigti de
I'espaced. Nous allons munir a son tour cet espace d’unemaole convergence.

Définition 3 : On dit que la suite () de distributiongonvergevers la distribution T si, pour tou¢e
09, la suite (K(¢)) tend vers T¢).

Cette notion de convergence possede les mémeséiéspgue la convergence dabs

a) Si T est un élément &8, la suite constante égale a T converge vers T.

b) Si (Tp) et (U,) sont deux suites d’éléments @etendant resp. vers T et U, la suiteT, + Up)
converge verd.T + U.

c) Si (Ty) converge vers T, toute suite extraite convergs Ve

Théoréme(Banach-Steinhaus-Schwartz) Soit (T,,) une suite de distributions. Si, pour toute
fonction-testp [J 9D, la suite (< |, ¢ >) converge, alors I'application T, définie desqui a¢ fait
correspondre lifL, +o < Ty, § >, est une distribution, limite de la suite degrdsitions T,.

Cette propriété, que nous admettrons, est généeatemes facile a vérifier en pratique, et perneet d
définir de nombreuses distributions nouvelles &ipde distributions déja connues. La notion de
suite convergente de distributions permet de défles séries convergentes de distributions ; le
théoreme précédent se traduit immédiatement ereted® séries.

2.3. Propriétés locales des distributions

Définition 4 : Soit U un ouvert d&. On dit qu’une distribution T est nulle dans U si
06 09D Suppf) D U = <T,6>=0

et que deux distributions; et T, coincident sur U si - T est nulle sur U.

On peut démontrer que la réunion des ouverts squids T est nulle est un ouvert sur lequel T est
nulle. Le complémentaire de cet ouvert est appatport de T, et 'on a :

06 09D Suppf) n Supp (T) =0 = <T,p>=0.

3. Exemples de distributions

Nous allons voir que les distributions généralidestfonctions, un peu au sens ou les complexes
généralisent les réels. Un réel n'est pas un complear un complexe est un couple de réels. Mais,
si I'on identifie le réek au complexex, 0), alors on plongR dansC, et ce plongement préserve les



opérations : c’est un morphisme injectif de cofps.méme, une fonction n’est pas une distribution,
mais on peut associer a toute fonctiarsuelle une distributionsTCette correspondance est linéaire,
et presque injective. Dans la suite, nous verrom'gllg préserve de nombreuses opérations :
dérivation, et, partiellement, multiplication. Maisute distribution T n’est pas de la formg de

méme que tout complexe n’est pas un réel. Avee @talogie, la distribution de Dirdcjoue un
peu le réle de I'unité imaginaiie Cette analogie n’est toutefois que partielle, tamdis que n'est
pas limite d’'une suite de réelsgest limite d'une suite de fonctions. Une meillearalogie serai@

etQ[\/E], djouant le rble de\/z.

3.1. Les fonctions « sont » des distributioned distributions sont des fonctions généralisées

« Soitf une fonction continuR - C. <Tf, ¢ > = '[_m f(x).#(x).dx est une distribution.

En effet,x - f(x).¢(X) est continue a support borné, donc intégrabl&sur
La linéarité est évidente. Enfin, si les fonctieest toutes nulles en dehors du segment [a, b]

b
|< T, 0n -9 >|= |j f(X).(#n(X)—@(x)).dx| — 0 par convergence uniforme.
a
Proposition 1: Deux fonctions continugisetg définissent la méme distribution $si g.
Corollaire : L'applicationf 0 C(R, C) - Tf O 9’ est linéaire injective.
Il en résulte que I'on peut identifier la fonctioantinuef a la distribution qu’elle définit, et noter par
abus fso>=<T,0>=[ f(x).4(9.dx.

En ce sens, les distributions généralisent lestifmme continues. L’identification déet T est

analogue a celle qu'on opere quand on confonddkarét la fonction linéair — ax, ou quand on
confond la notion de nombre dérivé et celle decdifftielle.

Remargue Le support dé coincide avec le supportde T

* Soitf une fonction régléR - C.<T;, ¢ > = fm f(X).#(x).dx est une distribution.

En effet,x - f(X).¢(X) est réglée a support borné, donc intégrablérsat I'on conclut comme ci-
dessus.

* Plus généralement, une fonction localement intdgrac’est-a-dire intégrable au sens de
Riemann, ou de Lebesgue, sur tout segment, défiitdistribution. C’est le cas des fonctions non

. -1/2 :
bornéesx - In x| ,x - [x] 7", etc., quelle que soit leur valeur en 0.

Proposition 2: Deux fonctions réglédset g définissent la méme distribution $stg sont presque
partout égales.

Théoréme 3 (convergence uniforme)Soit () une suite de fonctions réglées— C, convergeant
uniformément vers la fonctidnsur tout segment. Aloffsest réglée et, pour toute fonctipri] 9, on

a:r limy s [ f0(®-40.dt = [ 10).4(0).dt , autrement dit, lim_ +eo <o, ¢ >=<f ¢ >.

Théoréme 4 (convergence dominée)Soit ) une suite de fonctions réglé@s- C, convergeant
simplement suR vers une fonction régléeet uniformément majorée sur tout segment.

Alors pour toute fonctiop 0D, ona:  limy_ +e '[_m fa (t).4(t).dt = J'_m f(t).g(t).dt ,
autrement dit, limy_ 4+ <f, ¢ >=<f, ¢ >.

Le th. 4 généralise le th. 3. Dans les deux casjita €,) tend verd au sens des distributions.



Mais il peut arriver qu'une suite de fonctions cerge au sens des distributions sans converger
simplement.

Théoréme 5 (Riemann-Lebesgue)Soitp : R - C une fonction réglée T-périodique.
Pour toute) 0, ona  limy_+eo | p(t)-4(0).dlt = % jOT p().dt. [ 4(0).dt.

Autrement dit, la suite de fonctiong(p) = p(nt) converge, au sens des distributions, vers latiom
constante% LT p(t).dt, alors qu’elle ne converge en général pas simpierfar exemple les suites
de fonctions sintt) , cosft) , exp(nt) tendent vers 0 en tant que distributions.
Remarques 1) Tout ceci se généralise sans peine aux @3ag®quivalence de) fonctions locale-
ment intégrables au sens de Lebesgue. Je renvompats de Schwartz.
2) Si T est une distribution ¢tune fonction-test quelconques, on note parfois :
<P = [ T09.000.0x

par analogie avec la situation précédente. Il s'dgin grave abus de langage : la notatiox) T{a

pas de sens, puisque T n’est pas une fonctionidéfinR : on ne peut attribuer aucune valew; a
méme si T est une classe de fonctions localemdégrizbles. Mais cet abus de langage a des
avantages, car il souligne que les distributionggaisent les fonctions, et mesurent les fonctions
tests.

Définition 1 : Les distributions T de la formeg,Touf est une fonction intégrable sur tout segment,
sont ditegégulieres Les autres sont dignguliéres

Nous allons étudier maintenant les plus simplesddg#sbutions singulieres.

3.2. Distributions discrétes ou ponctuelles

« Il est plus important d’avoir de belles étjans
que de les faire cadrer avec I'expérience. »
P. A. M. Dirac
La distribution de Dirac & est définie par g ,0> =¢(0).
La distribution de Dirac au poiatest définie par §g) , ¢ > = ¢(a) .
Avec les notations précédentes :

<5,> = j_m AX).(X).dx =¢(0) et B, ¢ >= j_m Ax-a).4(X).dx = ¢(a) .
La distributiond est nulle suR*, la distributiond(g) est nulle surR - {a}, au sens donneé a ce terme

au § 2. 3. Le support dgy) est {a}.
Bien entendu sia) — a, 5(%) - Q) -

+00
Soienta > 0, et Ap)noz une suite complexe, T =Z/]n.5(na) est la distribution qui & 0 9 associe

n=-—c

SP>= iAn.qb(na) :

n=-c0

Cette somme est a support fini; on peut vérifiseaement que T est linéaire continue sans

appliquer le th du § 2.2. Lorsgag = 1, on obtient I@eigne de Dirac A, = Zd'(na) .

n=-—co



Considérons la distribution de charges électrigiégfie par un doublet de moment électrique +1

placé au point 0. Leloublet est la limite du systémegTdes deux masse% et—% placées aux
. _ #(9-9(0)
£

Ondéfinitdonc le doublet par la distribution < > =¢'(0).
Plus généralement, pour tout entieet tout réeh, I'applicationd — ¢(m)(a) est une distribution.

points d'abscisseset 0, lorsque - 0. Or <TE,¢

- ¢’(0).

Toutes ces distributions sont diiscretesou ponctuelles

3.3. Les distributions discréetes comme limitesedfonctions

« Erectione se dit qu’en parlant des monuments.»
Fbesut

Proposition 6: Soit (g,) une suite de fonctions réglée® intégrables suRr, ¢ un point de | tel que :
@ (Ca>0) M n_se [ pu(t).dt + j:;pn(t).dt =0 ; OOn [ pdt=1
Alors pour toute fonctiop O D, on a : limy_ +c '[_m pn(t).4(t).dt = ¢(c) , autrement dit,

Iim_>+oo<pn,¢ > = <6(C):¢ >
d(c) est la limite de la suite des (distributions agses aux) fonctionsp

Preuve: [ po(0).4(0).dt - 9(c) = [ pn().(4()-4(c)) it
., PO-(BO-p)dt + [ pr(0)-(AO-A(0)) .
Soite > 0. Par continuité deenc, (>0 |t-c|<a = |¢(t) - ¢(c) |<e.
Alors | [ : pr(t)- (P -4(0)-dt | < e | : pr(t).dt <[ pu(t).dit =e.
¢ étant bornée sIR, | J‘-t_qzam(t).(¢(t)—¢(c)).dt |< 210 Ik j‘t_qza pn(t).dt qui tend vers O.

Donc g On=ny | J‘-t_qzam(t).(¢(t)—¢(c)).dt |<¢, et, du coup| j: pa(t). @(t).dt - d(c) | < 2e.

Définition 2 : Une suite (p) veérifiant les propriétés ci-dessus est appsiée en deltaau point c.
Exemples:

1) Les p(x) = % si K| < % , 0 sinon, forment une suite Aren 0 de fonctions réglées.

2) Les p(x) =n - n’ X sik < % , 0 sinon, forment une suite &nen 0 de fonctions continues
affines par morceaux.
3) Soitp une fonction réglée, positive, intégrable, telllfe{:p(t).dt = 1. La suite de fonctions
Pn(X) = n.p(nx) est une suite en delta en 0. On peut I'étabigadement, par convergence dominée :
[~ o040t = [ np(nt).g(0).dt = f:p(x).¢(ﬁ).dx - [ p).9(0).dx = $(0).
4) Considérons une barre rectiligne infinie tifégge aR, sur laquelle est définie, a tout instant t >

0 une distribution de températureé, t) = \/ézlL_nt exp_Ar—);2

(température au point d’abscisse

10



l'instant t). La fonctionl” est définie sur I'ouvert U RxR*,, de classe ﬁ et vérifie dans U

I'équation aux dérivées parUeIk%lrJ dite équation de la chaleur ainsi que les conditions :

6 2 '
(> 0) j_wr(x,t).dx =1.

De plus, lorsque t- 0+, les fonction§ (x, t) tendent verd, mesure de Dirac. La distribution limite a
I'instant 0 n’est pas une fonction mais une disttidn discréte, infinie au point= O nulle ailleurs,

et d'intégrale 1. On peut donc dire qué, t) est une solution de I’EDI%T F vérifiant la
condition aux limitesl'(x, 0) = §(X), c'est-a-dire présentant a l'instant initial tO=une source

ponctuelle de chaleur placéesen 0.

Si I'on cherche a résoudre heuristiquement I E%#b <= sur U, avec i 0) =f(x), ouf est

une fonction convenable, on écrirf{x) = J: dx—y).f(y).dy, car la mesure de Dirac est I'élément

neutre pour la convolution, et cela suggére commﬁien :
o0 = [TTeeyno)dy = A [Tew G ).ay.
Remarque En termes de théorie du signal, la distribugymodelise I'impulsion unité au point c.

Corollaire : Les distributions discretég) ne sont pas associées a des fonctions.

Preuve: Supposons qu’existe une fonction localemengiailef telle que :
060D [ 09.409.dx = $(0),
On auraitJ._+°o f(X).0n(X).dX = pn(0) =n.p(0) pour toutn.

Or la suite K.p(0)) est non bornée, tandis que la Sqﬁoé f(X).on(X).dx est bornée.

3.4. Les fonctions comme limites de distributionhdiscretes

Proposition 7: Lorsquea —» 0+,a.Ay - 1.
Plus généralement, pour toute fonctfan C°°(R, C), af.pAy - f lorsquea — O+.

Preuve: Il s’agit de montrer que, pour toute fonctiostit :

&l 6 >=a igﬁ(na) - [T p00.dx
et afda.§>=a Y (na).4(nd) - [ 12.4(.dx.

La premiére formule se montre directement ou veastemmes de Riemann.
La deuxieme formule généralise la premiere, etémodle, puisquéd est aussi une fonction-test.
Elle utilise la notion de multiplication d’une diiktution par une fonction, qui sera vue ci-apres.

3.5. Les distributions généralisent les mesurge Radon

SoitX I'espace vectoriel des fonctiops’] C(R, C) a support borné, c’est-a-dire nulles en dehors
d’'un segment [a, b], dépendantdie

MunissonsX de la notion de convergence suivante : la suyitg @’éléments deX tend vers
I'élément¢d deX si:

i) Il existe un segment [a, b] tel quén Ox O [a, b] ¢p(X) =0

i) La suite ) converge uniformément vers la fonctipn
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Définition 3 : On appellemesure de Radon(surR) une forme linéaire séquentiellement continue
sur, i. e. une application :p: ¢ 0K - p@)=<pu,p>0C vérifiant :

(ML) <p, Ap+P>=A<p,¢>+<p,Pp>

(M 2) Pour toute suitepf) d’éléments dé&K tendant ver O K, limp_ o <H,dpn>=<p,d>.

Toute mesure de Radon définit, par restrictio,aune distribution. Les mesures de Radon
forment donc un sous-espace vectobteE K de I'espaced’ des distributions.

Toutes les distributions considérées précédernsaeri celles a la fin du § 3.2. sont des mesuges d
Radon.

3.6. Valeur principale de Cauchy

Les fonctions aussi simples qbpe gk )Z(L3 , etc, ne sont pas localement intégrablesRsuet ne
e o T . Pdx) .
deéfinissent pas des distributions. Ainsipsest élément d®, la foncUonT n'est en général pas

intégrable suR : penser a une fonction en plateau égale a 1-4ud].

Cependant, lim, o+ IH M.dx existe toujours.
X|=&

En effet, apres pliagf, ¢( X) adx = J'+w¢(x) #(=x) .dx. Cette intégrale a une limite quand- 0+,

car elle est faussement impropre en 0: un développt limité donn (X)_X¢(_X) - 2¢’(0)
P(X)— ¢( X _

+1
quandx - 0. Mieux, méme;—~~"——=—~ jl¢'(xu).du est élément d®, et paire.

Notons vp Jf:@dx = Iimgﬁo+jX2£@.dx )

Proposition : C’est une distribution suR, appeléezaleur principale de Cauchy, et notéesp %

909 <l e>=w f:@'dx - "ms*mszs@'dx

FrENHN g, 1[I o

Preuve: La linéarité est évidente. Sodt) une suite d’éléments d@tendant verg [ D.
Supposons les supports dgset ded tous inclus dans-g, +aj.

Notons 6(x) = w et Bh(X) = _¢”(X)_X¢n(‘x) .

Les supports de, sont tous inclus dansd, +a].
De plus 8%(x) = x¢ J'_+11¢ék+1)(xu).du et O¥(x) =x< j_+11¢<k+1>(xu).du.

On voit aussitét quéld(x) tend uniformément ver§®(x) quandn - oo,

Vp%,¢n> = <%,9n> - < %,9> = <vp 0>
Remarque Soit U = ]a, b[ un intervalle ouvert inclus daRs Pour toute fonctiorp O 9D dont le
support est inclus dans U, et toute distributioqui coincide avec %/dans U,vp% et T sont égales

dans U au sens du 8§ 2.3.
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4. Dérivation, multiplication des distributions.

4.1. Le paradigme de Schwartz

Soitf une fonction de classelﬁeR dansC.
Pour tout élément de9, une simple intégration par parties donne :

<t 9>=<Tr ¢>= [ 1K.600.dx = [{(x.00] - [ f(x).4(.dx
—:jf: f(X).4'().dx =< T¢, ¢’ > . *)

Rappelons que) étant & support borné, ce calcul est parfaitemgodreux.
Ainsi, la distribution associée a la fonction déef, est I'applicationp - — < T¢, ¢’ >.

Généralisant cette idée, nalé&finironsla dérivée T’ de la distribution T par la formule :

‘ <T $p>=-<T,¢'>. ‘

Cette application est bien une distributiofr est élément dé&, T’ est linéaire, et, pour toute suite

(¢p) d’éléments déD tendant ver$ 0 D, la suite < T’ $pp>=-<T,¢’,, > tend vers
-<T,p’>=<T,¢> , pardéfinition de la convergence.

Il découle aussitdt de cette définition que plgation T — T’ est un endomorphisme de I'espace
9D'. La relation ci-dessus exprime que les applicetibnéaires) -~ —¢’ et T — T’ sont transposées
I'une de l'autre dans la dualité entpeetD'.

Il en découle aussi qu’une distribution est firdéent dérivable, et qu’on peut définir T’, Tetc.
par la formule :

<t 4> = (1)"<T,0™>.

Comme toute fonction continue, ou seulementlémoant intégrable, « est » une distributitite
fonction continue, ou localement intégrable, est deéfiniment dérivable... en tant que
distribution !

Proposition 1: Si la suite de distributions gl converge vers la distribution T, {)’converge vers
la dérivée T'. Autrement dit, 'opérateur F T’ est linéaire continu d®’ dans9'.

Remargue Soientf une fonction de classe’@ans l'ouvert U = la, b[, T une distribution qui
coincide ave¢ dans U. Alors je dis que T'dans U, en ce sens que, pour tout fonctiondieint

le support [c, d] est disjoint de U, <> = Ld f(X).#(x).dx.

4.2. Dérivations comme limites

Sif est continukR — C, etadR, notonstgf: x - f(x—a) latranslatée de

Pour toutep DD ona: <taf, ¢ >= [ f(x-a).4().dx = [ f().¢(x+a).dx = <t, 120 >.
Plus généralement, si T est une distribution, qrelgtranslatéede T pama la distribution
To T définiepar Dp 0D <13 T, >=<T,15¢ >

Avec 'abus de langage déja signalé, on notag T{(X) = T(x — a).
Exemple: 0(q) =Ta 0 =0(X = a) , da+b) = Ta O(b) = Tb O(a) -

f(x)— f(x— f-raf
0 a

a .
) ,doncf =limg_g a

Sif est dérivable, on &(x) = limg _,

T-1T .

Proposition 2: Pour toute distribution T,ona: T =ligm, g a
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Exercice : Vérifier quay(T’) = (15 T)', autrement dit les translations commuterd dérivation.

Exercice : Définir les distributions F) et TAX) pourA # 0. Quelles sont leurs dérivées ?

4.3. Multiplication d'une distribution par une fonction.

Proposition 3 et définition : Soienta : R — C une fonction 5, et T une distribution suR.
L'application ¢ — < T,a.¢ > est une distribution ; on la natd .
LorsqueT est réguliére, et associée a la foncfioil est clair quaT est associée a la fonctiam

Propriétés de la multiplication : Soienta : R - C une fonction €, 5 la mesure de Dirac.
1) On aa.0 =0a(0).0 ; on en déduit que.d = 0.
2) On aa.d = a(0).8 - o’(0).5 ; on en déduitd = -3, X285 = 0, puis x3™ = - 3™ ),

3)Onad(aT)—daT %;E

Preuves

1) <a.d,0>=<38, 0.0 >=a(0)6(0) = <a(0)3,d >. On en dédui.d = 0.
<a(0)3 - a'(0).5, ¢ > =-a(0)4'(0) - a'(0).6(0) =— (@d)'(0) = <& , ad > = <a.§ , ¢ >.
On en déduitd = -5, x%5 = 0, puisxd ™ = - &™),

<98 1+ 0dl 9>=< 7 98¢50 <Ol p>=< 7,98 ¢>-<T L @e)>

E<T,q_¢’>:—<q,T,¢’>=<a(a’.T),¢>.

Remarque Peut-on multiplier deux distributions quelcongjueest-a-dire généraliserale produit
des fonctions usuelles ? Il n’en est rien. C’ega d&oblématique pour les fonctions localement

intégrables f(x) = 1/\/N est localement intégrable, mais rfdn
On ne peut définir le produit depar la fonction de Heaviside si 'on veut que cedoit conserve
un minimum de propriétés raisonnables.

» Si I'on veut que la multiplication soit continuspit (,) une suite en delta de fonctions
C” tendant vers H de facon qfy0) ait pour limite n'importe quel réel
Alors on auraif.d - H.d. Or f,.0 =f,(0).0 — a.0.

» Si I'on veut que la formule (ST) = ST + S.T' & formule de Leibniz soient valables, la
réponse est encore non : en remarguant qm)? HMH(X) pour tout entien, on aurait pour tout

= HY = nH™H = n(HY).

La multiplication des distributions peut étre défirsous certaines conditions, qui font toujours
I'objet de recherches (cf. Bony, Journées X-UPS3200

4.4. Exemples de dérivations

4.4.1)Si f est une fonction de classd SUrR, sa dérivée en tant que fonction coincide avec sa

dérivée en tant que distribution. Du coug, &st une fonction de classe 6urR, toutes ses dérivées
en tant que fonction coincident avec ses dérivegard que distribution.

Nous allons voir dans la suite, sur des exemgieples, que, si est de classe lt‘:surR, ses
premiéres dérivées, f( ), en tant que fonctions, coincident avec ses d&sivén tant que
distributions, tandis que les dérivées suwan‘f ) f(k+2) .. en tant que fonction, n’existent pas,
mais existent en tant que distributions smgulleres

4.4.2) Une cascade d’exemples

n

X X"
& Considérons la fonctiofp(x) = o six= 0, 0 six < 0, autrement difn(X) = o H(X).
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n-1
(n—1)!
fn est aussi la dérivée dgen tant que distribution, en vertu de (*).

n-1 Xn—l

0 = gy HOO + 789 = oy HOO.

fn est de classeICet a pour dérived,'(x) = six=0, 0six< 0 ;autrement difi; = f-1.

¢ La fonction f1(x) = X = x.H(X) est continue suR, mais non dérivable en 0.
Cependant, elle a une dérivée en tant que disibut

4 9> =-<f, ¢>=-] FK).FE).dx=- j0+°°x.¢'(x).dx
Ex gy + [ 909.0x= [ “p(9.dx= [ HEK).9(9.0x ,

ou H() est lafonction de Heavisidedéfinie par HY) = 1 six > 0, HK) = 0 six < 0. (H n’est pas
définie en 0, mais cela importe peu). On a déyie H.

Variante: f1'(xX) = H(X) + x.0(xX) = H(X)

Résultat assez naturel : intuitivement, H est taetiérivée ddq. Cela rentre d'ailleurs dans le cadre
de I'exemple 1, cax’ = J-OXH(t).dt.

v La fonction de Heaviside H est discontinue endhodhon dérivable.
Cependant, elle a une dérivée en tant que disiifbugn vertu de :

7, 6> =<H ,p>=-<H,$p'> —f:H(X)_¢'(x)_dx
=["p9.dx = [-p00L" = 6(0) = <3, >.

Ainsi, la fonction de Heaviside H a pour dérivée la disthution de Dirac d.

& Ladistribution de Dirad, qui n’a plus rien d’'une fonction, a elle-méme adiéeivée :
E,0>=-<9%,¢'>=-¢(0),
et une récurrence immédiate donne : 52 0 >= (—1)(m).¢(m)(0) :

D’ou il résulte que la fonctiofy, est indéfiniment dérivable en tant que distribaitfonais pas en tant
que fonction).

Loz . , . 00
4.4.3) Dérivées successives d’'une fonction far morceaux

Dérivées successives de la fonction partie entidpg.

Tout d’abord, <, ¢ > = J-jw[x].¢(x).dx= in. '[n+l¢(x).dx ( somme a support fini ).

Ducoup, ¢ ,¢>=-<f,¢'>=- in- Ln+l¢'(x)-dx == in(¢(n+1)—¢(n))
= S npnt) + Sn.gn) =- S (D) + Sngn) + Sem) = 3 pm)

n=-—c n=-c n=-—c0 n=-c n=-—c0 n=-c

+00
Ainsi, [x] a pour dérivée le peigne de Dirad\; = Zé}n) , somme infinie de masses placées aux

n=—o

entiersn 00 Z. Ses dérivées d'ordre > 1 s’en déduisent.

Exercice: Montrer que ¥] = iH(x—n) - iH(—X—n) = iH(x—n) + Zm:(H(X+n)—1),
n=1 n=0 n=1 n=0

et retrouver ce qui précéde.
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Généralisation Soitf: R — C une fonction € par morceaux. Cela signifie que, sur tout segnient,

est € sauf en un nombre fini de points, et qu’'en cesitgdiet toutes ses dérivées admettent des
limites & droite et & gauche. Ces points de digmoité peuvent étre indexés de maniére croissante a

l'aide deZ, deN ou d’'une partie finie d&l. Notons-les (¥)yrz , OU lim, _ +e Xy = *c0. Soit f,P le

saut de la dérivée usuelle d’ordreau point . Il y a lieu de distinguer les distributiofisf”, ...,

f(n), dérivées dé en tant que distribution, et les distributionséest{], [f], ... , [f(n)], qui sont des
fonctions égales aux dérivées successives au sepsdef dans les intervalles (et non définies aux

points x)). Ainsi, pourf =H, onaurd =det[f]=0.
Une intégration par parties donne aussitot
<f L ¢>=-<f,¢'>= Y gx)h + [ #.[F()].dx, autrementdit =[]+ > f,.4

Les discontinuités dieapparaissent dans sa dérivée sous forme de nmasseselles.
Dans les dérivations ultérieures, elles ne dispargiplus jamais :

f’=[f’]+ZV:fv.5(XV) =P+ va<l>.5(n)+zv‘,fv.5® . etc.

14

4.4.4) Logarithme et autres fonctions

Exercice 1: Montrer que <T¢ > = L cmlnx.qﬁ(x).dx définit une distribution.
Trouver la dérivée de cette distribution.

Solution :

La fonctionf définie parf(x) = Inx pourx > 0, 0 pouix < 0, est localement intégrable.

Pour toute fonction tegt, la fonctionx — In x.¢(x) est intégrable sur ]0csf.

Au V(+0), la fonction est nulle ; au V(0+), ld(x) = O(Inx), donc est intégrable.

T est donc définie, et clairement linéaire. Il eedtmontrer que, pour toute suitg) d’éléments de

P tendant ver$ 0D, limy_ o <T,dn>=<T,¢$>. Laissons cela au lecteur. Au fond, cela découle
de ce que la fonction ¥(= Inx pourx > 0, 0 pouix < 0, est localement intégrable.
En revanche, la quasi-dérivée fledéfinie parf'(x) = 1k pourx > 0, O pourx < 0, n’est pas

+00
intégrable. Nous allons donc régulariser I’intét‘ajrcza\ilvergentej'0 @.dx.

<TH> =-<T,¢> = —Lmlnx.¢‘(x).dx.
Une intégration par parties donne :

[“Inx.p(.dx = inx gL~ - j:"@.dx.

Mais I’intégraleﬂw@.dx peut diverger, et lign, o+ In x.¢(X) n’existe pas toujours.

Il vaut mieux utiliser une primitive di¢’ s’annulant en 0p(x) — ¢(0) ; cela résout le probleme en 0,

mais J:ww.dx diverge en ¢. Cassons en deux !

j0+°°|nx.¢'(x).dx = E|nx.¢'(x).dx + jl+°°|nx.¢'(x).dx
inx (809~} - [P 2O ax + [inx pool - [ ax.
- [#X90) g - (09 g
0 X 1 X
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En conclusion, <T¢> = .Ew.dx + .Ew@.dx (2).
On pourrait remplacer 1 par tout réet 0, le résultat est le méme. On peut aussi écrire
[Inxp.dx = time o [ Inxg.dx = lime_or [Inx gL - L”@.dx.
. +00 X
= lim_ o+ — In€. d(€) - J' @.dx.

Dol <Th> = lime_ o+ (IN€). d(E) + J':”@.dx )
Comme lim_o+ In€. (¢(€) —d(0) ) =0 (pourquoi ?), on peut aussi écrire :

<T¢> = lime_o+ (In€). (0) + j:”@.dx @A).
En termes savants, T =XH(X) a pour dérivée T' = P: )(( ) .

1

Exercice 2: Montrer que la fonction K| = In || définit une distribution, et quéj;ln X =vp X

Solution : Tg est une distribution car F est localement intégrabl

<T> =-<T,0> = - [ Iny{g().dx == [ Inx.¢i(x).dx - fwln(—x).¢'(x).dx

lim_o+ (In€).$(0) + j:”@.dx +lime_o+ - (Ing).H(0) + J’_:@.dx.

lime o+ J:m@.dx + r@.dx = IimgquJM@.dx =vp J‘j:@dx

—00

En reprenant les calculs précédents.

4 4.5, Séries trigopnométriques

L’exemple que nous allons maintenant étudier exttsgulaire.
+00 A7
- e s X SIN(NX
Considérons la série trlgonometrlqEL.
n=1

On démontre, soit directement, soit a I'aide diné&orie des séries de Fourier, que :
a) Cette série converge simplementRuvers la fonction en toit d’'usinetebériodique, définie par

f(x)=% pour 0 <x < 2t , f(0) = 0.

0o
b) La suite des sommes partiellg$xp= zsmékx) , e converge pas uniformément V€3 surR,
k=1

mais converge uniformément sur tout segmen®ft—a] (0 <a <Tm).

0. sin(k)

c) Les sommes partielles(®) = ZT sont uniformément bornées dRr en ce sens qu'il
k=1

existe une constante G vérifiaiin= 1 Ox | $(X) |< G. G est la constante de Gibbs.
>with(plots):f:=x->Pi/2-x/2+floor(x/(2*Pi))*Pi;

fi=x 1Tt—1x+floo 1x T
ThT20 2 2T

>S: =(n, x)->sun(sin(k*x)/k, k=1..n);

>p:=n->plot(S(n, x),x=-2*Pi..2*Pi, t hi ckness=2, col or =COLOR( HUE, 0. 15*n) ) :

g: =pl ot (f(x),x=-2*Pi..2*Pi, col our =bl ack, t hi ckness=2):

>di splay([g,seq(p(n),n=0..9)]);
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Plagons-nous maintenant du point de vue des distrnitions.

d) La suite (§(X)) tend verd(x) au sens des distributions. Cela découle de cprguede.

n
e) Du coup, la suitegx) = Zcos((x) tend verd’(x) au sens des distributions.

k=1
Or f(x) :—% +nié'(2n,7) :—% +nidx—2nn).

n=—oc0 n=-—o0

Autrement dit icoshx) =- % +TT Zw:é'(m == % +TT idx—an .
n=1

Nn=-oco0 Nn=-—oco0

f) Redérivons ! La suite;3(x) = » —ksin(kx) tend verd”(x) au sens des distributions.

=

N

1

Or f'(x)=m ié’(m =7 id’(x—Znn) :
Autrement dit in sin(x) =-m ié-('zm =-T id(x—Znn) .
n=1 = rard
g) Redérivons ! La suite,3( x) = kzn:—kZJcos((x) tend verd”’( X) au sens des distributions.
=
Or f7(x)=m id"(m =7 id‘(x—Znn) )

Autrement dit Y 2cosX) =-1) Fpny =—1 D F(x-2n7) .

n=1 n=—oc0 n=—oo0

Et ainsi de suite ! Ainsi, certaines séries trigoatriques grossiérement divergentes ont toutefois
des sommes dans I'espace des distributions...

Revenons a la formule obtenue en e). Elle s’éogsa(au sens des sommes partielles symétriques) :

Sen = 21 Gy = 21> Ax-207) = 2Mhgr,

n=-o0 n=-o0 n=-c

C’est le développement en série de Fourier du peaiignDirad\y;:
Appliquons cette formule a une fonction téset notonsp sa transformée de Fourier

o(x) = [ eg().dt.

Il vient, d’'une part : <§einX o >= i<ei"X,¢> = id)(—n) = id)(n).

n=-o0 n=-c n=-c n=-c
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D’autre part : <ﬂi5(2nm b >=2n i<5(2nn),¢> =2n i¢(2nn) .

n=-o0 n=-o0 n=-o0

Ainsi - 1609 Som = 2t éEn

n=—o0 n=—oc0

C’est la fameuséormule sommatoire de Poissonqu’on peut s’étendre a des classes de fonctions
plus générales que les fonctions-tests. Formulel'quepeut démontrer élémentairement, et que
Poisson a démontré jadis, sans les distributiores. <l avait fallu attendre I'invention des
distributions pour la trouver, I’Analyse n’auraiap décollé depuis le début du XIXéme siecle. De
méme, si I'on avait attendu la construction desiuttes pour inventer la roue, on serait encore a
'age des cavernes! Cela dit, 'un des plaisirthétiques des théories puissantes est qu’elles
permettent de retrouver élégamment des résultattegumathématiciens ont jadis démontré en suant
sang et eau.

5. Equations différentielles

Commencons par les deux équations différentiefleplus simples : T'=0et T' = U.
Mais auparavant, nous aurons besoin d’établir le :
Lemme: Lorsqued décritD , sa dérivéd’ décrit

Do={Y09; J-j:(//(x).dx =0}, qui est un hyperplatieD.

Preuve:
a) Tout d’abord, sp est une fonction test, sa dériggeest également une fonction-test.

De plus il est clair quefoo¢'(x).dx =0.
b) Réciproguement, sajt une fonction-test telle quEw(//(x).dx = 0. Posons, pour tout

o) = '[_X YAt).dt. Cest une fonction & nulle au V{w), et égale z‘{mz//(x).dx pourx assez grand,
c'est-a-dire nulle poux assez grand. Bref, c’est une fonction-testh’Ex) = Y(x).

Remarque Les algébristes reconnaitront avec délicesite snacte :
0 9 -9 - C - {0}

ouD:p - dpetT:y - fw(/l(x).dx.
Proposition 1: Pour gu’'une distribution T ait une dérivée nuilefaut et il suffit qu’elle soit

constantei.e.de laforme < T¢ > = cfw¢(x).dx.

Preuve: Si T = ¢, on vérifie sans peine que T’ = 0 acdécoule d'ailleurs du § 4.1.
Réciproquement, si T'=0, alors <Tp,>=0,donc <T ¢’ >=0 pour toute fonction tegt.

Or, lorsquep décritD , ¢’ décrit Do={ YO0 D; jw(x).dxz 0}, qui est un hyperplade 9.
Soit0 une fonction-test telle quﬁﬁ(x).dx: 1.

Touted 0 D se décompose de maniere unique sous la formg + < 1,6 >0, ouy 0 Dy .
Alors <T ,0>=<T P>+<1¢><T,0>5=<TB><1,0>:T=c,ouc=<TO>.

Théoreme 2: Toute distribution T admet une primitive U, et ggimitives sont de la forme U + cte.

Preuve: La deuxiéme assertion découle de la proposfirésédente.
Supposons le probleme résolu:siU' =T, alag 09D <T,p>=<U ,¢p>=-<U,¢’ >.
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Cette formule détermine U s . Reprenant les notations de la proposition préatgp s'écrit de
facon uniquey + < 1,0 >0, ouy 0 9Dy . NotonsW(x) = J'_X Y(t).dt. C’est un élément d®.

Définissons U par: <Uf>=-<T,¥ >,

Onabien<U $p>=-<U,p’>=<T,¢ >, car la décomposition dg estp’ = ¢’ + 0.6, et le
W(x) correspondant @'(x) vaut(x). U est bien une primitive de T.

Il reste @ montrer que c’est une distribution acedt laissé en exercice.

Exemple: cherchons une primitive U & En vertu de ce qui précéde, posons :

+00

<Up>=-<5,W>=-[ yt)dt = [Cw.dt = [0t

c'estadire <U¢$>= me(t).¢(t).dt, ou H est la fonction de Heaviside.

Exercice 1: Résoudre T-AT =0 au sens des distributions.
Solution: T'-AT=3 < e ™(T -AT)=e™3 « e™ (T -AT)=5

- %((e_)‘xT) =5 - e™MT=H+c - T=e)‘x( H +c)
Avec Maple:
>dsol ve(di ff(T(x), x)-Ianbda*T(x)=Di rac(x), T(x));

T(x) = (Heavisidéx) + _C1) e

Exercice 2: Résoudre T” — 3T’ + 2T ® au sens des distributions.
Solution: L'opérateur B-3D+2l= (D-=2l)o(D-1)incite aintrogte S=T" —T.
Alors S’ —2S =, donc (ex précédent) $E ezx( H(X) +c).

, _ 22X X , _ X d X _ X
T-T=e"(Y(X) +c) =« e (T'-T)=€e (HKX +c) = E((e T)=€e (HX +c).
Cherchons une primitive de” H(X) = H(X) + (eX -1)HK) .

Une primitive de HX) estx’ = xH(X). Une primitive de la fonction continuee?— 1) HK) est.
J'_X (e-1)H(t).dt =0 pourx<0 , € —x—1 poux=0
En résumé, une primitive de” H(x) estf(x) =0 pourx<O, €-1 pourx= 0, i.e. (ex —1)HK).
Aufinal, e *T= (e =1)HK +ce +d et
JE (= )HK) +ce+de.

Avec Maple :
>dsol ve(di ff(T(x),x,x)-3*diff(T(x),x)+2*T(x)=Dirac(x), T(x));
T(x) = (& Heavisidéx) — Heavisidéx) + & Cl+ C2 &

Exercice 3: Résolution de u’au =T, avec u, T distributions at] C°°(R).
Notons A une primitive de.

uU+al.u=T « (u+ax).u)e® =T.e¥ o %((u.e“x)) =T.e

- u.e = j TRNedx  ( primitive de Te"¥ )

Exercice 4: Résoudre T” —eoz.T =det T'+ ooz.T =9.

Ce sont des équations du second ordre a coefficgamtstants. Cherchons une solution particuliere
de T" —w’.T =5 de la forme TX) = H(X).f(X), ouf est de classeT
Alors T — o®.T = H.(f" = f) +£(0).5+(0)5 = 5
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est satisfaite lorsqué’ — W f =0 , F(0) = 1 etf(0) = 0, c’est-a-diref(x) = L;;X)
Il reste a ajouter la solution générale de I'équratiomogene associée :
ﬂzAm@m+am@m+mn§%§9.

Idem pour la seconde équation.

>dsol ve(di ff(T(x), x, x)-onega™2*T(x)=Di rac(x), T(x));
1 - -
> Heavisidéx) e (-1+ e(zwx))
c2+e® c1+

-WX)

T(x) :e( w

>dsol ve(di ff(T(x), x, x)+onega™2*T(x)=Di rac(x), T(x));

T(x) =sifwx) _C2+cofwx) Cl+ HeaViSid((i()) sin(« x)

6. Distributions sur R".

Nous ne faisons qu’esquisser le sujet.

Définition 1 : Sif : R" — C, on nommesupport def 'adhérence de % ; f(x) # 0 }.
On appellgonction-test, oufonction de base une fonctionp U C°°(Rn, C) a support borné, ou, ce

qui revient au méme, a support compact, c'est-@-didle en dehors d’'un ensemble bornéRde
dépendant dé.

Rappelons que les parties compacteR'aeont les parties fermées bornées.

Exemple: La fonction H définie par Bt(y) = expx2_|_7§/2_:L six + y2 <1,0 six’ + y2 > 1 est une

fonction-test.

L’espace vectorieD I'espace vectoriel des fonctions tegts] C°°(Rn, C) est muni de la notion de
convergence suivante. La suifg) d’éléments dé& tend vers I'élémenp deD si :

i) Les supports defg sont contenus dans un méme compact K ;

i) Les dérivées partielles de tous ordres ¢lesonvergent uniformément vers la dérivée partielle
correspondante dig

Cette notion de convergence posséde les prépregivantes :
a) Sip est un élément d®, la suite constante égalé a&onverge verg.

b) Si bk) et k) sont deux suites d’éléments @etendant resp. vels et Y, la suite .ok + Yy)
converge vera.$ + (.
c) Si k) converge verg, toute suite extraite converge vers
d) Si k) converge verg, la suite(%) converge vers%. Les dérivations partielles de tous
j i
ordres sont donc des endomorphismes (séquentigitgoentinus deD.

Définition 2 : On appelldistribution surR" une forme linéaire (séquentiellement) continue®ur
i.e. une application : T:009D - T)=<T,6>0C vérifiant :

DL<TAD+YP>=A<T ,p>+<T,p>
(D 2) Pour toute suitepg) d’éléments dé&D tendant ver 0D, limp_ o <T,0x>=<T,$>.

Exemples 1) L'applicaton Ty 09D - j..JRn¢(x).dx 0 C est une distribution.
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L’ensemble des distributions est n@é& C’est un sous-espace vectoriel du dual algélkerigti de
I'espaced. Nous allons munir & son tour cet espace d’'unemale convergence.

2) Plus généralement, pour toute fonction localdrimaégrablef deR" dansC,
009D - '[J-R f(X).#(x).dx O C est une distribution.

Définition 3 : On dit que la suite (J de distributiongonvergevers la distribution T si, pour toude
09, la suite ((¢)) tend vers T¢).

Cette notion de convergence possede les mémeséiéspgue la convergence dabs

Définition 4 : Pour touf O {1, ..., n}, et toute distribution T sURn, on nommegTT la distribution
j

définiepar<g—;2_ ’¢>:_<T’g_>€ >

7. Exercices corrigés

Exercice 1: Aux fonctions ci-dessous peut-on associer usgibdution suR ?
00 =€, 1=K , ) = X , :sin% Cf)=Ink |
®=x¥, 9=, f9=21, f0=%.

WX

Solution :
Les 7 premieres fonctions sont intégrables sur segment, donc définissent une distribution. Les
deux dernieéres ne sont pas intégrables-sdr, [1], donc ne définissent pas de distribution.p@at

néanmoins contourner cette difficulté et leur amsdes distributions v.p}( et Pf%.

Exercice 2: Montrer que <S¢ >=6¢(0) +3¢"(4) -¢"(m et <THp>= iqj(”)(n)
n=0

définissent des distributions.

Solution :
S est une forme linéaire s@ix, et elle est continue, car g est une suite de fonctions tests tendant
vers, chacune des suitesbkfm)) converge simplement ve¢§m) SUrR.

+00
Le cas de T est un peu plus subtil. Tout d’aboadyrfioute fonction-tesp, la sérieZqﬁ‘“)(n) car

n=0
c'est une somme a support fini. T est évidemmerddire. Quand a sa continuité, on peut certes la
déduire du théoréme de Banach-Steinhaus-Schwaaitg,an peut aussi la montrer a la main.
Soit (@k) une suite de fonctions tests tendant erses supports de sont tous inclus dans un
méme segment [a, b], lui-méme inclus dans un segmisin N], ou N est un entier.

Alors <T ,¢k > = ZN:¢|£”)(n) - ZN:¢(n)(n) =<T ’¢ >
n=0 n

=0

Exercice 3: Définir la distribution TAX) pourA # 0. Quelle est sa dérivée ?

Solution :
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Commencons par noter quef(<x), ¢ > = f: f(—X).¢(x).dx = f: f(x).9(—x).dx,

en convenant de confondre fonction et distribuéissociée.
Cela suggére de poser <N)(d > = <TK), o(—x) >.

On introduit les notions de distribution pairerapaire.

Ainsi, & est une distribution paire, sgrune distribution impaire.

De maniere plus élégante, notoils = T(-x) et @ (X) = ¢(-x), alors <T, ¢ >:=<T,9 >.
Notons que %(T(—X) = -T'(-X).
En effet, si I'on note(x) = ¢(-x), il vient :
< %(T(—x) H>=-<T(X),0'> = -<TK, ¢'(-x) > = <TK), P'(x) >
=<T,PX) > = -<T,d(-X) > = <=T(-x), ¢ >

Application: retrouvonsy'.
[X| = x.H(xX) — x.HEX) implique  [x]" = H(X) + x0(X) — H(=X) + x.8(-x) = H(x) — HEX) = sgn(x).

Plus généralement, on est amené a poser, en diatings cad >0 eth <0 :

<HY . ¢> = ];1[<T'(x),¢<ﬁ)>.
Car, pouik > 0, <f(AX), & > = f:f()lx).¢(x).dx = 7'1 f:f(t).¢(%).dt = ]1<f,¢(7><) >
et, pou <0, <f(Ax), ¢ > = [ f(1%).().dx =-4 f:f(t).qﬁ(%).dt =-d<f,005)>

Exercice 4: Propriétés de la multiplication.

Soienta : R — C une fonction &, & la mesure de Dirac.
1) Vérifier quea.d = a(0).0 ; en déduire que.d = 0.
2) Vérifier quea.d = a(0).8 - a'(0).3 ; en déduirexd = -5, x5 = 0, puisxd ™ = - &ML,

d - da dT
3) Montrer que dx(a'T) I T+ a. O -
1

4) Vérifier quex.vp X 1.

5) Montrer que, pour gqu’'une distribution T dRirvérifie x.T = 0, il faut et il suffit que T soi
proportionnelle &. Valeurs et vecteurs propres de I'opérateus X.T ?

6) Trouver les distributions T telles queT = 1.
7) Trouver les distributions T telles qu(g.T =0, respxn.T =1.
8) Soit S une distribution. Montrer que ( gipS = 0 si et seulement s'il existe une suitg {6z

telle que S =) Cn.uy -

n=-oco

Solution :

1) <a.d,0>=<38, 0.0 >=a(0)6(0) = <a(0)3, d >. On en dédui.d = 0.
<a(0)d - a'(0).5, ¢ > =-a(0).4'(0) - a'(0).6(0) =— (@d)'(0) = <& , ad > = <a.5 , ¢ >.
On en déduitxd = - 5, x%5 = 0, puisxd ™ = - g™,

<98 1+ 0dl 9>=<7 98¢50 <Ol p>=< 7,98 ¢>-<T L @e)>

E<T,G_¢,>=_<G.T,¢,>=<%(G'T)1¢>'
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1 = 1 =i —X¢(X) =i
4) <XVPL o > <vp3 X0 > =limg_ o+ J‘;ZE X Ax =limg_ o+ ,[sz(x)'dx
{7p.dx =< 10>
5) Tout d’abordxd = 0 en vertu de 2).
Réciproguement, soit T telle gu& = 0. Pour toute fonction testd ,¢ >=0,i.e.<T xp >=0.
Or en vertu du théoréeme de division des fonctigrsvebles (rappelé au § 1.1.), une fonction gest
est de la forme¢ si et seulement &(Y) =<d6,P >=0.
En vertu de la théorie de la dualité, T s’annulel'typerplan Kerd, donc T = &.
Plus généralement, tout réeést valeur propre de I'opérateur-T XT, et I'espace propre associé est

la droite &;.
B)XT=1 = x(T—vp=;|(- )=0 < T=vp=;|(- + 0B
NX'.T=0<= 0009 <X'T,$>=0 = 0609 <T,X'p>=0
En vertu du théoréme de division des fonctionsvdéles, cela équivaut a
Oy 09 wO) =w©) = ... =" D) = 0 = <T,P>=0
OP0D <5,p>=<8,p>=..=<3"D y>=0= <T,9>=0
La théorie des multiplicateurs de Lagrange donne :
T 8+ + ... +crg.om D

Exercice 5: Calculer, au sens des distributions les dérig@esessives dg|| ainsi qu’une suite d
primitives successives.

D

Solution : Notons T =j| = sgnK).x. Alors T'(X) = sgnk), T" = 29, etc.
Eneffet <T ¢>=-<T,§' >=- j_+°°|>4.¢'(x).dx = j° X@'(x).dx — j0+°°x¢'(x).dx
0 +00 +00
{_m¢(x).dx + jo #(X).dx = j_msgnm(x).dx
Et <T",0>=-<T,¢'>= f @'(x).dx - J'O+°°¢‘(x).dx =2¢(0), etc.
Une primitive de T est2/2 pourx=0, - x2/2 pourx < 0, autrement dit sanx2/2.
n+l

Une primitiven-eme est sglx][m . Elle est de méme parité qoe

Conclusion: au sens des distributiong’ F sgnk) , K| = 20.

Remarque On pouvait aussi observer qué 9x.H(x) —x.H(=x), et utiliser les régles algébriques de
dérivation.

Exercice 6: Calculer, au sens des distributions, les désivBerdre 1, 2, 3, 4 des distributions

SkEqinx , T =X|.cosx.

Solution :

S = X|.sinx a pour dérivées

S’ = K'.sinx + [|.cosx = sgn).sinx + x].cosx

S” = 20.sinx + 2.sgnk).cosx — [x|.sinx = 2.sgnk).cosx — [x].sinx.

S = 49d.cosx — 4.sgn).sinx — [x|.cosx = 40 — 4.sgn).sinx — |x|.cosX.

Exercice 7: Calculer, au sens des distributions :

2\ H(X) sin(ax) dm H().xm .
W) o et ax (ma)i pourm entier= 1.

d _ M
(s ~MH®-e™ . (G
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Solution :
< S HW.EY 0> == <HE.E 0> = - [THYerg(9.dx = - [ enp(0.dx

=$(0) +)\J'O+me"x¢(x).dx , par IPP, donc (di -A )H(x).e)‘X =0 , mesure de Dirac en 0.

Autre solution: %(H(x).e)‘x) = %—';'( )‘x =9. e X4 AH(X) e =90+ AH(X) e)‘x en vertu
du § 4.3.

“d2 H(X)sin(ax) _ _HXsIn@X) .. _ 1 [ "
< & TSN > = < TOTE g > L jo sin(ax).¢"(x).dx

=0(0)-w j+msin(ax).¢(x).dx , au moyen de deux IPP.
Conclusion : ﬁ + w ) —————" H(x)sm(ax) =90, mesure de Diracen 0.
Autre solutionvia 4.3. :
& W H (%) S'“(“X) + 2 H'(x).co860x) — H(X).0 Sin@x)
sm(ax)

=d(X)———=F + 29(x).cos(ux) — H(X).w sin(x) =— 0 + 20 — H(X).w sin(@x) = & + H(x).w sin(x)
Pourm=1, & H(X) = o(X).

d H (X) . Xm—l _ Xm—l Xm—2 Xm—2

Pourm= 2, R = R =] o+ m2)! H(x) = 2 H(x).
H(x).xm  xms dm2 H(x).xm1

Du coup,% (mD)! = m3)! H(x), etc. X2 (m—l)! =x H(x),

dm—l H X1 m-1

T (glf)! = x 5(x) + H(x) = H(), et finalementd—xm ((r)r?_i(), = 5(x).

Exercice 8: Toutes les dérivées sont a calculer au sendigiiutions.
1) Calculer les dérivées successives de % tos
2) Calculer les dérivées successives de lalaligion U(X) définie par :

W = +1 pour (2—1)777<x<(2<+1)ﬂ,
L =-1 pour (x+1)’—2T<x<(2<+3)’—2T,

ouk prend toutes les valeurs entiéres paires.
3) Retrouver les résultats de 1) en écrivazusk | = U).cosx.

Solution :
<|cox|, ¢ >=-<|cox|,p>=~- .|'+°°|cos4.¢'(x).dx
— Z j o ”’2( 1)kcosc.#'(x).dx = Z( 1)k+1j - sinx.¢(x).dx = [TF(.4(9.dx

ou F est la fonction définie par X¥E (—1) L sinx pour x 0 ] kre=1v2, kit + 102 ].
Cela dit, le mieux est de généraliser la questuseép.

Exercice 9: Montrer que <T¢ > = J.O+wlnx.¢(x).dx définit une distribution.

Trouver la dérivée de cette distribution.
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Solution :

La fonctionf définie parf(x) = Inx pourx > 0, 0 poux < 0, est localement intégrable.

Pour toute fonction tegt, la fonctionx - In x.¢p(x) est intégrable sur ]0,cef.

Au V(+m), la fonction est nulle ; au V(0+), kad(x) = O(Inx), donc est intégrable.

T est donc définie, et clairement linéaire. Il eedtmontrer que, pour toute suitg) d’éléments de

P tendant ver$ 0D, limy_ o <T,dn>=<T,$>. Laissons cela au lecteur. Au fond, cela découle
de ce que la fonction ¥(= Inx pourx > 0, 0 pouix < 0, est localement intégrable.
En revanche, la quasi-dérivée fledéfinie parf'(x) = 1k pourx > 0, O pourx < 0, n’est pas

intégrable. Nous allons donc régulariser I’intégrtziilvergentej.O m@.dx.

<THh>=-<T,0> = —J'0+°°Inx.¢'(x).dx.
Une intégration par parties donne :

[Inx.g.dx = inx gL - jo”"ﬂ):‘).dx.

Mais I’intégraleﬂw@.dx peut diverger, et lign, o+ In x.¢(X) n’existe pas toujours.

Il vaut mieux utiliser une primitive dé¢’ s’annulant en 0p(x) — ¢(0) ; cela résout le probleme en 0,

mais J:ww.dx diverge en ¢. Cassons en deux !
+00 1 +oo
jo Inx.¢'(X).dx = j0|nx.¢'(x).dx + jl Inx.¢'(X).dx

Inx. (90—~ O)]; - I:w.dx + [Inx. g0l - j;”@.dx.
- [FO90) g 8 g5
0 X 1 X

1 —_ +00
En conclusion, <T¢> = IM_dx +I M,dx (2).
0 X 1 X
On pourrait remplacer 1 par tout réet 0, le résultat est le méme. On peut aussi écrire

[Inxp.dx = time_o. [ Inx.g(9.x = limg .o [INnx.pOOL” - j@dx
= ligLos — In€. O(E) - Ew@.dx.

D'otl <Th> = lim_os (INE). d(E) + Lm@.dx @)
Comme lim_o+ In€. (¢(€) —d(0) ) =0 (pourquoi ?), on peut aussi écrire :

<T9> = lime_ov (e).00) + [Max ().

En termes savants, T =XH(X) a pour dérivée T’ = P@ .

1

Exercice 10: Montrer que la fonction K = In | définit une distribution, et qu%ln X =vp X

Solution : Tg est une distribution car F est localement intégrabl

<T0>=-<T,¢> = - j_*:|n|>4.¢'(x).dx =- j0+°°|nx.¢'(x).dx - fw|n(—x).¢'(x).dx
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lir_o+ (In€).$(0) + J':”@.dx +lime_ o+ — (In€).0(0) + J’__:@.dx.
ling_. o+ j:w@.dx + j__:@.dx = lime_os szg@.dx =vp f:@.dx.

En reprenant les calculs précédents.

Exercice 11: Calculer, au sens des dlstrlbut|ons< In KX .

Solution :
Preuve directe

<xinp0> = <Liny xo> =-<ini, oy > = - [ X (xg).dx
- j_m|n(—x).(x¢) dx - jo Inx. (xg@)".dx
=~ limg_o- [ IN(=X).(x)"dx ~ limg_ o+ J;mlnx.(x¢)'.dx = (IPP) =[p(9.dx.

Preuve indirecteon a vu quec%(ln x| = va;I(-. Tout revient a vérifier que. vp% =1

Cela a déja éte fait.

Conclusion: Au sens des distributions.%(ln x| =

Exercice 12: Un exemple de partie finie de Hadamard
1 —_— M- 1 1 .
1) On note Pfﬁ) =-F"= (vp;) . Montrer que :

O0p 09D < Pf(%) O >=1limg_ o4+ I+WM dx = j+°°¢'(X)—¢'(—X) dx

= limo+ |
—=j InjX.¢"(x).dx.

2) Montrer enfin quex Pf( )—

=P +P(= X) 200) 4y = j+°°¢(x)+¢( x)=260) 4

Solution: <Pfts), 6> =-<uply, o> = <vpl ¢'>
Hime o j@g@.dx = timg . [ "ZHEN) gy
Une IPP donn{wM.dx = ij.dx, 0l g&) = d(X) + (~X) - 26(0)
[ (X)} J‘*°° 909 4y = _ HE+(= 5) 2¢(0) J'+°°¢(X)+¢( X=240) 4

¢(£)+¢(—£) 260 quanct — 0 car d(x) + d(=x) — 26(0) = O¢d) au V(0)
Donc < pr) 6> = lim_g j+°°¢(X)+¢( X)=26(0) 4 = j+°°¢(X)+¢( X)=260) 4x

( mtegrale faussement impropre en 0).

2) x Pf( ) =1 en vertu du calcul ci-dessous (par exemple) :
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<@ PiL), 0> = <Pih) oo > = [XAIDEN) gy = (g (). = g ax.

Exercice 13: Montrer que la fonctiof définie parf(x) = 0 pourx < 0, \/; pourx > 0, définit une
distribution. Calculer sa dérivée.

Solution : La fonctionf est localement intégrable. Sa quasi-dérivée vaautr(-o, 0], et# sur
X

10, +oo[, qui est localement intégrable. Nous allons Gutériser.

Précisons: & ¢ >=-<f, ¢’ >=— j X #(¥).dx = limg_o— L+°°\/§.¢'(x).dx
Intégrons par parties+ J. “Ix.#).dx = e pe) +j ¢(x)2\/—

uande - O, cela tend vers - xﬂ.
Q J #0053

En resume (\/_H(x))- H\(/)g

Exercice 14: Montrer que la fonctiof définie parf(x) = 0 pourx < O, —\/1—— pourx > 0, définit une
X

distribution. Calculer sa dérivée.

Solution : La fonctionf est localement intégrable. Sa quasi-dérivée vautr §-o, O, et—%X‘W2 sur
10, +oo[, qui n’est pas localement intégrable. Nous all@nsgulariser.

Précisons : B o>=—-<f,¢'>=- .[Omm.dx =-limg_ o L+w¢l(x).dx.

Jx Jx

Intégrons par parties :—J:w%.dx = % + J:wq)(x) 2;},2 dx.

Commed(g) = $(0) + O€) quande - 0, on a finalement :
£ 0> = lim o ( ¢(O) + ["p095 2 ax ).

Exercice 15: Pour quelles valeurs du réelf(x) = x> pourx > 0, 0 poux < 0, définit-elle ung

distribution ? Calculer sa dérivée.

Solution :
On sait qud est intégrable sWR ssia > 0.

£ 0>=—<f, ¢ >=- J'0+°°x”-1€X.¢‘(x).dx.
Intégrons par parties, en notant duiex) est dérivée dé(x) — ¢(0). Il vient :
4 >=-<t, 4> = [ (@pex)e 220 gy

Autrement dit : g, 0>=<@-1)f-xf, ¢(X);¢(O) >
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Exercice 16: Quelles sont les limites, au sens des distidngti des suites de fonctions suivantes|:

- 1 - _LZ n _. . — X \N
H(®) (1+2L;)n O =(1-55)" si Kl <~/2n , 0'sinon ,hn(x) (cosﬁ) :

+oo K2
ainsi que la suite = % > e 2 G -

k=—00

Solution :
Réponse : Les quatre suites convergent au serstissutions vers la gaussiennexist €2,

Les trois premiéres suites de fonctions tendenplgiment vers G, et sont uniformément bornées.

Par exemple, si I'on fixg, on a |% |< 7—27 pourn assez grand, donc
n

(cosﬁ)n = exp(n.In cosﬁ) = expf.In( 1- ZL; + o(% ) = exp(—x?2 +0(1).
Si ¢ est une fonction test, de support inclus danb][a,
[74.9.0.0x = jb fa (X). H(X).dX J.:G(x).¢(x).dx = [T6(x).4(x).dx
par domination f,(X).0(X) |< || |k. Idem pour les deux autres, cgp(X) |< 1 et |ha(X)| < 1.
<Th,0> =Jn- ie_%.ﬂ%) - J.:G(x).¢(x).dx = J._Jr:G(x).¢(x).dx par sommes de Riemann.

k=—0c0
>wi th(plots):a:=plot(exp(-x"2/2),x=-8..8,thickness=2, col or =bl ack):
f:=(n,x)->1/(1+x72/ (2*n))"n; q: =n->pl ot (f(n, x), x=-8..8):
di splay({a, seq(qg(n),n=1..9)});

4
>h:=(n, x)->cos(x/sqrt(n))”n: p: =n->pl ot (h(n, x), x=-8..8):
di splay({a, seq(p(n),n=1..9)});

-4

Exercice 17: Quelles sont les limites da@s, quandh - 0, des distributions suivantes :

O O Oen 02 =29 1 Vo qw
2h ' 4h2 ' 2h)y kZ::,)( 1)*.CK.On-20m) -

Solution :
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< % O >= % ~ $'(0), en vertu du DL(h) = $(0) +¢’(0).h + OfH?).
et o PRHEN2H0) gy
en vertu du DLo(h) = 6(0) +¢’(0).h + $(0). % + o).

0% 5 FantOm=29
2h ’ 4h2

N 6,1.

Conclusion:

Exercice 18: Quelles sont les limites da@s, quandn — o, des suites de fonctions :

fn(x):ﬁ.en% et R = fa@.dt .

Solution: [ 0 (%), 4(¥).dx = —\/L [ +°°€U2.¢(%).du ( chgt de vau = nx)
—o0 JT v
S L I+m€“2.¢(0).du =¢(0) =<6, > par convergence dominée.
_\/% —00
Fa0) = [ fa (0).dlt = ﬁ [Tev.du - 0 six<0,%sx=0, 1sx>0.

,E: Fn (). #09.dx - jo+w¢(x)-dx = J.0+°°H(X).¢(x).dx par convergence dominée.

Conclusion: (fy) - 9§, (Fn) — H, ce qui est assez logique.
Avec Maple :
>f:=(n,x)->n/sqrt (Pi)*exp(-n"2*x"2);
>F.=(n,x)->int(f(n,t),t=-infinity..x);
>int(f(n,x),x=-infinity..infinity);
‘ csgr(n)  csgin®) =1
00 otherwise

>with(plots):

>p:=n->plot(f(n,x),x=-4..4, thickness=2);display([seq(p(n),n=1..4)]);

>q: =n->pl ot (F(n, x), x=-4..4, thickness=2, col or=bl ue);
di splay([seq(q(n),n=1..4)]);

1

1.Eﬂ
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Exercice 19: Montrer que
Lim)\_,+oo )\G‘”XH(X) =9 le—>0+ )\G‘”XH(X) =0

Solution : Par convergence dominégdst bornée !)
AePH(X), d(X) > = j0+°°/1wx.¢(x).dx = Lme“.qﬁ(%).du

tend versjo+w€“.¢(0).du = ¢(0) quand\ - +o, et vers O quani— O+.

On reconnait les propriétés de la valeur initidleles la valeur finale vues dans le chapitre sur la
transformée de Laplace.
Plus généralement, nous avons vu (chap. sur tnamafimn de Laplace, exercice final) que

¢"(0)
+ An+1

< ePH(X), d(x) > = j0+w€ﬂX.¢(x).dx = @ + @ + . + O()IT1+2) au V().

On en déduit par exemple que Lim+o ()\zc-ﬂxH(x) -Ad) =-10, etc.

Exercice 20: Suites de fonctions tendant verd . Montrer que :

Lime_ o+

1 &
JT X2+&

Solution :

1 ¢ -1("_¢ =11 O =
<l FEoo>=L1] Eosde=L[ Hoge@d - L[ ls0.dt =00),
par convergence dominég ést bornée).

La deuxieme limite se traite par IPP ou par coritinde la dérivée.

<Z/1_E exi > = 5\/1_7; f:erx2/4t.¢(x).dx = —\/177 f:t,ruz.¢(2u\/t_).du ( chgt de vak = 2ut )

- —\/1_— J. ooeruz.¢(0).du = ¢(0) par convergence dominé st bornée).
JT o™
>with(plots):f:=(epsilon,x)->1/Pi *epsilon/ (x"2+epsilon”2);
p: =epsi | on->pl ot (f (epsilon, x), x=-4..4, col or=COLOR(RGB, rand()/10"12,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2);display({p(1),p(0.5),p(0.25)});

1.2

Exercice 21: Montrer qu’au sens des distributions

X - 1
arg - VP

Lim _ o+ 1 - v.p.— —iToO.

Lime . o+ XHE X
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Solution :

< g 0>= J'_:ﬁ.ﬂx).dx = .[Om ng §.¢(X)_f(_x).dx, apres pliage.

Or Xz)_(: 2 ¢(X)_)é¢(_x) |S |¢(X)_)é¢(_x) | , majorante intégrable.

. X = P)=HX) 4y = 1
Par conséquent o o> J:) ” adx =<v.p. " 0>

Autre solution :

x _di1 2 2 1 2. 2 e
2 - dx 2 In(x"+¢€7). Or 5 In(x” +€7) tend vers Inq en tant que distribution.

L, L 1 2. 2 d - 1
Par continuité de la derlvatlon(%( 5 In(x” +¢7) tend versE(In X = v.p. X"
1 - ["x-ie - [Tx_ —iffe
<o 0>=[ X8 9(9.dx j_w i #09.dx - i j_w 7o P09.dx
et I'on conclut a I'aide de ce qui précéde et dadrcice précédent.

Exercice 22: Trouver les limites, au sens des distributiaiescosx) , sinfix) , €™ .

s _ 5

En déduire qu'au sens des distributions  [im P

Montrer que < v.p% L >=v.p. fm&)((w()gﬁ(x).dx définit une distribution,

et que Limy _, +eo v.p.% =0.

Solution :
1)<en, ¢>=[ empx).dx = [:enx.¢(x).dx = (pP) =L [:enx.¢'(x).dx,

la partie intégrée étant nulle. On en déduit quee), ¢ > |< % fﬂq)‘(x)[dx = O(%).

Conclusion: bien que la suite de fonctiong™¢) diverge presque en tous points, elle tend vers 0
sens des distributions. Idem pour les suites déallisions (cosx)) et (sinfx)).

Remarques a) Voici une autre preuve. La suite de fonctioﬁnse'”x) tend uniformément vers 0,

donc tend vers 0 au sens des distributions. Pdincité de I'opérateur de dérivation, la suite de s
dérivées tend vers 0.

b) Le fait quen soit entier n’est pas indispensable.
c) Ces résultats rentrent dans un lemme de Riernebesgue général mentionné en cours.

1 sin(vx) _ 5.

2) Montrons maintenant que Lim, 4o X

1 sin(vx) _ 1 [sin(vx) _ 1 sint) .t 1 sin() _
<EINC 0> =L [ SRR eMdx= L[ =Ead)dt - L[ =SE90).dt =0(0),
mais la il n'y a pas convergence dominée... Ecrivons

<L 5o <595> =1 [N (4)-p0).dx = L ["sinm) 2920 ax o

en vertu de ce qui précede, c¢ X);¢(O) est une fonction-test en vertu du théoréme deidivides

fonctions dérivables.
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3) Par définition, v_pf*&)((w%(x).dx = liMg _. o+ Lg&x(wo_ﬂx).dx.

Aprés pliage,jm&x(w().ﬂx).dx = meos(vx)w.dx - J‘Omcos(vx).w.dx.
cos(X)

X
Cette limite est une distribution en vertu du tleéoe de Banach-Steinhaus-Schwartz.

Ainsi, pour toute fonction-tesﬁ} ‘ .P(X).dx a une limite.
X2€|

A noter que v.p% = cosXx). v.p. %

Enfin jomcos(w)w.dx - 0 quandv — o en vertu de ce qui précéde...
>with(plots):f:=(nu, x)->1/Pi *si n(nu*x)/x;

>p: =nu->pl ot (f(nu, x),x=-3*Pi/2..3*Pi /2, col or=COLOR(RGB, rand()/10"12,
rand()/ 10712, rand()/10712),thi ckness=2); display({p(3),p(6),p(9)});

2.5

+Nn
Exercice 23: Trouver la limite, au sens des distributionsndyau de Dirichlet R(X) = Zekx .
k=-n

Solution :

Ce résultat a déja été établi dans le cours, nuais allons le retrouver par deux méthodes.

1°"® méthode, directe

sin((n+1/2)x)
sin(x/2)

Soit¢$ une fonction-test, de support inclus dans [zﬂ bH(2N + 1)t (2N + 1)t].

ona <@ ,p>= [T iy - (SO0 g o

_4 rsin((+1/2)x) _ rsin((nH2)x)
=2, [ sings - eocranbdx = [ SECEE p9.dx

On sait quéDp(X) = pourx J 2rZ , 2n + 1 sinon

ou Y(x) = §¢(x+2nn). Ecrivons alors :
n=-N
7 sin((n+1/2)x) 7 sin((n+1/2)x) _
L singz; 4018 + [ = Gems=-(409-4(0)).dx
=[ Da(x).4(0).dx + j_’;sin((n%)x).sing( /2).‘/’(X);‘/’(°).dx.
Cette derniere intégrale tend vers 0 en vertu éenBnn-Lesbegue.

<Dp,p>=
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La premiéere vaut 12y(0) = 2t i¢(2km :

k=—00
. _ +00 (2<+1)HM
En conclusion< Dy, ¢ > = k;” I(Z(_l)n sin(x/2)

Rappelons que la somme est a support finipcest a support borné.

$0.dx — 210> Pk .

k=—c0

Conclusion La suite ([}) tend vers le peigne de Diraat Z,J(an) .

k=—00

2éme

méthode, indirecte
Commencgons par montrer que la suitg@)(Bonverge dans I'espace des distributions, autnémtié

+00
que la sérieZeinX converge (au sens des sommes partielles symé&tjique
n=—oc0

iNX

Pour cela, considérons la sérE
ilznz0

sa somme est une fonction continaep2riodique et paird,
, anx o
Par consequentz —- converge versTdans I'espace des distributions.
Znz0

- . Elle converge normalement daRsdonc uniformément, et

+00
Du coup, sa dérivée second® ‘€™ converge, ainsi bien sar qu e™ =T.

znz0 n=-c
Reste a montrer que T F&
) o ) IX — 'x_l
exT = ex ZG'"X =T,donc € -1).T =0. Cela s’écrit aussi X .T=0,o0u X estC.
n=-—co
On en déduit, en vertu des propriétés de la midépbn des distributions (voir exercice), que

ex-1

.T=cd, donc T =ad.

Autrement dit <3, ¢ > - a.¢(0) pour toute fonction-tegt Reste a montrer quee=1...
Pour cela, choisissons une fonction-teske support inclus danst, 1 et telle quep(0) = 1.
Par Dirichlet, <3, ¢ > - 2, donca=2rt

>with(plots):

>p:=n->plot(sin((n+l/2)*x)/sin(x/2),x=-15..15,-3..10, thi ckness=2,
col or=COLOR(RGB, rand()/10712, rand()/ 10712, rand()/10"12));

>display([seq(p(n),n=1..5)]);

Convergence du noyau de Diniet vers le peigne de Dirac
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Exercice 24: Quelques équations différentielles
Résoudre dans I'espace des distributions les émsadiifférentielles :
uxu=>% , uU+u=H , u+4e*xu=9%

Solution :
cU+XU=0 o (U +xu)ef2 =5e? o %((u@z/z)zé , carde’’? =9,

e u.e” =HKx+c < u=(HK +c)ex”
eU+U=H = (U+xu)e* =HKX €& - %((ue*) = HKx) e

o ue = wa(t)e.dt +¢ o u=(HK(e-1)+ce>
car fw H(fe.dt = 0 pourx< 0,6 — 1 pourx = 0.
cU+exu=y - (U+erxu)e  =e° d - %((ue_efx) =e° 5.
Or a(x).8 = -a(0).5+a(0)5 . Ici €° &=-el.5+el.d.

Aufinal ue® =- el HX) +eld+c, donc u=€ el.HX +eld+c)e .
Maple confirme !
>dsol ve(di ff(u(x),x)+x*u(x)=Dirac(x), u(x));

_ 2
u(x) = (Heavisidéx) + _C1) e-( V20

>dsol ve(di ff(u(x), x)+u(x)=Heavi side(x), u(x));
u(x) = (Heavisidéx) & - Heavisidéx) + Cl)e
>dsol ve(di ff(u(x), x)+exp(-x)*u(x)=diff(D rac(x),x),u(x));
(=x)

u(x) = (€ Diraq(x) - €  Heavisidéx) + _C1) &®

Exercice 25: Trouver une distribution F(t) = H(tjt) ou H est la fonction de Heavisidefatst une

fonction de classe2Cqui vérifie au sens des distributions :
a%z—t'; +b%—'§ +cF =md+nd
oua, b, c, m, n sont des constantes données.
Cas particuliers
ea=c=1,b=2 m=n=1;
ea=1,b=0,c=4,m=1,n=0;
ea=1,b=0,c=-4 m=2,n=1.

Solution :

ad;_tE +b%|_f +cF=H(t)(af(t) + bft) +cfit)) + (af(0) +bf(0))d+af(0)d = md+nd

est satisfaite poura f'(t) + b f(t) + cf(t) =0 ,af(0)+bf(0)=m, af(0)=n
Il'y a une discussion a mener.

Il reste a ajouter la solution générale de I'équratiomogene associée.

Avec Maple :

>ed: =a*di ff (T(x), x, x) +b*di ff (T(x), Xx) +c*T(x) =

mtDi rac(x)+n*di ff (D rac(x), x);

ed ::a[::2 T(x)] + b(;x T(X)j + cT(x) =mDiraq x) + nDiraq 1,x)
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>dsol ve(subs([a=1, c=1, b=2, m=1, n=1], ed), T(X));
Tx)=€e " C2+e( ¥'x_C1+Heavisidex) e
>dsol ve(subs([a=1, c=4, b=0, n=1, n=0], ed), T(x));
. 1 . .

T(x) =sin(2x) _C2+cog 2x) _C1+ > Heavisidéx) sin 2x)
>dsol ve(subs([ a=1, c=-4, b=0, n¥2, n=1], ed), T(x));
c2+e Y _c1+e’” Heavisidex)
>dsol ve(ed, T(x));
Lo (b=lb?-4ca) xj

[-1/2“’* b2-4ca) xj

a

x b
_C2+e _C1+ Heavisidéx) e( o)

2
[ﬂz(b— b2-4ca) xj

(ma+ nb+ nA/b2 4caje 2
L [Uz(b+Jb2—4ca)x

(ma—znb+;n4/b2 4caJe : ]]/(4/b2—4caa)

T(xX)=e

Exercice 26: Dans le planx, y), on appelle fonction de Heaviside la fonctioxHj égale a 1 st >
0 ety > 0, et a 0 ailleurs. Montrer que I'on a, au sges distributions :

2
gx:;y = %00y

Solution :
< H 029 _ _ N 2
axa 0> " Oxoy > = ” H(xy) axay dxdy ” oxoy dxdy, ot D=0, [
y_+oo X=+00 62¢
j (s ay@ay=["- (Oy) dy = (0, 0).

Exercice 27: Dans le planx, y), soit T la distribution égale a 1 sur [axk, d], a O ailleurs.

oT dT 07T 07T _ 07T
Calculer X’y ' oxdy et 3y e -

Solution :
<6—T,¢(x,y)>:—<T,%>: (252 ). .dy == [[(@(by)-(ay).dy

T 0uy) > =< T, 50> = [T 9L xy). 0.y =~ [[(Pxc)-p(x0).ly

Du coup

< L 00> = - [EF )-S50 @y).ay =~ o, &) +0(b. ) +o(a. - d(a, O

H(t)

— /e 4t
2/t

Exercice 28: Dans le planx, t), on pose B(t) =

Calculer, au sens des dlstrlbutlong— ’E .
ot ox2

Solution : Faisons confiance a Maple :
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>E =(t,x)->Heaviside(t)/(2*sqrt(Pi*t))*exp(-x"2/ (4*t));
2

e
E=(tx) - 1 Heavisidgt) e

2 Jmt

>diff(E(t,x),t);diff(E(t,x), X, x);
2
[44]

(‘ ”4XT2] [‘ 1’4XT2] 1 Heavisidét) x° @
1 Diraq(t) e _ 1 Heavisidét) m 8

2 Jmt 4 ()@ * i

_ 1 Heavisid¢t)

4 Jmtt Jmt 2
>sinmplify(diff(E(t,x),t)-diff(E(t,x),x,x));assune(t >
0);sinmplify(diff(E(t,x),t)-diff(E(t,x),x,Xx));

|1 )
X
['”4T) g Heavisidet) e
+

- 114%]
1 tIifn0 ﬁ Diraq't)
2 [m
0

Hommage a Laurent Schwartz

Mathématicien francais né a Paris en 1915, enéwitouillet en 2002, Laurent Schwartz
est issu d’'une famille d’origine juive qui a comm#&ns ses rangs des hommes politiques
(Michel Debré et ses fils), des médecins (RobettrBeetc.), le mathématicien Jacques
Hadamard et d’autres scientifiques, ainsi que étasme Alfred Dreyfus.

Ancien éleve du lycée Janson-de-Sail
Laurent Schwartz est recu a I'Ecole norme
supérieure en 1934, ou il a pour condiscip |
Gustave Choquet (1915-2006), Michel Que |
sanne et André Revuz. Il épouse en 1938 Ma |
Héléne Lévy (1913-2013), fille du grand prob
biliste Paul Lévy (1886-1971), et elle aus
mathématicienne (elle travaillera sur les clas:
de Chern des ensembles analytiques et finire
carriere a l'université de Lille). Aprés sa démol
lisation en 1940, il s'installe a Clermont-Ferran
ou s’est repliée l'université de Strasbourg. I
subit linfluence des fondateurs du grouj
Bourbaki. Sa thése, présentée en 1943 sou
direction de Georges Valiron, porte sur I'appr
ximation et I'étude des sommes d’exponentiells
et compléte un théoréme de Muintz. Il passe ies
années d’occupation dans la clandestinité, sodfawnnom, dans la région de Grenoble,
tout en poursuivant ses recherches. Professeudamnersités de Nancy, puis de Paris, il a
enseigné de 1959 a 1960 et de 1963 a 1983 a I'Huwulgechnique. Le Centre de
mathématiques de I'Ecole, qu'il a fondé en 1963dapté pour embléme un papillon, en
hommage a Schwartz, grand collectionneur de lépédep. En 1975, il est élu membre de
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I’Académie des sciences..

Les travaux de Laurent Schwartz sont prireipant relatifs a I'analyse. La théorie
des distributions, dont I'idée initiale remonte@4-1945, lui a valu la médaille Fields en
1950, au congres de Harvard. Les distributions gdisént les fonctions continues ou
localement intégrables, et méme les mesures denR&tles sont par nature indéfiniment
dérivables, et, de ce fait, une fonction conting ®@ujours dérivable au sens des
distributions. Le langage et les notations de Sctawaour les distributions ont été univer-
sellement adoptées par les mathématiciens et togrgtie cadre naturel de la théorie des
équations aux dérivées partielles, mais aussi élésssde Fourier, et des transformations
de Fourier et de Laplace. En 1952, Schwartz faitirvea Nancy un jeune prodige,
Alexandre Grothendieck (1928-2014), qui préparessaudirection une thése remarquable
sur les produits tensoriels d’espaces vectorigwltmiques. De 1959 a 1962, Laurent
Schwartz se consacre a la physique théorique pl@andes distributions lui permet une
formulation mathématique correcte de la théoriepdgcules élémentaires. Il est membre
du groupe Bourbaki. Par la suite, il a effectué meherches sur I'extension des mesures
de Radon aux espaces topologiques quelconques édfit diverses publications sur les
probabilités cylindriques et les désintégrationsnasures.

Intellectuel engagé, de sensibilité trotgkistodérée, Schwartz a milité contre les
guerres coloniales et post-coloniales (Algérie,tvaen, etc.) et contre les totalitarismes
fasciste et stalinien, au sein notamment du TribRogsell, puis du Comité des mathéma-
ticiens. En 1960, il signe Iklanifeste des 12fproclamant le droit a I'insoumission pour
les appelés du contingent envoyés en Algérie. Beumaines plus tard, le ministre des
armées Pierre Messmer jugecontraire au bon sens et a I'honneumgw’il continue
d’enseigner les mathématiques a I'Ecole polyteamicet le révoque. La réponse de
Schwartz ne se fait pas attendre Si«’ai signé la déclaration des 121, c’est en tmgar
pour avoir vu depuis plusieurs années la torturpumie et les tortionnaires récompenseés.
Mon éleve Maurice Audin a été torturé et assassimguin 1957, et c’est vous, Monsieur
le ministre, qui avez signé la promotion du capiéaCharbonnier au grade d’officier de
la Légion d’honneur. Venant d'un ministre qui a Prile telles responsabilités, les
considérations sur I’honneur ne peuvent que mesdaidgroid.» Aucun mathématicien
n‘ayant accepté de le remplacer a Polytechniquardr Schwartz retrouve son poste
deux ans plus tard. Mais en 1961 son fils Marc-&navait été enlevé par 'O.A.S. ; le
jeune homme ne s’est jamais remis de cet enlévemieast mort prématurément en 1971.
Le 31 octobre 2000, Laurent Schwartz a signé avadeléine Rebérioux, Pierre Vidal-
Naquet, Germaine Tillion et Henri Alleg un appelpt¢a reconnaissance et la condamna-
tion de la torture pendant la guerre d’Algérie.

Lors de l'arrivée de la gauche au pouvoirureat Schwartz a fait partie de la
Commission du bilamstituée le 10 juin 1981. C’est sous son autagiié fut publié en
décembre le volume 4 dea France en mai 198lintitulé L’enseignement et le déve-
loppement scientifiqueC’est un fait que la recherche scientifique feasg, publique et
privée, a connu un grand essor sous la présideac€rancois Mitterrand, aprés la
stagnation et la régression des années antérieures.

J'ai suivi les cours de Laurent Schwartz &72let 1973 a I'Ecole polytechnique.
Pourquoi taire ici 'impatience que nous avionspeemiére année, et la fierté que nous
avions en seconde année, d'avoir pour professeumathématicien mondialement
connu ? C’était un privilege de voir exposer unéotfe par celui-la méme qui I'avait
découverte. Laurent Schwartz était un conférenoidlant et souriant, trés agréable a
écouter. Il avait du charme et un évident plaignaeigner des théories auxquelles il avait
apporté des contributions décisives. Il mettait tadant pédagogique a les présenter de
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maniére tres claire et trés accessible, mais cg geu’élégance le conduisait parfois a en

sauter les difficultés, a en gommer les aspériggéscomme bien des bourbakistes,

n'insistait pas assez sur les problémes encorertsuvgette Iégere réserve n’entame pas la

haute estime et le beau souvenir que j'ai gardéside
Pierre-Jean Hormiére

Dou parle le mathématicien ? D’oul vient-il ? Il atepas du Ciel, puisque son dire n’gst

jamais tout entier déja dit. Il n'est pas de lar&equi nous tient d’autres discours ; ng

« rencontrons descailloux etdesarbres. Maigrois cailloux, deuxarbres ? Jamais. Popur

les voir, il y faut déja quelque opération.
On a beau enterrer Pythagore. Le sol qui leiregportera pas spontanément le f

us

uit

mathématique. Quel est donc ce lieu ou s’inscrieige selon lequel nait la stricte parple

mathématique ? Mais parler ? Qu’est-ce que cela dieg au juste ? Qu’est le lieu de
parole quand tu ne parles plus ? Et ta « sciend&rchimede, quel devint son lieu
'instant méme oWl dit-on 0 sur la plage déserte, un soudard qui peut-étpariait pas

fa

a

ta langue, t'a brisé la téte ? Elle était écrite,partie. Par chance ? Par nécessité [ Et

pourquoi, écrite, n’a-t-elle pas dormi, inerterantuille ? Quel est dont ce lieu qui n'est
Ciel ni Terre, ou la Mathématique, produite, peaipas mourir ?

dekoussaint Desanti (1914-2002
Les idéalités mathématiques

L’un des traits fondamentaux de la nature sembiddte les lois fondamentales de
physique s’expriment en termes d’une théorie madtigue trés belle et tres puissan
dont la compréhension exige une haute culture matigue. On peut se demanc
pourquoi la nature est ainsi faite. Contentons-ndeisrépondre que nos connaissar
actuelles semblent confirmer cette hypothése : nawons qu’a I'accepter comme un f3
Peut-étre peut-on imaginer que Dieu est un granthénaaticien, et qu'il s’est servi ¢
mathématiques tres complexes pour construire ledmoiNos faibles connaissang
mathématiques actuelles nous permettent de commeramd fragment de I'ensemble
nous espérons que le développement des mathénsmequiehira notre connaissance
'Univers.

Paul Adrieraltice Dirac (1902 — 1984)
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