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Feuille d’exercices no 10
Transformées de Fourier

Exercice 1.
Établir les égalités suivantes :

1. F (f ∗ g)(u) = F (f)(u)F (g)(u)

2. F (f)(u) = F (f)(−u)
3. F (f(x− a))(u) = e−i2πauF (f)(u)
4. F−1(f(u− u0))(x) = ei2πau0(f)(x)
5. F (f(ax))(u) = 1

|a|F (f)(ua )

6. F (f ′)(u) = 2iπuF (f)(u)

7. F (−2πxf)(u) = dF (f)(u)
du

Exercice 2.
Soit Ω un nombre réel positif, habituellement 1 ou 2π.

1. Soit f une fonction inégrable sur R à valeurs réelles. Soit FΩ(f) sa transformée de Fourier. Montrer
que :

(a) si f est paire, alors

FΩ(f)(x) = 2

∫ ∞
0

f(t) cos(Ωxt)dt

(b) si f est impaire, alors

FΩ(f)(x) = −2i

∫ ∞
0

f(t) sin(Ωxt)dt

2. Utiliser ce résultat pour trouver les transformées de Fourier de la fonction "porte" de largeur 2a
définit par

Pa(t) = 1[−a,a](t),

et la fonction "triangle" ∆a définit par

∆a(t) =

(
1− |t|

a

)
1[−a,a](t)

pour a > 0.

3. Calculer I(ω) =
∫∞

0 f(t) sin2 x
x2

cos(ωx)dx

Exercice 3.
Calculer les coefficients de Fourier de la fonction périodique f , définie sur [−π, π] par

f(x) = π − |x|, |x| ≤ π.

Etudier la convergence de la série de Fourier qui en résulte ; est-elle absolue ou peut-être uniforme ? En
déduire la valeur de

∑∞
1

1
n2 .
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Exercice 4.
1. Trouver les coefficients de Fourier en sin et cos de la fonction périodique F , donnée sur ]−5, 5[\{0}

par

F (x) =

{
0, −5 < x < 0

3, 0 < x < 5
.

2. Vérifier que F satisfait aux conditions de Dirichlet. Comment doit F être définie en x = −5, 0, 5
pour que sa série de Fourier converge vers F (x) pour tout x ∈ [−5, 5] ?

Exercice 5.
Développer la fonction périodique F , donnée sur ] − 2, 2[ par F (x) = x (fonction en dents de scie), en
série trigonométrique.

Exercice 6.
1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte symétrique

f(x) =

{
A, − τ

2 < x < τ
2

0, |x| > τ
2

.

2. Vérifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet. Comment doit f être définie en x = ± τ
2 pour

que l’intégrale de Fourier converge vers f(x) pour tout x ?

Exercice 7.
1. Utiliser les résultats de l’exercice précédent pour évaluer∫ ∞

−∞

sin aλ cos bλ

λ
dλ.

2. En déduire la valeur de
∫∞

0
sinu
u du.

Exercice 8.
1. Trouver la transformée de Fourier en cosinus de f(x) = e−m|x|, m > 0.
2. Utiliser le résultat de (1) pour montrer que, pour p > 0, β > 0,∫ ∞

0

cos pv

v2 + β2
dv =

π

2β
e−pβ.

Exercice 9.
Trouver une fonction f de sorte que l’équation intégrale suivante soit vérifiée :∫ ∞

0
f(x) sinαxdx =

{
1− α, 0 ≤ α ≤ 1,

0, α > 1.

Exercice 10.
Montrer que, pour x ≥ 0, ∫ ∞

0

cosλx

λ2 + 1
dλ =

π

2
e−x.

Exercice 11.
Evaluer

1.
∫∞

0
dx

(x2+1)2
,

2.
∫∞

0
x2dx

(x2+1)2
, en appliquant l’identité de Parseval.
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