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Feuille d’exercices n° 3
CHANGEMENT DE VARIABLES. INTEGRALES MULTIPLES

Exercice 1.

Trouver la dérivée par rapport a t de
1. f(z,y) = 2% + 3zy + 5y? ot x = sint, y = cost;
2. flx,y) =In(z? +y?) otz = e, y =€

Exercice 2.
Soit f : R® — R? une application de classe C! et g : R? — R? Pl'application définie par g(u,v) =
f(cosu + sinwv,sinu + cos v, e*~) pour tout (u,v) € R?. On suppose que la matrice jacobienne de f au

point a = (1,1,1) est donnée par D f(a) = ( ; _31 ;L ) . Calculer Dg(b) pour b = (g, g)

Exercice 3.
Soit f : R — R une application de classe C2.
1. Soit F: (z,y) — F(z,y) = f(/22 + 2).
(a) Calculer le laplacien de f: Af = 82—f + 82—]0
0x?  Oy?
(b) Déterminer toutes les applications f telles que Af = r avec r = /a2 + y2.
2. Soit h : (z,y) — h(z,y) = f(2? — y?, 2xy). Exprimer les dérivées partielles de h en fonction de
celles de f.
Ry x [0,2n]— R
3. Onpose ¢ : { 0) ! (r C[OS(G),rsin(H))
polaires (r, ).

et g = fo¢. Exprimer le laplacien de g en coordonnées

Exercice 4.
Soit D le domaine : D = {(:U,y) ER%, >0, y>0, x+y< 1}. Calculer // f(z,y)drdy dans les
D

cas suivants : a) f(z,y) = 22 + ? b) f(z,y) = zy(z +y).

Exercice 5.

Calculer les intégrales suivantes I = / / / zyz dedydz et I = / / / z dedydz
O<z<y<z<l D
ou D = {(z,y,2) € R*)’|y* + 2 < La® + 2 < 1}

Exercice 6. Calculer aire du domaine D suivant :

D:{(x,y)€R2; —1§x§1€tx2§y§4—aj3}.

Exercice 7.

a) Calculer / / (x — y) dzdy ou D est une partie du plan délimitée par les droites d’équation :
D

z=0, y=x+2, y=-—x.

b) Calculer la méme intégrale au moyen du changement de variables défini par : u = x +y, v =2 —y.



Exercice 8.
Calculer les intégrales suivantes en passant en coordonnées polaires.

1
22 4y2<1 14+z2+4+y

2. I:// Va2 +y? dady ou D = {(z,y) € R?; 2% +y* — 22 < 0}
D

(On pourra montrer que D est un disque).

Exercice 9.
Calculer

x2 y2
J[ @ —2asay wee a={waeRlez0yz0 Sl <,

On pourra utiliser le changement de variable x = aucos 6 et y = busin 6.

Exercice 10.
En utilisant un changement de variables, calculer I'intégrale de f sur D avec

1. D={(z,y) € R? | n? < 2® + y? < 4n?}; f(x,y) = sin /22 +92;
2. D:{(az,y)ER2|Z—§+Z—§§1} avec a, b>0; f(x,y) = 2%+ %

Exercice 11.
1. Théoréme de Guldin Soit Dy un domaine tracé dans le demi-plan
H = {(z,0,2z) € R? | x > 0}. Si l'on fait tourner Dy autour de I'axe Oz, on obtient un domaine
D de R3. En utilisant les coordonnées cylindriques, montrer que Vol (D) = 27 Aire (Dy) - g , ol
(zg, 2¢) sont les coordonnées du centre d’inertie du domaine Dy.
2. Calculer les volumes des domaines suivants :

(a) le tore obtenu en faisant tourner autour de Oz le domaine

.’L'—C2 22
Dy = {(,0, 2) eR3\W+m

(b) D:{(az,y,z)ER3|3:2+y2—|—z2§4R2,x2+y2§R2},oﬂR>0.

<1}, ot a < c;

Exercices de controle

Exercice 12. Soit z(z) = f(x,y(x)), ott f est une fonction de classe C!' dans R? et y une fonction
dérivable dans R. Trouver une expression pour z’(x). Appliquer la formule aux cas particuliers

1. f(z,y) = 2% + 2xy + 492 et y = €37,
2. f(x,y) =xy? + 2%y et y = Inw.

Exercice 13. Soit D le quart de disque unité défini par : D = {(z,y)] 0<=x, 0 <y, 2>+ y> <1}
Utiliser le passage en coordonnées polaires pour calculer I'intégrale : [ = / / (4 — z? — y2) dzdy.
D

Exercice 14. Soit [ = // Vaye PV dxdy avec T, = {(z,y) € R} 2 > 0;y > 0;2+y < a} et a > 0.
Ta

¢ =tu calculer I.

A T'aide du changement de variables { y=(1—1tu

Exercice 15.
En utilisant un changement de variables, calculer 'intégrale de f sur D avec

1. D={(z,y,2) ER3 |22 +y><1,0< z<h}avec h>0; f(z,y,2) = z;
2. D={(z,y,2) ER3|2>0,y>0,2>0, 22 +9y%>+22<1}; f(z,y,2) = 2y2.



