Chapitre 6

Méthodes fonctionnelles pour A, L et []

Théorie spectrale du Laplacien

Dans cette partie, on considére 2 C R” borné. On munit H 3((2) (avec Q borné) du produit
scalaire

(u, V) = / Vu - V. (6.1)
° Ja
D’apres I'inégalité de Poincaré (Proposition 9.13), la norme

1/2
/ |Vu|2) (6.2)
Q

associée au produit scalaire de (6.1) est équivalente a la norme standard.

u 1=
Il

6.1 Proposition.
Hypothése. Q C R" borné.
Conclusions.

1. -A :H&(Q) — H™Y(Q) est un isomorphisme d’espaces de Banach.
2. En particulier, il existe C1(2),Co(Q2) > 0 tels que

CLUDIT N1 S 1A Tl < Co@IT g1y, YT €H HQ). (6.3)
3. Pour Te H1(Q), uc H}(Q), on a
AT =u = / Vu-Vuv =T(v), Vv e Hy(Q). (6.4)
Q

4. Pour Te HY(Q), u:=(-A)"NT) est l'unique solution du probléme de minimisation

min{l/ |Vv|2—T(u);veH3(Q)}.
2Ja

—A étant linéaire bijective, on peut transporter le du produit scalaire de H, é(Q) vers H1(Q)
par la formule

(T, U1 = (AT, (=8) " U

53



54 CHAPITRE 6. METHODES FONCTIONNELLES POUR A, L ET O

1/2
H-V
la norme de T comme élément de [Hé(Q)]*, lorsque Hé(Q) est muni de la norme (6.2).

6.2 Proposition. La norme induite par le produit scalaire ci-dessus, T — (T, T) est égale a

Démonstration. Soit u =(-A)"YT), de sorte que [T g-1 = IIuIIHé.
On a

IT g3y = sp {T@); v € HYQ, ol <1} € sup { /Q

b
= sup{(u, )30 € HY(Q), [0l g1 < 1} 2wl = 1Tl g1

Vu-Vu;v EHé(Q), ||U||Hé < 1}

Ici:
(a) suit de (6.4).

(b) est une conséquence de I'égalité

x|l = sup{(x,y); Iyl < 1}
valable pour toute norme || || induite par le produit scalaire ( , ). O

6.3 Proposition.
Hypotheése. Q) C R" borné.
Conclusions. Lopérateur (-A)"': H 1(Q) — Hé(Q) induit un opérateur (—A)~1: L2(Q) — L2(Q),
qui est :
1. Compact.
2. Auto-adjoint.

3. Positif.
6.4 Théoreme.

Hypothése. Q C R" borné.
Conclusions. Il existe une suite (e;)j>1 < Hé(Q) et une suite (A;) < (0,+o0) telles que

1. —Aej=Ajej, VjeN"
2. Aj /oo
3. (e;) est une base hilbertienne de L2(Q).

o
4. (\/1_) est une base hilbertienne de Hé(Q).
J
5. [\ /Ajej) est une base hilbertienne de H-1(Q).
6. Siue Hé(Q), alorsona u = Z(u,ej)Lzej (série convergente dans L*(Q) et H(l)(Q)) et

2
laliF ) = 245 (e el
7. SiTeH Q) alorsona T = Z T'(ej)e; (série convergente dans H Q) et

T(e)|?
1 =3 - L

(f, ej)L2
Aj

T(ej)
7y e;.

8. Si f € L%(Q), alors la solution u € Hé(Q) de —Au = f est donnée par u = Z

ej.

9. Si T e H X(Q), alors la solution u € Hé(Q) de —Au =T est donnée par u = Z
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Ce dernier théoréeme nous permet de trouver une solution généralisée du probleme classique
de Dirichlet (2.10). Si u est solution classique, alors u € H1(Q) et tr u = g (Exercice 9.63). Ainsi,
la solution u donnée par le résultat suivant peut étre vue comme une solution généralisée de
(2.10).

On consideére le probleme

—Au=T dansQ
{ (6.5)

u=g sur 0Q)

6.5 Théoreme.
Hypothéses. QT R™ Lipschitz borné. T € H-Y(Q). g € HY2(Q).
Conclusions.

1. Le probleme (6.5) a, dans Uespace HY(Q), une solution généralisée u et une seule. Cet u
vérifie (6.5) au sens suivant :

a. —Au =T dans 2'(Q).
b. tru=g.
2. Lapplication

H Q) x H2(0Q)>(T,g)— u e H\(Q)
est un isomorphisme d’espaces de Banach. En particulier, on a
lwllgr ~ 1T Nl -1 + 181l e

3. La solution u de (6.5) est la (seule) solution du probleme de minimisation

1
min{§/ Vo2 = T@);ve H(Q), tru = g}.
Q

6.6 Remarque. On a retrouvé le principe de Dirichlet (Proposition 2.11)!

6.7 Proposition. Les fonctions propres du Laplacien sont dans C*(£2).

Résolution de L et [] par séparation des variables

Nous allons considérer uniquement le cas du probleme de Dirichlet avec donnée nulle au
bord. Le cas d'une donnée au bord non nulle peut étre traité comme dans la section précédente.

Dans l'esprit de la section précédente, nous allons chercher des solutions généralisées.

On considére d’abord le probleme "de Cauchy" pour ’équation de la chaleur :

Lu=F dans Qp
uip=0=U dans Q (6.6)
u=0 sur I'p.

6.8 Théoreme.
Hypothéses. QT R" borné. U e H 1(Q). F € L% Qr). On pose

t
u(-,t)zz(U(ej)e—"M / N (s)ds | e;.
0

J

Ici, Fj(t) = (F(-,t),ej)Lz.
Conclusions. u est solution de (6.6) au sens suivant :
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1. Lu=F dans 2'(Qr).
2. Ona ueC((0,T]; HY(Q)). (Dot tr u(-,t)=0, V¢ >0.)
3. On alimu(-,t)=U dans H Y(Q).

t\.0

La solution u est uniquement déterminée par les propriétés 1-3.
Démonstration. On considére, par exemple, le cas ou F =0 et U quelconque; le cas symétrique

ou F' est quelconque et U = 0 se traite de maniére analogue, et le cas général s’obtient en
combinant ces deux cas particuliers. On considere donc

u(,t)=Y Ulepe tile;. (6.7)
J

Etape 1. On a u € C(0, T; H}(Q)).
On repose sur 'Exercice 6.11 appliqué sur I = (¢,T'], avec u; € C((0,T];C), u(¢) = U(ej)e_ﬂft .
Ona

Ol <a;=Ulej)le "
et (en utilisant le Théoréme 6.4 7)

2
Y Aja?= Za%—%fm—su e PN UIE, ., <CIUIY
JA TN A R H1S HD

ou
A2€? 1
C= sup)t?e'mig = sup J—Ze_mjg < —5 sup 2% < co.
J j € €% >0

Etape 2.0naueCl0,T,H Q) et u(-,0)=U.
Légalité u(-,0) = U suit du Théoréme 6.4 7. La continuité par rapport a ¢ s’établit comme dans
I’étape précédente, a partir de

luj()]<aj=|U(e;)l
et

a2’ U(e ')2
J J 2
E — = E =UI% ;.
ﬂj /1j | ”H !

Etape 3. u vérifie Lu =0 : un cas particulier.
On va montrer que chaque terme vj=uje; de la somme (6.7) vérifie Lv; = 0 dans 2'(Qr). Soit
@ € CP(Qr). En utilisant u; € C([0,T];C) et e € L%(Q), on obtient

ij((p):vj(—at(p—Axcp):—/uj(t)at(p(x,t)ej(x)dxdt—/uj(t)ej(x)Ax(p(x,t)dxdt
:—/uj(t)at(p(x,t)ej(x)dxdt+/uj(t)Vej(x)'Vx(p(x,t)dxdt
=- / uj()0sp(x,t)e j(x)dxdt + A, / uj(t)e (%) p(x,t)dxdt
:/(/(—uj(t)at(p(x,t)+/lj uj(t)(p(x,t)dt) dx

= —/(/(uj(t)at(,a(x,t)'i‘u}(t)(p(x,t))dt) dx

:—/(/at(ujw)dt) dx=0.
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Etape 4. u vérifie Lu = 0.

Soit u? = Z v;. En utilisant le Théoreme 6.4 7, on obtient
J<N

Y JuiiPde

J>N

° A 1 Ue )|
<Y [UE)? | eMldt==) gte))
j>N 0 2j>N AJ'

r T
9 2
I —ull?y g, :/ 160 = ul, D72, =
o 0

— 0 quand N — co.

Donc u” — u dans L%(Qp), dout uV — u dans 2'(Qr). Comme (par P'étape précédente) on a
Lu" =0, on trouve Lu = 0.

Etape 5. Unicité. On doit montrer que, si u satisfait 1-3 avec U =0 et F =0, alors u = 0. On
note d’abord que

u € C(0, T Hy(Q) — C(0,TI;L*(Q)) — L7, (0, T, L*(Q)) — L7

loc loc

Q7).

Soit u ;(t) = (u(-,t),e;)2, de sorte que u; € C((0,T];C). I 1Jégalité u = 0 revient & uj=0,vj.
Soient { € C((0,T)), v € CX(Q) et

Plx,t) =@ p(x), V(x,i) € Qrp.

En reprenant le calcul de I’étape 3, on trouve
0=Lu(p)=u(-0;¢p—Ap) = /(—u(x, B () w(x) + () Viulx,t) - Vi(x)) dxdt. (6.8)

En notant que I'intégrande dans (6.8) est majorée comme suit
|(—u(x,t)('(t)u/(x)+((t)qu(x,t)-V1//(x))| <Mz temaxcllu(',t)llLﬂll//lle
supp

+1¢lize max [IVeul,Dlp2llVyllze,
tesupp(

on obtient que la derniere intégrale dans (6.8) est continue, en tant que fonction de v, pour
la norme de H'(Q). Par densité de C°(QQ) dans Hé(Q), on trouve que (6.8) reste vraie pour
(eCTW0,T) etye Hé(Q). En particulier, pour ¥ = e, on trouve

0= /(—u(x, ) () e j(x) +{(#) Vyulx,t)- Ve (x))dxdt = /(—uj(t)(“'(t) +Aju;(t){(@)d¢,
ou encore u; +Ajuj =0 dans 2'((0,T)). La continuité de u; et 'Exercice 10.53 donne u;(¢) =
Cje~%!. Par ailleurs, 3 implique
0 =lim[u(-,t)l(e;) =limu;(¢) =0,
AN £\.0
d’ou C; =0, ou encore u; =0. d
On considére ensuite le probleme de Cauchy pour I'équation des ondes

Uu=F dans Qp
up=0=f dansQ 6.9)
Usp=0 =& dans Q '

u=0 sur I'p

1. En effet, (0,713 ¢ — u(-,£) € L2(Q) est continue, car Hg(Q) s L2(Q)). On utilise ensuite la continuité du
produit scalaire dans L2(Q).
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6.9 Théoreme.
Hypothéses. QT R" borné. f € Hy(Q). g € LAQ). F € L%Qr). On pose

u(-,t):z
J

sin(y/A,t) 1 [ :
cos(y/AjtXf e )z + %(g,ej)m e+ \/_ﬂt_]/o Fi()siny/,(t-s)) ds) el

Ici, Fi(t) = (F(-,t),ej)Lz.
Conclusions. u est solution de (6.9) au sens suivant :
1. Ou =F dans 2'(Qr).
2. OnaueC(0,T]; Hé(Q)). (Dow tr u(-,t)=0, V¢ >0.)

3. Onalimu(-t) = f dans H(Q).
t\.0
4. On a ue CY[0,T]; LA(Q)).
5. On a limu(-,t) = g dans L2(Q).
£\0
La solution u est uniquement déterminée par les propriétés 1-5.

6.10 Remarque. Dans les théoremes 6.8 et 6.9, la régularité de u dépend de celle des données
f, g et F du probleme. Pour des énoncés similaires sous d’autres hypotheses de régularité, voir
par exemple [3, Chapter 10].

Exercices

6.11 Exercice. * Soit I c R. Soit (a;) une suite de nombre réels. Soit (v ;) = C(I;C) une suite
telle que |u;(t)| <aj, Vj,Vt. On pose, du moins formellement,

u(-,t)= Zuj(t)ej.
J

. 2
1. Si Zaj < 0o, montrer que
I3t— u(-,t)e L3(Q)
est continue.
. 2
2. Si Z/ljaj < 0o, montrer que
I3t—u(,t)e Hy(Q)

est continue.
a%
3. Si Z + < 00, montrer que
J

Ist—u(,t)e H Q)

est continue.
Enoncer la variante locale 2 de ce résultat.

6.12 Exercice. * Soit u € H*(Q) ﬂHé(Q). Montrer que

2 2 2 2
D A5 (e )| = l1Aullz, < llullz, <oo.

2. Cest-a-dire, lorsque la domination globale |u ;(¢)] < a; est remplacée par une domination sur les compacts.
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6.13 Exercice. * Montrer que, dans le Théoréme 6.8, 'unicité de u est vraie si I’hypothese 2
est remplacée par ’hypothese plus faible u € L}Oc((O, T);H 3(9)).

6.14 Exercice. * On se place dans le cadre du Théoréme 6.8. Montrer que, si T' € L%(Q) et
F e L%Qy), alors limu(,#) =T dans L3(Q).

6.15 Exercice. * Enoncer et prouver un résultat sur la séparation des variables pour le pro-
bleme de Cauchy pour I'’équation de Schrodinger.
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