Chapitre 4

Ondes

Lopérateur des ondes est donné par Lu =0yu —Ayu, ot u = u(x,t), xe R?, teR.

Solution du probleme de Cauchy dans ’espace

On s’intéresse ici au probléeme

Ou=0 dans R" xR
ujp=0o=f dansR" . (4.1)
Uy=0 =& dansR"

Rappelons la stratégie de résolution de (4.1) développée dans le Chapitre 1 : en prenant for-
mellement la transformée de Fourier dans la variable x, on obtient

UG, £) = F(,8) o f(0) 4 GO, ) 2 g(x), olt FuF(E,2) = cos(tIE]), FuG(E, 1) = Sin(tt"f').

Il suffit alors de trouver F' et G. On peut suivre cette démarche tres facilement en dimension
1, plus difficilement en dimension 2. Au-dela, F' et G ne sont plus des fonctions, et il faut se
placer dans le cadre de la théorie des distributions. Plutét que de développer cette approche,
nous allons présenter la méthode des moyennes sphériques couplée a la méthode de descente,
approche qui fonctionne en toute dimension.

Cas 1D : formule de d’Alembert

Rappelons la Proposition 1.2 : si f € C2(R) et g € CX(R), alors

x+t

1 1
u(x,t):é(f(x+t)+f(x—t))+§/ gly)dy 4.2)

x—t

est solution de (4.1).

Moyennes sphériques

Soit u € C2(R™ x R). Si r > 0, on pose (avec S(x,r) la sphére {y e R*; |y —x| =r})
Ux,t;r) = ][ u(y,t)d A" 1(y) = ][ u(x+ry,t)dA"1(y). (4.3)
S(x,r) S(0,1)
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A partir de cette égalité, on voit que U s’étend (via la deuxiéme formule de (4.3)) pour r <0, et
que U € C2(R" x R x R). Par ailleurs, U est paire en 7 et on a

u(x,t) =U(x,t;0). 4.4)

On définit, de méme, pour tout r :

F(x;r)::][ Fx+ry)d#"(y), G(x;r)::][ glx+ry)d A" L(y). (4.5)
5(0,1) 5(0,1)

Cas 3D : formule de Kirchhoff

Dans cette partie, on suppose n = 3. On fixe x et on pose V(r,t) = rU(x,t;r), F(r) = F(x;r),
G(r)=G(x;r).

4.1 Lemme. Soit u € C2(R" x R) solution de (4.1). Alors V € C%(R x R) satisfait

Vie =V =0 dans R xR
V(r,00=rF(r), reR . (4.6)
Vi(r,00)=rG(r), reR

Démonstration. On vérifie aisément que V € C? et que V vérifie les conditions initiales. Il suffit
de vérifier 'équation satisfaite par V pour r # 0, et par imparité de V par rapport a r on se
ramene a r > 0. On peut supposer x = 0. On a, avec B(x,r) ={y € R*;|x — y| <r} et en utilisant
le théoreme flux-divergence :

1
Ur(r,t):][ y-Vyu(ry,t)den_l(y): 2/ vau(y,t)difn_l(y)
S(0,1) dnr S(0,r) r
1 4.7)

1
4rr? /B«),r) Y 4nr? Jpo,r

Par ailleurs, on a clairement

4nr?Uy(r,t) :/ uu(y, ) d A" 1(y),
S(,r)

d’ou
r r
/ utt(y,t)dy:/ / utt(y,s)dy:4n/ s2Utt(s,t)ds. (4.8)
B(0,r) 0 JS(0,s) 0
En combinant (4.7) et (4.8), on obtient
1 r
Un(r,t)= —2/ s2Uu(s,t)ds, (4.9)
r~Jo

d’ot1 (en dérivant (4.9))

Vrr(ra t) = (rU)rr(ra t) = rUrr(r, t) + 2Ur(r, t) = rUtt(r7 t) = Vtt(ra t)' D
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On continue ainsi : a partir de (4.6), on trouve

r+t

u(x,t) =lim 1V(r,t) =lim (i((r +)F(r+t)+(r—F(r—-1t)+ i /
r—0r r—0\2r 2r

r—t

sG(s)ds). (4.10)

En utilisant la parité de F' et G, on trouve

t+r
u(x,t) =lim (i((t +r)F(r+t)—-(t—-r)Fit-r))+ i / sG(s)ds)
r—0\2r 2r Ji_,
= (i(rF(r))) ) +tG(¢),
dr
d’ou la formule de Kirchhoff

u(x,t) =f (FW+ V) (y—x)+tg(y) dA(y) (4.11)

S(x,t)

(qu’il faut entendre, pour ¢ < 0, au sens de I'égalité (4.12) ci-dessous).

4.2 Théoreme.
Hypotheses. f € C3(R?). g€ C?(R?). u donnée par (4.11).
Conclusion. u résout (4.1).

Démonstration. En écrivant

u(x,t)= ][ (fx+ty)+tVfx+ty)-y+tglx+ty)) dfé’z(y), (4.12)
5(0,1)

on voit aisément que u € C? et que u vérifie les conditions initiales dans (4.1). ! Il reste a vérifier
que u est solution de [1u = 0. Une possibilité est de vérifier cette égalité par un calcul direct
basé sur le théoréme flux-divergence [6, p. 77]. Voici un raisonnement indirect. Si f,g € C°,
nous verrons dans la deuxiéme partie de ce cours que (4.1) a une solution u € C*(R" x R). Il
s’ensuit que cette solution est donnée par (4.11), car nous avons déduit la formule de u en
supposant son existence. Soient maintenant f € Cf(IR‘O’) et ge C?(IR{?’). En approchant f et g
par des fonctions C?°, on voit (a partir de (4.12)) que u vérifie encore Llu = 0. Passons au cas
général : on note que, au voisinage d'un point (x,?), la solution donnée par (4.11) ne dépend que
des valeurs prises par f et g dans un compact. L'égalité [1u = 0 étant a vérifier localement,
on peut donc multiplier f et g par une fonction plateau convenable et les supposer a support
compact. On conclut donc en se ramenant au cas f € Cg(IR?’) et ge C?(R?’ ). O

Descente

La méthode de la descente consiste a résoudre une équation en dimension m < n a partir
de sa résolution en dimension n. Exemple : si on sait résoudre (4.1) en dimension n, soient
f,g :R"1 - R. On pose f(x,x,) = f(x'), 8x',x,) = g(x'), et on résout (4.1) dans R" x R, avec
données initiales f et . Les données étant indépendantes de x,,, on espéere 2 que la solution &
trouvée ne dépend pas de x,, et alors u(x’) = #(x',0) est solution de (4.1) dans R* ! x R.

1. Au passage, on utilise I’Exercice 8.44.
2. Ce sera le cas pour I’équation des ondes.
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Cas 2D : formule de Poisson

Soient f € C3(R2) et g € C2(R%). On définit £, g et & comme ci-dessus. Notons que # obtenue
dans R3 ne dépend pas de x3. En effet, v5(x,¢) := u(x',x3 —s,¢), s € R, est solution du méme
probleme que u, et donc coincide avec . On trouve que u(x1,x9,t) = i(x1,%2,0,t) est solution de
(4.1) dans R2 x R, d’out le résultat suivant.

4.3 Théoreme.
Hypothéses. f € C3(R2?). g € C*(R2).
Conclusion. u donnée par

t 1
u(x,t) = —][ ——(fM+ V() - (y—x)+tg(y) dy (4.13)
2 JB@,t) V2 —|x— y|2

est solution de (4.1).

Ici, B(x,t) ={y € R2; |y —x| < t}. Pour ¢ <0, la formule (4.13) s’interpréte comme étant le
membre de droite de (4.14) ci-dessous.

Démonstration. 1l suffit de montrer que

(x,0,8) = — / L (frty) VG ty) -y + tg ) dy. 4.14)
27 JBo,1) /1 -y|2

Avec S(0,1) la sphére unité de R, (4.12) donne, en utilisant la paramétrisation

B(0,1)32y~ (y,i\/ 1- |y|2) €S(0, )N (R? xRy),

u(x,0,t) = i/ (flx+ty)+tVf(x+ty)-y+itg(x+ty)) diﬁQ(y,z)
4m Js(0,1)

1 1

=— —————(fx+ty)+tVf(x+ty)-y+tglx+ty)dy. O
27 JBo,) V/1-1y/2

Dimension >4

On peut trouver la solution du probléme (4.1) en toute dimension. Le point de départ est
(4.7) (écrite en dimension quelconque), qui permet d’arriver a I'identité

U.(r,t) :(Tn/ Sn_lUtt(S,t)dS, (4.15)
0

qui est ’analogue n-dimensionnel de (4.9). A partir de (4.15), on peut déduire, en dimension

impaire, qu'une fonction auxiliaire construite a partir de U vérifie 'équation des ondes 1D.
0

Exemple : en dimension 5 on pose (a x fixé) V(r,t) = —a—(r3U (x,t;7)) et on vérifie par un calcul
ror

direct que V satisfait 'équation des ondes 1D avec des données initiales obtenues a partir

de f et g. Puis on exprime U en fonction de f et g et on retrouve u a partir de I'égalité
V(r,t)

lir% = 3u(x,t), facilement vérifiée.
r—
Le cas de la dimension 4 est obtenu a partir de celui de la dimension 5 par descente.
Cette méthode passe (avec comme seules différences la définition de V et la formule per-
mettant d’obtenir u a partir de V) a toute dimension impaire. La méthode de descente permet

de traiter les dimensions paires ; voir [6, pp. 74—80].
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Cone de dépendance

En dimension 3, on voit qu’a l'instant ¢ > 0 et au point x, la solution ne dépend que des
valeurs des données initiales sur la sphere S(x,t).2 Si on écrit la "vraie" équation des ondes
(faisant intervenir la vitesse ¢ du son), alors u(x, ) ne dépend que des données sur S(x,ct). C’est
le principe de Huyghens : si un son est émis a l'instant ¢y = 0 a distance d, alors on I'’entend

a l'instant — ; ni avant, ni apres. A contrario, en 2D u(x,t) dépend des données dans B(x, ct).

c
Donc on entend le son ad vita @ternam (mais de moins en moins fort) a partir de I'instant

d
—. On peut voir ce fait dans 'autre sens : un son émis en xg est entendu dans le cone creux

c
{(x,8); t eR,|x —x¢| = |£]} en 3D, et dans le cone plein {(x,?); t € R, |x — xo| < |¢]} en 2D.
Une autre occasion de retrouver le cone (plein) de dépendance, donné pour 7' > 0 par

Kx,T):={(y,) eR"xR;0<t<T,|x—y|<T-t}, (4.16)
est le résultat suivant, valable dans un domaine.

4.4 Proposition. Si u € C2(K(x,T)) vérifie, dans K(x,T), léquation Ou = 0 et les conditions
initialesu=u;=0a t=0, alors u =0dans K(x,T).

Démonstration. On multiplie 'équation de u par u; et on trouve, apres application de la pre-
mieére formule de Green :

/ ututt—/ utvxu~vx+/ Veu-Veus =0. (4.17)
B(x,T—t) S(x,T—t) B(x,T—t)

Par ailleurs, si f € C1(K(x,T)), alors

d d T-t
d _4d dr|=— / ; / , (4.18)
dt (/B(x,T—t)f) dt (/0 /S(x,r)f r) S(x,T—t)f B(x,T—t)ft

d’o1 (4.17) devient

1d 1
——(/ |Vu|2):/ (utvxu-vx——IVul2). (4.19)
2dt\ /B, r-1) S(x,t) 2

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le membre de droite de (4.19) est < 0. On trouve que

/ IVu|? (qui est positive et vaut 0 en ¢ = 0) décroit avec ¢, d’'ou u constante, dou u =0. [
B(x,T—t)

Formule de Duhamel

Comme pour ’équation de la chaleur, pour F' assez réguliére on peut calculer la solution de

Ou=F(x,t) dansR" xR,
u(x,0)=0 dans R" (4.20)
uy(x,00=0 dans R"”

3. Enfin, presque : la solution fait aussi intervenir les dérivées de f sur S(x,r), qui dépendent des valeurs de
f dans un voisinage de S(x,r).
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a partir de la solution ©® du probleme

Ou®=0 dans R"” x (s,00)
u®(x,8)=0 dans R" , (4.21)

uj(x,s)=F(x,s) dansR"

qui elle-méme s’obtient par une translation dans le temps des solutions de (4.1). Plus précisé-
ment, on a

t
u(x,t) :/ u’(x,t)ds. (4.22)
0

Le cas d’un domaine

C’est a nouveau la théorie de Hille-Yosida qui fournit des réponses, mais le meilleur cadre
fonctionnel n’est pas celui des fonctions de classe C*. Donnons tout de méme un résultat dans
ce cadre.

4.5 Théoreme. .
Hypothéses. Qe C® borné. f,ge€ C®(Q). A¥f =Arg=0surdQ, VEeN.
Conclusion. Le probleme

Ou=0 dans QxR
u=0 sur 0Q2 xR
u=0=f dansQ
us=0 =& dans )

(4.23)

a une (et une seule) solution u € C°(Q x R).

Commentaires

Pour la méthode des moyennes sphériques, j’ai suivi [4, VI, §12] et son avatar [6, pp. 74-80].

Les premiers a avoir explicitement noté la différence entre propagation dans des cones
creux et cones pleins selon la dimension sont Volterra et Tedone, vers 1890. Herglotz et sur-
tout Petrowski ont montré que ces propriétés s’étendent a des opérateurs plus généraux; voir
Iarticle de Garding [9] a ce sujet.

L'idée d’utiliser la méthode d’énergie pour 'unicité (idée qui fonctionne aussi pour A et L)
remonte a Zaremba. On peut montrer la Proposition 4.4 directement a partir des formules
explicites; son intérét réside dans la preuve, qui s’applique aussi a ’équation u;; —div(AVu) =
0, pour laquelle on ne dispose pas de formule de résolution.

Il y a une formule de la moyenne pour I’équation des ondes, mais elle est moins utile que
pour A ou L; c’est la formule d’Asgeirsson, voir [4, pp. 744-747].

Il y a aussi des estimations dispersives pour ’équation des ondes : il s’agit des fameuses
estimations de Strichartz, qui sont difficiles a établir [18, Chapter IV].
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