ISFA 206-2007
Optimisation

Corrigé de ’examen

1
a) On a f(z,y) > 5(372 +92)? = 2 +y* — 20%% + 827 + 8y* — 8xy > 0 =
(2% — y?)? + 4(z — y)* + 42 + 4y® > 0, et la derniére inégalité est clairement
vraie.

1
Il s’ensuit que  lim  f(z,y) > lim = (2®4%°)? = oo, d’oil la coercivité
l(z,y)l|— o0 ll(z,y)l|—o00
de f.

242 =y
v +2y=u
les deux équations, on trouve (z — y)(2? + zy + y? + 3) = 0. La seconde paren-
thése est # 0 (si on résout I’équation en x ou y, le discriminant est négatif). Il
reste x = y. En revenant & la premiére équation, on trouve z = 0, d’ou le point
de minimum est (0,0) et le minimum est 0.

c) f est coercive et continue, D, ; est fermé.

d) Dans ce cas, (0,0) € D, p, donc (0,0) est la solution de (P).

e) On a (z,y) € Dyp < (—x,—y) € D_py _,; de plus, f(—z,—y) = f(z,y).

b) Les points critiques de f sont solutions de . Si on retranche

Donc f(_'xOv _yo) = f(x()a Z/O) = min f(l',y) = min f(xay) =
(#,9)€EDab (—z,—y)ED_b,—a
min —z,—Y) = min z,9).
(—2,—Yy)ED_p,—a K ) (z,y)€D_p,-a f@y)

f) Si (x0,y0) est & lintérieur de Dy, alors (zg,yo) est point critique de f. Or,
le seul point critique de f est (0,0) et il n’appartient pas & Dy .
423 + 8z —dy = A
g) Il y aun seul multiplicateur de Lagrange, A, et le systéme est { 4y3 + 8y — 4z = X
rTt+y=a
Comme dans la question b), en retranchant on obtient z = y. D’ot & = y = a/2.
i) On trouve que soit (zo,yo) = (a/2,a/2), soit (zo,yo) = (b/2Zi b/2). Poui tran-

a b
cher, on compare les deux valeurs respectives de f. Comme 3 +a® < 5 + b2,
4
a
on trouve (zg, yo) = (a/2,a/2). Le minimum de f sur D, est 5 + a?.
j) On doit montrer que A(x,y) := H f(x,y)—4 Id > 0, c’est-a-dire que les valeurs
propres de A(z,y) sont positives, ou encore que sa trace et son déterminant sont

2 —
positifs. On a A(x,y) = 1233_: 4 12y24+ 4). La trace est 12224122 +8 > 0,

le déterminant 144x2y? + 4822 + 48y? > 0.
k) Par l’absurde. S’il y en a deux, (z1,y1) et (x2,y2), on prend dans l'inéga-
lite de convexité stricte ¢ = 1/2. On trouve f((z1 + 22)/2, (y1 + y2)/2) <



%f(xlvyl) + %f(anyQ) = f(z1,y1). Comme ((z1 + x2)/2,(y1 + ¥2)/2) € dq
(c’est le milieu du segment entre (z1,y1) et (z2,y2)), on contredit le fait que
(1,y1) est un minimum.

1) f est continue et coercive, d, est fermée. Il y a donc un point de minimum de
f sur dg,. De ce qui précéde, il est unique.

m) Si (z,y) € d,, alors on a aussi (y,z) € d,. De plus, on a f(z,y) = f(y, z).
Donc : si (x1,y1) est un point de minimum, alors (y1, 1) ’est aussi. Par unicité,
ona (x1,y1) = (y1,21), ot 1 = y1. On trouve x; = y; = a/2. On finit comme
dans la question i).

n) L(z,y,p1,p2) = o' +y* + 42% + 4y* — 4wy — p1(z + 2y — a) + p2(x + 2y — b)
Ivy\G R; p1,p2 € [Oa OO[

0) A pi1,ps fixés, on résout min L(z,y, p1,p2).
(z,y)ER?

Si (z(p1,p2), y(p1,p2)) est la solution du premier probléme, on pose H(p1, p2) =

L(I(P17p2)7y(P17p2)7p17P2)- On résout max H(p17p2)~
p1,p220

Les deux problémes ont une solution (et la solution du second donne la solution
de (P’)) car f est 4-convexe et les contraintes donnant E, j sont affines.

p) Comme dans la question f), le minimum n’est pas a 'intérieur de E, .

q) On peut paramétrer la droite e, par x = a — 2y, y = y. Ainsi, trouver le
minimum de f sur e, revient & trouver le minimum de y — g(y) := f(a — 2y, y)
sur R. On peut envisager la méthode de Newton combinée avec la dichotomie.
Cette méthode va converger si g est a-convexe pour un a > 0. Or, ¢"(y) =
12(a — 2y)? + 12y + 25 > 25; on peut donc bien appliquer cette méthode.

r) On trouve (par exemple par la méthode ci-dessus) le minimum approché de
(P') sur e, et, par la méme méthode, sur e,. Puis on compare les deux valeurs
et on prend la plus petite.



