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3 Analyse matricielle
3.1 Le probleme

Résoudre
(1) Az=0b, Ae M,(R), beR"

ici, A est inversible

Une source possible
La régression linéaire multiple : trouver

min |Bz — c|?>, B € My, ,(R),c € R™
rER™

Pour comprendre I'origine du probléme (identification de parametres en statistique) : http://fr.wikipedia.
org/wiki/Régression_linéaire_multiple

Solution


http://fr.wikipedia.org/wiki/R�gression_lin�aire_multiple
http://fr.wikipedia.org/wiki/R�gression_lin�aire_multiple

On suppose B injective (hypohese statistique raisonnable, cf supra). Alors |Bz| > C|z| (vérifier!), d’ott | Bz — ¢|?

coercive (vérifier ). On trouve que le minimum est atteint par un x qui vérifie

(Bz) - (Bh) — (Bh) ¢ =0, YheR",
d’ott B*Bx = B¢ (vérifier!)
—— ~—~

A b
Par ailleurs, A € M,,(R) est inversible, car Az =0 = (Az) -2 =0= |Bz|>=0=2=0

Remarque
A est définie positive : (Az) -z > 0siz € R\ {0}

3.2 Généralités sur les matrices

Identité de Lagrange
SiAe Mp,(R),zeR"ety € R™, alors (Az) -y = x - (A*y)

Définitions

Une matrice A = (al) € M, (R) est:
— diagonale, A =diag(\y,...,\,), sial = \jetal =0sii#j
- triangulaire inférieure (resp. triangulaire inférieure stricte) si a{ = 0 pour j > i (resp. pour j > 1)
— triangulaire supérieure (resp. triangulaire supérieure stricte) si a] = 0 pour j < i (resp. pour j < )

Théoreme 3.1. Toute matrice carrée est semblable a une matrice triangulaire supérieure : A = P~'TP, avec T
triangulaire supérieure, ayant sur les diagonales les valeurs propres de A (multiplicités comprises)

Norme subordonnée
Si || || est une norme sur R" et A € M,,(R), alors la norme (matricielle)subordonnée a || || est

[A]l = sup{[|[Az[|/||=[|; = € R" \ {0}} =
la plus petite constante C' > 0 telle que ||Az| < C|jz|, V= € R”

Proposition 3.2. — A+~ ||A]| est une norme
- [ABJ| < [|AllIB]

Exercice 1. Calculer, en fonction des éléments de A, la norme de A subordonnée a
n
=l = |l
j=1

= [%lloo = max, |z

Définition 3.3. Le rayon spectral d’une matrice A € M,,(R) est

p(A) = sup{|A|; A valeur propre de A}

Définition 3.4. Le spectre d’une matrice A € M, (R) est
o(A) := {\ € C; A valeur propre de A}

Donc
p(A) = sup{|A[; A € o(A)}

Théoréme 3.5 (Formule du rayon spectral). Si A € M, (R) et || || est une norme subordonnée, alors

p(A) = lim ||A¥|/*
k—o00



3.3 Erreurs

Erreurs
Si b est la valeur exacte d’une variable, et b + 0b la valeur calculée, alors :

— ||6b]| est I’erreur absolue

[ . -
=Tl est I'erreur relative (qui est une mesure plus pertinente de 1’erreur)

Conditionnement
Si A € M,,(R) est inversible, alors le conditionnement de A est

cond (4) = [lA[|[ A~

Intuition
cond (A) mesure a quelle point A est proche/loin d'un multiple de l'identité (si le conditionnement est pe-
tit/grand), sachant que le conditionnement est toujours > 1

Conditionnement et erreur
Sion ale systeme Az = b, avec A inversible, et b est mesuré avec une erreur, b ~ b+ §b, alors la solution devient
T+ ox

Estimation de I’erreur commise :

loz]| _ [lA~"6b]]

_ < cond (1901
el = el T

ond (A) W

Intuition (bis)
cond (A) mesure la robustesse du systeme Az = b (=peu de sensibilité a des erreurs de mesure)

Apercu des méthodes de résolution

— Echelonnement de la matrice (pivot de Gauss)
— Factorisation de la matrice en matrices simples
— Méthodes itératives

3.4 Pivotde Gauss

Etape #1 : réduction a un systeme triangulaire supérieur Bz = ¢
— Pouri = [1,n] .
— Sur la i-eme ligne : on cherche le premier indice j > i tel que a # 0
- On permute les colonnes i et j, de sorte a avoir a! # 0
— Pourk =i+ 1,n]

k-
— Remplacer la ligne ¥ du systéme (1) par ¥ — a—'fill
a

7

Etape #2 : résolution du systéme triangulaire supérieur Bx = ¢
— Pour i = [n, 1]
— Calculer z; en fonction de zy, k = [i + 1, n], a partir de I'égalité

n
G o J o
bixi = ¢ E b;x;
k=i+1



Analyse de I’algorithme '
- L'algorithme fonctionne (au sens ot on peut toujours trouver j > i tel que a] # 0)
— Le nombre de calculs est de l'ordre de n?
— Algorithme sensible aux erreurs d’arrondi

Exemple
Pour le systeme

Ex+y=¢

r+y=1
la solution exacte est (1,0)?, mais une erreur d’arrondi d’ordre ¢ dans les calculs entraine une erreur d’ordre 1
dans la solution

Pivot de Gauss modifié

On ne change que I’étape #1
— Pouri = [1,n] _
— On cherche un couple (1, j), avec ! > i et j > i, tel que |a]| soit maximal
— On permute les lignes i et [, et les colonnes i et j, de sorte a avoir |al| > |al|sis >iett >

— Pour k = [[i + 1,n]
k

- Remplacer la ligne ¥ du systeme (1) par ¥ — a—ili
a

3.5 Factorisation des matrices

Apercu de la factorisation LU
Le but du jeu est d’écrire A = LU, avec L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure
On résout alors Az = ben deux temps : Ly = b, puis Uz =y

Apercu de la factorisation QR
On cherche & mettre A sous la forme A = QR, avec () orthogonale, R triangulaire supérieure
On ramene alors Az = ba:Qy =b(ouencorey = Q*b)et Rx =y

Factorisation de Cholesky
Donnée : A > 0. Sortie : R triangulaire supérieure telle que A = R*R.

Algorithme :
— Pouri = [1,n]
_ _ 1o\ 1/2
— Prendre r! = (a§ - k:1(7"2)2)
— Pourj =[i+1,n]
; i i—1 ;3
— Poser 1] = p; (af = 2k=1 Tk%)

3.6 Méthodes itératives

Apercu

Pour résoudre (1) Ax = b
— On décompose A = M — N, avec M inversible
— (1) devient alors (2) Mz = Nx + b, ou encore (3) x = M ~'Nxz + ¢, avecc = M~'b
— On essaie alors de résoudre (3) par la méthode des itérations de Picard

Algorithme
On se donne des criteres d’arrét : une norme || || sur R” et un nombre € > 0



— On choisit 2° € R" (dans la pratique, z° = 0)
— Pourk >0
- Onysarrétesi ||[Az* —b|| < e
— Sinon, on pose 2**! = M~ N 2* + ¢
B

Théoreme 3.6. L'algorithme de Picard converge (pour tout b et 2°) si et seulement si p(B) < 1

Démonstration de —-.
On prend b = 0 (d’ott = = 0) et 2° vecteur propre de B, de valeur propre A
Onaalors 2/ = Mz% — 0,dou [A] < 1 a

Démonstration de <.
On écrit B = P~'TP, avec T triangulaire supérieure stricte et |t!| < 1
Soit x la solution de (1) et y* := P(2* — x). Alors y**! = Ty¥
Par récurrence rétrograde sur j € [1,n], on montre que yf — 0 pour k — oo, d’ott 2% — x a

Proposition 3.7. On a p(B) < || B||, quelle que soit la norme subordonnée

Démonstration. Soient ) valeur propre de B et z vecteur propre associé. Alors ||Bz| = |A|||z]], d"ou
On trouve

Bl = |Al.
| B|| > sup{|A|; A valeur propre de B} = p(B) O
Corollaire 3.8. S'il existe une norme subordonnée telle que || B|| < 1, alors I'algorithme de Picard converge

Méthode de Jacobi
Prendre M = la partie diagonalede Aet N = M — A

Avantage principal
M~ facile a calculer

Théoréme 3.9. On suppose
jai > > la]]
J#i
(on dit que A est a diagonale dominante)
Alors la méthode de Jacobi converge

Démonstration. Soientx # O et X € Ctels que M~ 'Na = \t== Na =AMz = -3, alx; = \alz;, pour tout
1
On prend ¢ tel que |z;| > |z;| pour tout j =

1 ||, 5 1 ;
N <> lad <= ledl<1 O
i o |i] il ot

Méthode de Gauss-Seidel
Prendre M=la partie inférieure (ou supérieure) de Aet N = M — A
; aj, sii>j , —aj, sit<j
Doncm] =< *7 _jetngz v S
0, sinon 0, sinon

Théoréme 3.10. On suppose A > 0. Alors la méthode de Gauss-Seidel converge

Démonstration. On écrit A = D 4+ L + U, avec D diagonale, L triangulaire inférieure stricte et U triangulaire
supérieure stricte, de sorteque M = D+ Let N = -U

On a A symétrique=—= U* =L = M + N* =D

Par ailleurs, ona di = (Ae?) - ¢! > 0,dou M + N* =D >0

En rappelant que A = M — N > 0, on concliit grace au lemme suivant O



Lemme 3.11. Si M — N > 0et M + N* > 0, alors p(M~'N) < 1

Démonstration. Six # 0et M~ ' Nz = Az, alors Nz = AMz
On trouve
- (Nz) -2 =A(Mz) - x
——— ———

B «
- (Mz)-z—(Nx)-z>0
—_——  ——
a 3
- (Mz)- -2+ (N*z)-2>0
—_—— ——
@ B
Les deux dernieres inégalités donnent |a| > |G|, ot |A| < 1 O

3.7 Exercices

Exercice 1. Soit A > 0.
— Trouver les valeurs de « telles que la méthode de Richardson, consistant a prendre M = «l,,, converge
— Y a-t-il un a qui semble meilleur que les autres ?

Exercice 2. Mettre en ceuvre, sous R, la méthode de Gauss-Seidel

Exercice 3. Etudier la méthode suivante (dite "des relaxations successives") : on décompose A > 0 sous la forme
A =D+ L+ U (comme dans la méthode de Gauss-Seidel), puis on considere la méthode itérative

2P = ayftl 4+ (1 — a)2®
Dy**! 4 Lokt = —Uzk +b

3.8 UnpeudeR

Une facon de rentrer une matrice A :
— On définit le vecteur c des éléments de A colonne par colonne
> x < —c(ici, on met les éléments de A)
— Puis, on définit A
> A < —z;dim(A) < —c(nombre de lignes de A, nombres de colonnes de A )

La transposée d'une matrice A est appelée avec la commande
> B < —t(A4)

Le produit des matrices A et B est appelé avec la commande
>C<~-A%x*%B

Inversion d’une matrice triangulaire inférieure
- >n < —taille de la matrice
- >z < —c(éléments de A par colonnes)
- >A< —x;dim(A) < —c(n,n)
- > B < —matriz(nrow = n,ncol =n)
- > for(iinl:n) for (jinl:n) B[, j] < -0
- > for (iinl:n) Bli,i| < —1/A[i, 1]
- > for(iin2:n) for(jinl:(i—1)) for (kinl: (i—1)) Bli,j] < —Bli,j] — Ali, k] * B[k, j|/Ali, 1]

Méthode de Gauss-Seidel
— Onecalcule M=, B=M"'Netc=M"1b
> test < —test d’arrét
- > X < —numeric(n)
> for (iinl:n) X[i]=0
> while (crossprod(A % x % X —b) > test?) X < —B%*% X + ¢
> X
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