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3 Analyse matricielle

3.1 Le problème

Résoudre
(1) Ax = b, A ∈Mn(R), b ∈ Rn

ici, A est inversible

Une source possible
La régression linéaire multiple : trouver

min
x∈Rn

|Bx− c|2, B ∈Mm,n(R), c ∈ Rm

Pour comprendre l’origine du problème (identification de paramètres en statistique) : http://fr.wikipedia.
org/wiki/Régression_linéaire_multiple

Solution
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On suppose B injective (hypohèse statistique raisonnable, cf supra). Alors |Bx| ≥ C|x| (vérifier !), d’où |Bx− c|2
coercive (vérifier !). On trouve que le minimum est atteint par un x qui vérifie

(Bx) · (Bh)− (Bh) · c = 0, ∀ h ∈ Rn,

d’où B∗B︸ ︷︷ ︸
A

x = B∗c︸︷︷︸
b

(vérifier !)

Par ailleurs, A ∈Mn(R) est inversible, car Ax = 0 =⇒ (Ax) · x = 0 =⇒ |Bx|2 = 0 =⇒ x = 0

Remarque
A est définie positive : (Ax) · x > 0 si x ∈ Rn \ {0}

3.2 Généralités sur les matrices

Identité de Lagrange
Si A ∈Mm,n(R), x ∈ Rn et y ∈ Rm, alors (Ax) · y = x · (A∗y)

Définitions
Une matrice A = (aji ) ∈Mn(R) est :

– diagonale, A =diag(λ1, . . . , λn), si aii = λi et aji = 0 si i 6= j

– triangulaire inférieure (resp. triangulaire inférieure stricte) si aji = 0 pour j > i (resp. pour j ≥ i)
– triangulaire supérieure (resp. triangulaire supérieure stricte) si aji = 0 pour j < i (resp. pour j ≤ i)

Théorème 3.1. Toute matrice carrée est semblable à une matrice triangulaire supérieure : A = P−1TP , avec T
triangulaire supérieure, ayant sur les diagonales les valeurs propres de A (multiplicités comprises)

Norme subordonnée
Si ‖ ‖ est une norme sur Rn et A ∈Mn(R), alors la norme (matricielle)subordonnée à ‖ ‖ est

‖A‖ = sup{‖Ax‖/‖x‖;x ∈ Rn \ {0}} =

la plus petite constante C ≥ 0 telle que ‖Ax‖ ≤ C‖x‖, ∀ x ∈ Rn

Proposition 3.2. – A 7→ ‖A‖ est une norme
– ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

Exercice 1. Calculer, en fonction des éléments de A, la norme de A subordonnée à

– ‖x‖1 :=

n∑
j=1

|xj |

– ‖x‖∞ := max
j=J1,nK

|xj |

Définition 3.3. Le rayon spectral d’une matrice A ∈Mn(R) est

ρ(A) := sup{|λ|;λ valeur propre de A}

Définition 3.4. Le spectre d’une matrice A ∈Mn(R) est

σ(A) := {λ ∈ C;λ valeur propre de A}

Donc
ρ(A) = sup{|λ|;λ ∈ σ(A)}

Théorème 3.5 (Formule du rayon spectral). Si A ∈Mn(R) et ‖ ‖ est une norme subordonnée, alors

ρ(A) = lim
k→∞

‖Ak‖1/k
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3.3 Erreurs

Erreurs
Si b est la valeur exacte d’une variable, et b+ δb la valeur calculée, alors :

– ‖δb‖ est l’erreur absolue

–
‖δb‖
‖b‖

est l’erreur relative (qui est une mesure plus pertinente de l’erreur)

Conditionnement
Si A ∈Mn(R) est inversible, alors le conditionnement de A est

cond (A) = ‖A‖‖A−1‖

Intuition
cond (A) mesure à quelle point A est proche/loin d’un multiple de l’identité (si le conditionnement est pe-
tit/grand), sachant que le conditionnement est toujours ≥ 1

Conditionnement et erreur
Si on a le système Ax = b, avec A inversible, et b est mesuré avec une erreur, b b+ δb, alors la solution devient
x+ δx

Estimation de l’erreur commise :

‖δx‖
‖x‖

=
‖A−1δb‖
‖x‖

≤ cond (A)
‖δb‖
‖b‖

Intuition (bis)
cond (A) mesure la robustesse du système Ax = b (=peu de sensibilité à des erreurs de mesure)

Aperçu des méthodes de résolution

– Echelonnement de la matrice (pivot de Gauss)
– Factorisation de la matrice en matrices simples
– Méthodes itératives

3.4 Pivot de Gauss

Etape #1 : réduction à un système triangulaire supérieur Bx = c
– Pour i = J1, nK
– Sur la i-ème ligne : on cherche le premier indice j ≥ i tel que aji 6= 0
– On permute les colonnes i et j, de sorte à avoir aii 6= 0
– Pour k = Ji+ 1, nK

– Remplacer la ligne lk du système (1) par lk − aki
aii
li

Etape #2 : résolution du système triangulaire supérieur Bx = c
– Pour i = Jn, 1K
– Calculer xi en fonction de xk, k = Ji+ 1, nK, à partir de l’égalité

biixi = ci −
n∑

k=i+1

bjixj

3



Analyse de l’algorithme
– L’algorithme fonctionne (au sens où on peut toujours trouver j ≥ i tel que aji 6= 0)
– Le nombre de calculs est de l’ordre de n3

– Algorithme sensible aux erreurs d’arrondi

Exemple
Pour le système {

εx+ y = ε

x+ y = 1
,

la solution exacte est (1, 0)T , mais une erreur d’arrondi d’ordre ε dans les calculs entraîne une erreur d’ordre 1
dans la solution

Pivot de Gauss modifié

On ne change que l’étape #1
– Pour i = J1, nK
– On cherche un couple (l, j), avec l ≥ i et j ≥ i, tel que |ajl | soit maximal
– On permute les lignes i et l, et les colonnes i et j, de sorte à avoir |aii| ≥ |ats| si s ≥ i et t ≥ i
– Pour k = Ji+ 1, nK

– Remplacer la ligne lk du système (1) par lk − aki
aii
li

3.5 Factorisation des matrices

Aperçu de la factorisation LU
Le but du jeu est d’écrire A = LU , avec L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure

On résout alors Ax = b en deux temps : Ly = b, puis Ux = y

Aperçu de la factorisation QR
On cherche à mettre A sous la forme A = QR, avec Q orthogonale, R triangulaire supérieure

On ramène alors Ax = b à : Qy = b (ou encore y = Q∗b) et Rx = y

Factorisation de Cholesky
Donnée : A > 0. Sortie : R triangulaire supérieure telle que A = R∗R.

Algorithme :
– Pour i = J1, nK

– Prendre rii =
(
aii −

∑i−1
k=1(r

i
k)

2
)1/2

– Pour j = Ji+ 1, nK

– Poser rji =
1

rii

(
aji −

∑i−1
k=1 r

i
kr
j
k

)
3.6 Méthodes itératives

Aperçu
Pour résoudre (1) Ax = b

– On décompose A =M −N , avec M inversible
– (1) devient alors (2) Mx = Nx+ b, ou encore (3) x =M−1Nx+ c, avec c =M−1b
– On essaie alors de résoudre (3) par la méthode des itérations de Picard

Algorithme
On se donne des critères d’arrêt : une norme ‖ ‖ sur Rn et un nombre ε > 0
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– On choisit x0 ∈ Rn (dans la pratique, x0 = 0)
– Pour k ≥ 0
– On s’arrête si ‖Axk − b‖ ≤ ε
– Sinon, on pose xk+1 =M−1N︸ ︷︷ ︸

B

xk + c

Théorème 3.6. L’algorithme de Picard converge (pour tout b et x0) si et seulement si ρ(B) < 1

Démonstration de =⇒.
On prend b = 0 (d’où x = 0) et x0 vecteur propre de B, de valeur propre λ

On a alors xj = λjx0 → 0, d’où |λ| < 1 �

Démonstration de⇐=.
On écrit B = P−1TP , avec T triangulaire supérieure stricte et |tii| < 1

Soit x la solution de (1) et yk := P (xk − x). Alors yk+1 = Tyk

Par récurrence rétrograde sur j ∈ J1, nK, on montre que ykj → 0 pour k →∞, d’où xk → x �

Proposition 3.7. On a ρ(B) ≤ ‖B‖, quelle que soit la norme subordonnée

Démonstration. Soient λ valeur propre de B et x vecteur propre associé. Alors ‖Bx‖ = |λ|‖x‖, d’où ‖B‖ ≥ |λ|.
On trouve

‖B‖ ≥ sup{|λ|;λ valeur propre de B} = ρ(B)

Corollaire 3.8. S’il existe une norme subordonnée telle que ‖B‖ < 1, alors l’algorithme de Picard converge

Méthode de Jacobi
Prendre M = la partie diagonale de A et N =M −A

Avantage principal
M−1 facile à calculer

Théorème 3.9. On suppose
|aii| >

∑
j 6=i

|aji |

(on dit que A est à diagonale dominante)
Alors la méthode de Jacobi converge

Démonstration. Soient x 6= 0 et λ ∈ C tels que M−1Nx = λx=⇒ Nx = λMx =⇒ −
∑
j 6=i a

j
ixj = λaiixi, pour tout

i
On prend i tel que |xi| ≥ |xj | pour tout j =⇒

|λ| ≤ 1

|aii|
∑
j 6=i

|xj |
|xi|
|aji | ≤

1

|aii|
∑
j 6=i

|aji | < 1

Méthode de Gauss-Seidel
Prendre M=la partie inférieure (ou supérieure) de A et N =M −A

Donc mj
i =

{
aji , si i ≥ j
0, sinon

et nji =

{
−aji , si i < j

0, sinon

Théorème 3.10. On suppose A > 0. Alors la méthode de Gauss-Seidel converge

Démonstration. On écrit A = D + L + U , avec D diagonale, L triangulaire inférieure stricte et U triangulaire
supérieure stricte, de sorte que M = D + L et N = −U

On a A symétrique=⇒ U∗ = L =⇒M +N∗ = D
Par ailleurs, on a dii = (Aei) · ei > 0, d’où M +N∗ = D > 0
En rappelant que A =M −N > 0, on conclût grâce au lemme suivant

5



Lemme 3.11. Si M −N > 0 et M +N∗ > 0, alors ρ(M−1N) < 1

Démonstration. Si x 6= 0 et M−1Nx = λx, alors Nx = λMx
On trouve
– (Nx) · x︸ ︷︷ ︸

β

= λ (Mx) · x︸ ︷︷ ︸
α

– (Mx) · x︸ ︷︷ ︸
α

− (Nx) · x︸ ︷︷ ︸
β

> 0

– (Mx) · x︸ ︷︷ ︸
α

+(N∗x) · x︸ ︷︷ ︸
β

> 0

Les deux dernières inégalités donnent |α| > |β|, d’où |λ| < 1

3.7 Exercices

Exercice 1. Soit A > 0.
– Trouver les valeurs de α telles que la méthode de Richardson, consistant à prendre M = αIn, converge
– Y a-t-il un α qui semble meilleur que les autres ?

Exercice 2. Mettre en œuvre, sous R, la méthode de Gauss-Seidel
Exercice 3. Etudier la méthode suivante (dite "des relaxations successives") : on décompose A > 0 sous la forme
A = D + L+ U (comme dans la méthode de Gauss-Seidel), puis on considère la méthode itérative{

xk+1 = αyk+1 + (1− α)xk

Dyk+1 + Lxk+1 = −Uxk + b

3.8 Un peu de R

Une façon de rentrer une matrice A :
– On définit le vecteur c des éléments de A colonne par colonne
> x < −c(ici, on met les éléments de A)

– Puis, on définit A
> A < −x; dim(A) < −c(nombre de lignes de A, nombres de colonnes de A )

La transposée d’une matrice A est appelée avec la commande
> B < −t(A)

Le produit des matrices A et B est appelé avec la commande
> C < −A % ∗% B

Inversion d’une matrice triangulaire inférieure
– > n < −taille de la matrice
– > x < −c(éléments de A par colonnes)
– > A < −x ; dim(A) < −c(n, n)
– > B < −matrix(nrow = n, ncol = n)
– > for (i in 1 : n) for (j in 1 : n) B[i, j] < −0
– > for (i in 1 : n) B[i, i] < −1/A[i, i]
– > for (i in 2 : n) for (j in 1 : (i− 1)) for (k in 1 : (i− 1)) B[i, j] < −B[i, j]−A[i, k] ∗B[k, j]/A[i, i]

Méthode de Gauss-Seidel
– On calcule M−1, B =M−1N et c =M−1b
– > test < −test d’arrêt
– > X < −numeric(n)
– > for (i in 1 : n) X[i] = 0
– > while (crossprod(A % ∗% X − b) > test2) X < −B % ∗% X + c
– > X
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