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2 Programmation linéaire

2.1 Optimisation linéaire

Définitions 2.1. — Une fonction affine (sur R™) est une fonction de la forme x — a - x + b,
aveca € R"etb € R
— Un probleme d’optimisation linéaire est un probleme de la forme
min ou max f(z), sous contraintes g;(z) > 0,h(z) < 0,kp(z) = 0,7 = 1,...,51,1 =

L., ,k=1,... )k
Ici, toutes les fonctions qui apparaissent sont affines

— Siz € R", lanotation x > 0 symbolise z; > 0,7 =1,...,n
De méme x > y est une notation pour z; > y;,j = 1,....,n
On utilise aussiz > O pour z; > 0,7 =1,...,n, etc.

Probléme sous forme standard



Définition 2.2. Un probleme d’optimisation linéaire sous forme standard est un probleme de la
forme (PLS) 511113) c-x
x>0

Proposition 2.3. Tout probleme d’optimisation linéaire peut étre mis sous la forme standard (PL.S),
éventuellement au prix d’un ajout de nouvelles variables

Démonstration. Pour transformer un probléme en (PLS) :
— max ~» min : on transforme max(c -z + b) en b — min(—c) -
— ¢-x 4+ b~ c-z:ontransforme min(c-x +b)en b+ minc - x
— xj quelconque ~ x; > 0 : on peut écrire un scalaire sans contrainte de signe, y € R, sous la
forme y = 21 — 29, avec 21, 20 > 0
- VT >a~U-T=Q:0nNaV-T > q <= v T — 2= «pourun scalaire z > 0
—v-r<la~v-r=«a:0nav-r < a<= 0v-r+ 2= «pourun scalaire z > (
— Dans les deux derniers cas : z = variable d’écart

Exemple

Le probleme max(x; — xo + 3) sous 1 + x2 > 1, 21 <0,
équivaut a min(z; + 2o — 23) sous 2y, 22,23, 24 > 0, =21 + 20 — 23 — 24 = 1

Elimination des contraintes redondantes

Définitions 2.4. Soit A € M,, ,,(R). La matrice A est pleine si son rang est m
Si le rang de A est < m, alors A est déficiente

Proposition 2.5. Hypothese :

le systeme Az = b est compatible
Conclusion :

il existe une matrice pleine Aetunb tels que

{reR"; Az=b}={zeR"; Az =1}

Démonstration. — Par récurrence sur m, le nombre de lignes de A
— Lecasm=1:
silerangde Aest1,onprend A = Aetb=b
si le rang de A est nul, on prend A=0ethb=0
— Passagedem —1lam:
si A est pleine, onprend A = Aetbh=b



si A est déficiente, alors il existe j € {1,...,m} tel que I’(A) = Z MlE(A), dot by =
k]

Z Aiebr (par compatibilité du systeme)

Kt

La matrice A obtenue en privant A de la j¢ ligne et le vecteur b obtenu en privant b de b;

satisfont Az = b, alors que Aa (m — 1) lignes. On peut donc remplacer A (donc A) par une

matrice pleine
]

Probléme linéaire encore plus standard

— De ce qui précede, on peut toujours supposer A pleine, ¢’est-a-dire rang A = m, ce qui
implique m < n

— Sim = n, alors la solution de Az = b est unique et le probleme d’optimisation trivial

— On supposera donc toujours dans la suite :
— Apleine
-m<n

2.2 Polytopes

Définitions 2.6. — Un polytope convexe est un ensemble P de points de R™ défini par un

nombre fini de contraintes affines satisfaites au sens large

— Un polytope convexe en forme standard est un ensemble de la forme P = {z € R"; Az =
b,z > 0}, avec A pleine de rang m < n

— x est un sommet de P si et seulement si : € P et il n’existe pas y, 2z € P avec y # z et
z € (y,2)

— Une base de A (avec A pleine de rang m < n) est une partie B = {ji,...,jm} C{1,...,n}
telle que les colonnes d’indices ji, ..., j, de A soient libres, ce qui équivaut a : la matrice
carrée B formée avec les lignes de A et les colonnes d’indices ji, .. ., j,, de A est inversible

Exemple

Le polytope ci-dessus est donné par les contraintes
T1t+we>1, vy -2 <1, 1y —20 > —1

2 est un sommet, y et z ne le sont pas



x=(1,0)

Exemple

1 2 2 3

Pour la matrice A = (1 9 3 4

>, les bases sont {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}

Soient A une matrice pleine, B une base de A et B la sous-matrice de A associée a B

Apres permutation de colonnes, on peut identifier A ~ (B | N)

Aprés permutation des indices, un point x de R" s’identifie a  ~ (zg,xy), avec zg € R™ et
xy € R"™™ de sorte que Ax = Bxp + Nay

Les coordonnées de x5 sont les coordonnées en base, les coordonnées de xy sont les coordonnées
hors base

Si j € B, alors j est une variable en base ; si j & B, alors j est une variable hors base

Exemple

. 122 3 3
SmentA—(1 9 3 4 4)et8—{1,3}

1 2 2 3 3
Alors B = (1 3>, N = <2 4 4), rp = (r1,23), tn = (T, T4, T5)
Les coordonnées 1, x3 sont en base, les coordonnées x», x4, x5 sont hors base
Les variables 1 et 3 sont en base, les variables 2, 4 et 5 sont hors base

Définitions 2.7. Soient A une matrice pleine, B une base de A et A ~ (B | N) la décomposition
de A associée a B
— La solution de base associée a B et au systtme Az = best x ~ (zp,0), avec zp la seule
solution de Bxp = b. On désigne aussi cet x par 25
Ou encore : ¢’est I'unique solution de Az = b telle que zy = 0
— La solution de base x est admissible si et seulement si zg > 0, ce qui équivauta x € P
— La base B est admissible si et seulement si 2° est admissible

Théoréme 2.8. Soit P = {z € R"; Ax = b,x > 0} un polytope convexe en forme standard
(donc A est pleine)
Alors z sommet de P <= x solution de base admissible pour une certaine base 5 de A

4



Solution de base implique sommet. Siy,z € P ett €]0,1[ sont tels que x = (1 — )y + tz, alors
Dezp=(1—-t)yg+tzpetQ)axy = (1 —t)yn +tzn

De (2)etyy, 2y > 0,onayy =25y =0

De Ax = Ay = Az = b,ona Bxg = Byg = Bz = b,d’ou x5 = yp = zp, ce qui implique
r=y==z [

Sommet implique solution de base. Aprés permutation, A ~ (C'| M), avec z¢c > 0etxy =0
Soit w solution de Cw = 0. Pour € > 0 petit, on a ¢ £ ew > 0 etz = 1/2y + 1/2z, avec
y ~ (xc —ew,0), z ~ (xc + ew,0). Comme y, z € P, on doit avoiry = z, d’ott w = 0

Il s’ensuit que C' est injective, c’est-a-dire les colonnes de C' sont libres. On peut compléter C' a
une matrice carrée B, extraite de A et de méme rang que celui de A. B correspond alors a une base
Bde A

Avec A~ (B | N),onaxy = 0, d ou x est la solution de base associée a B

Au passage, nous avons établi le résultat suivant

Corollaire 2.9. Soit z € P. Soit C la sous matrice de A correspondant aux coordonnée strictement
positives de A, c’est-a-dire : A ~ (C'| M) etz ~ (x¢,xp), avec z¢ > 0etzy =0

Hypothese :

C est injective, ou encore I’équation C'w = 0 n’a que la solution w = 0, ou encore les colonnes de
C sont libres

Conclusion :

 est un sommet

Par ailleurs, la réciproque est vraie

2.3 Recherche d’un optimum

Théoréme 2.10. On considére le (PLS) min ¢ - x

Ax=b
x>0
Hypothese :
il existe une solution = du (PLS)
Conclusion :

il existe une solution y du (PLS) qui soit, de plus, un sommet de P

Démonstration. On considere, parmi toutes les solutions z € P du (PLS), une, y, qui a le moins
de coordonnées strictement positives. Soit A ~ (C'| M), y ~ (yo, yar), avec yo > 0 et ypr = 0
Soit w solution de Cw = 0. D’abord, on a ¢ - w = 0 (1). En effet, si z ~ (yo £ cw, 0), alors z
est admissible pour ¢ petit. Comme y est optimal, on trouve +cco - w > 0, d’ ot co - w =0
On montre ensuite que w = 0 (d’ol y sommet). Preuve par 1’absurde : si w # 0, on peut supposer,
par exemple, w; > 0. Soit € := 11311>r(1) z;/w;>0

J

Soit z ~ e(w,0) et soit x := y — z. Alors : = > 0, xpy = 0 et z¢ # 0. Par ailleurs, Az =
Cxc + Mxy = Ay — Cz = Ay = b. Donc x est une solution du (PLS) ayant moins de



coordonnées strictement positives que y. Par ailleurs, on a aussi c- z = ¢ - y (grace a (1)), d’ou z
optimal. Contradiction ! O

Recherche naive d’un optimum

Algorithme
Hypothese :
il existe une solution du (PLS)
Pour en trouver une :
— On initialise z = 00
On considere toutes les parties de m éléments B C {1,...,n}
On vérifie si la matrice B associée a BB est inversible
Sinon, on passe au B suivant. Si oui, on calcule x5 := B —1p
Sizp # 0, on passe au B suivant. Sinon, on remplace z par min{z, cg-xg}, ol ¢ ~ (cg, cy)
— Alafin, z est le minimum du (PLS)

Inconvénients
— Nombre prohibitif de calculs : C]" parties B a regarder, résolution de Bxp = b pour chaque
base
— On peut obtenir un z fini méme si I'infimum du (PLS) vaut —oco

Exemples
— Pour le probleme (PLS) mir} (x1 — x2), on a z = 1 alors que I’infimum est —oo
1=
z1,22>0

— Pour un probleme avec 100 inconnues et 10 contraintes, il faut regarder C1{, familles de
vecteurs de R'Y. Le nombre de familles est 2 douze chiffres

2.4 Algorithme du simplexe a une phase

Calcul de base
— Soient B une base admissible, B la matrice associée, A ~ (B | N), etz ~ (zp,xy) un point
de P
— Alors g = B7Y(b— Nxy) (car Az = b)
— On adonc

cox=c'z=cpB b+ (ck — ckB"'N)zy

Définition 2.11. Le vecteur ¢y := (c§, —cEB7IN)T = ¢y — NT(B71)Tcp est le vecteur des cofts
réduits (associé a la base B)

Etape #0
On part d’une base admissible 3



Etape #1
Sicy >0, STOP : x ~ (B~'b,0) est solution optimale et z = ¢5 B~1b est le minimum du (PLS)

Démonstration. Siz € P,alorsc-v =clo =cg-B 'b+¢y-axny> cg- B b, carxy > 0et
cy >0
Le minimum est atteint quand xy = 0, ce qui donne x ~ (B~'0,0) O

Numérotation des coordonnées : un exemple
Sin=5,m=2etB ={1,3}, alors les coordonnées de ¢y ont comme indices 2,4 et 5

Par abus de langage, la premiere, deuxieme, troisieme coordonnée de ¢y sont appelées deuxieme,
quatrieme et cinquieéme coordonnée

Etape #2
Sicy # 0, soit ¢’ la premiere coordonnée < 0 de Ty et soit i son rang
Soit aussi v’ 1a i¢ colonne de B~ A (par abus de langage, v' est appelée la i¢ colonne de B~1N)

Etape #3
Siv? < 0, STOP : I’inf du (PLS) est —occ et n’est pas atteint

Démonstration. Pour simplifier les notations, on suppose B = {1,...,m},i=m+ 1
Soit f = (1,0,...,0) € R"™™, Soitt > 0.Onposexy =t f > 0etxg =B 'b— BNt f =
B~ — B 'Ntf=DB"1'b—tv'>0.Soitz ~ (zp,zy) € P

Onac-z=cEB W+ t(ch — B7'N)f=ckB b +tc" — —o0 quand t — oo O

Numérotation des coordonnées : un exemple

Le colonnes de B~'A ou B~'N ont m coordonnées. On numérote ces coordonnées selon les
indices qui donnent B

Exemple : si B = {1,3,4} et une colonne de B~'N est d = (2,4, 3)7, alors 2 est la coordonnée
de rang 1, 4 de rang 3 et 3 de rang 4. Donc d = (dy, d3, d4)T

Méme numérotation pour les coordonnées de B~

Etape #4

Sivi £0,s0it T :={keB;vi>0}#£0
(Bilb)k

On pose t}, = —,VkeJ

On choisit le plus getit Jjtelquet; = gél}l 17

On remplace B par B := B\ {j} U {i}

Rappel

Lemme 2.12 (de substitution). Soit F = (e )res une famille libre dans un espace vectoriel V. Soit

fev,f= Z M fre- SiA; # 0, alors F \ {f;} U{f} estencore une famille libre
k

Proposition 2.13 (L étape #4 diminue le cofit). B est une base admissible et ¢ - 2B <c-2P

7



B est une base. On désigne par A* les colonnes de A
Il faut montrer que la famille {A* ; k € B} \ {A7} U { A} est libre
Avec AT := (\g)res, on a

Ai:Z/\kAk@Ai:B)\@/\:B‘lAi:vi

keB
Comme v;- > (), la conclusion suit du lemme de substitution O
B est une base admissible. On peut supposer B = {1,...,m}eti=m+1

Avec des notations déja utilisées, soient zy = t;f, xp = B~'b —B !'Nuxy, de sorte que © ~
(xp,xN) vérifie Ax = b, 2,1 > 0etay =0sik >m+2

Pour conclure, il suffit de montrer que z;, > 0,k =1,... ,metz; =0

Pour k =1,...,m,onax, = (B~'b), —t;u; > 0. Par choix de j,onaxz; =0 O

Corollaire 2.14. Dans la base B, ona2® ~ (B~'b — t;v', t; f)

Le coiit diminue en passant de B & B. Dans la base Bona 2% ~ (B~'b — tiv',t; f), de sorte que

c-af =BT+ tj(cy f — cp(BTINY))
=cEB'b+ti(ch —cEBTIN)f = kBT +t; ¢t < cEBYh=c- 2 O

Remarque
Si B7'b > 0, alors t; > 0 pour tout j € J

Définition 2.15. Une base B est non dégénérée si B0 > 0

Théoreme 2.16 (non dégénérescence =—> convergence). Hypothese :

Les bases admissibles sont non dégénérées

Conclusion :

L’algorithme du simplexe donne en un nombre fini d’itérations la solution du (PL.S)

Démonstration. Sion passe par |’étape #4, on trouve c- 28 < c- 2B = le cofit décroit strictement
= on ne passe pas deux fois par la méme base = le nombre d’étapes est fini = on s’arréte a
une étape type #1 ou #2 = on trouve la solution du (PLS) O

Théoreme 2.17 (Bland 1977 ; admis). L’algorithme du simplexe donne, en un nombre fini d’étapes,
la solution optimale du (PLS)

Voir une preuve a I’adresse

http ://www.cmi.univ-mrs.fr/~lugiez/Enseignement/Master 1/RO/Cours/cours3.pdf

pages 6 et 7

L’argument essentiel est : si on passe plusieurs fois par une étape du type #4, alors les bases B
correspondantes sont différentes (I’algorithme ne cycle pas)

Algorithme du simplexe a une phase
Entrées :



— un (PLS)
— une base admissible
Sorties :
— le cotit optimal z du (PLS)
— si z > —o0, une solution optimale xB

Corollaire 2.18. Si le cofit optimal d’un probleme de programmation linéaire n’est pas —oo, alors
il existe une solution optimale

Inconvénient du simplexe a une phase : suppose connue une base admissible, qui peut étre difficile
a trouver dans la pratique
Un cas particulier ol il y a une base admissible "toute faite" est le (PL>) min ¢ -z, avec

Az<b
x>0
- Ae M,,(R)
-beR™bH>0
Comment obtenir une base admissible pour (PLY) :
— onintroduit les variables d’écart z;, j = n+1, ..., n+m, de sorte que Ar+(Tps1, .-, Toym)’ =
b
— alors {n + 1,...,n + m} est une base admissible

2.5 Algorithme du simplexe a deux phases

Phase #0

Entrée :

Un (PLS)

Sortie :
— si P = (), 'information P = ()
— si P # (), une base admissible B

Phase #1 : celle du simplexe a une phase
Entrées :

— un (PLS)

— une base admissible
Sorties :

— le cotit optimal z du (PLS)

— si z > —o0, une solution optimale xB

Simplexe a deux phases : phase #0

Etape #1 . . B
On transforme A ~~» A, b ~» b de sorte que b > 0



Pour ce faire, si b; > 0, alors on ne modifie ni b;, ni I (A). Sib; < 0, alors on remplace b; par —b;
et l/(A) par —l7(A)
Cette étape ne change pas le rang de A

Ainsi, il suffit de traiter la phase #0 sous les hypotheses :
— Apleine, rang A < n
-b>0

Etape #2
On résout, avec 1’algorithme du simplexe a une phase, le probleme auxiliaire (en forme standard)

(PA) Agrgrrynzb (y1+ -« + Ym),

z>0,y>0

probléme :
— de variable X = (z1,...,Zp, Y1, Ym) = (X1, ..., Xonan)
— de matrice (A | I,,,), qui est pleine
— de base admissible B = {n + 1,...,n + m}, qui donne la solution de base admissible
X ~ (0,b) (c’est ici que la premiere étape sert)

Pour le probleme (PA), le colit est toujours > 0. Il s’ensuit qu’il existe toujours une solution
optimale de base, associée a une base 3, et donnant le cott optimal z, de (PA)

Etape #3
Si zg > 0, STOP : on a P = (). Les contraintes du (PLS) sont incompatibles

Démonstration. Par I’absurde. Si z € P, alors X ~ (z,0) est admissible pour (PA) et le colt
associé a X ~ (x,0) est nul. Contradiction avec z; > 0 O

Etape #4
Sizg=0,alors P # 0

Démonstration. Soit X ~ (z,y) une solution optimale. On a alors :
—y=0
- Az =b
—-x>0

Etape #5

On écrit (A|I,) ~ (C D | E F), avec les sous-matrices choisies de sorte que la solution optimale
de base de (PA) s’écrive X ~ (z¢,xp,YE,Yyr), avec xc > 0, et yg en base, alors que zp et yr
sont hors base

Alors les colonnes de C' sont libres

On compléte C' a une sous-matrice B ~ (C' | G) de A, carrée et de rang m. Les indices des
colonnes de B forment une base admissible B de A, carsi A ~ (C' | G | N), alors 2% ~ (x¢,0,0)

10



Comment compléter C' : nous le verrons dans la section "tableau du simplexe"
On est a la fin de la phase #0 : on dispose d’une base admissible B pour le (PLS)

2.6 Tableau du simplexe

Pour le calculer, il faut :
—un (PLS)
— une base admissible B, de matrice associée B

Le tableau du simplexe est

B71A B~

' —cEBT'A] w

avec w = —ck - 28 (donc w est I’opposé du cofit estimé en la solution admissible de base corres-
pondant a I3)
C’est un tableau a (m + 1)-lignes et (n + 1)-colonnes

Apres permutation éventuelle des colonnes, ona A ~ (B | N), ¢ ~ (cg, cy), et le tableau devient

I, BN B~

0 ch—ckB7IN | w

Proposition 2.19 (Pivotage du tableau). Quand on passe de la base /B 2 une nouvelle base B =
B\ {i;} U{i} (avec i; € Beti & B), le tableau du simplexe change de la fagon suivante : on fait

un pivot de Gauss par dans la i¢ colonne, en prenant comme pivot (B *1A)§-
n+1
=L, m+

I* k=1,...,m+1sontles lignes de ce méme tableau, alors on obtient les nouvelles lignes I* de
la manjére suivante :
-=101/ t; }
tZ

- pourk%j,ik:lk—t—’;lj
J

, sont les éléments du tableau correspondant a la base B et si

Pratique du simplexe a une phase

Etape #1
On regarde le vecteur ligne ¢}, — c5 B~V (c’est la partie hors base de la derniére ligne du tableau)

11



— Si toutes ses coordonnées sont > 0, STOP : la base B est optimale, la solution optimale est
28 ~ (B~1b,0), le colit optimal est —w

— Sinon, on passe a I’étape #2

Etape #2
On trouve le premier i tel que la i¢ coordonnée de ¢, — cE B™' N soit < 0
On passe a I’étape #3

Etape #3

Soit v* la ¢ colonne de B~ A
— Siv* <0,STOP : I'inf du (PLS) est —oo et n’est pas atteint
— Sinon, on passe a I’étape #4

Etape #4
Soit B = {j1,...,jm}. On considere
- J ={k; v >0}
(B~'D)x

= ke d
v

k
On considere k£ € J tel que ¢, soit le plus petit possible. En cas de ballotage, on choisit le £ qui
donne le plus petit j;

On Change B en {jl? s 7jk717 i?jk+17 s 7jm}
On change le tableau du simplexe en utilisant la technique du pivotage du tableau (z rentre, £ sort)

Passage de la phase #0 a la phase #1
La phase #0 donne (apres résolution du (PA)) une base B = {ji, ..., js, P1,.--,Pr}, avec les j;
correspondant a des variables z, les p; a des variables d’écart y
Pour passer a la phase #1, il faut remplacer, dans B, les variables y par des variables x
Pour ce faire :
— Pour chaque [ = 1, ..., 7, on considére la ligne L' du tableau correspondant 2 la variable p;
— Onprenduni € {1,...,n} tel que L* # 0 (on peut montrer qu’un tel i existe toujours)
— On sort de B la variable p; et on fait rentrer la variable ¢ (selon 1’algorithme de pivotage)

2.7 Programmation linéaire avec R

Le logiciel R traite des problemes d’optimisation linéaire pas forcément en forme standard : la
seule obligation est la positivité des variables. Les autres contraintes peuvent apparaitre comme
des contraintes d’égalité ou d’inégalité au sens large

Exemple
Le probleme min(x; + xo + x3) sous les contraintes 1, zo, x5 > 0,21 — 29 < 1,27 + 23 >
3,71 —x9 — w3 = 1 est acceptable pour R

Il faut charger le package IpSolve

12



— On rentre le vecteur de colit ¢ par la commande
> f.obj < —c(1a on met les coordonnées de ¢, séparées par des virgules)

— On rentre la matrice A des contraintes par la commande
> f.con < —matriz (c(la on met les éléments de A, par ligne et séparés par des vir-
gules, nrow =la on met le nombre de lignes de A, byrow = TRUF)

— On rentre les signes des contraintes dans Ax?b par la commande
> f.dir < —c(la, on met les signes sous la forme ” =7 ou” <="ou” >=", séparés par
des virgules)

— On rentre b par la commande
> f.rhs < —c(la, on met les coordonnées de b séparées par des virgules)

— La commande
> Ip("max” ou”min”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
donne le colit optimal
— La commande
> Ip("max” ou”min”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution
donne une solution optimale de base

Exemple

Pour résoudre le probleme max(x;+9x2+x3) sous les contraintes 1, T2, x3 > 0, 14229+ 373 <
9et3x; + 229 + 223 < 15
- > f.obj < —¢(1,9,2)
- > f.con < —matriz(c(1,2,3,3,2,2),nrow = 2, byrow = TRUE)
> fudir < —c(? <=7," <=")
> furhs < —c(9,15)
Les résultats s’obtiennent avec les commandes
— > Ip("max”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
qui donne le cofit optimal 40.5
— > Ip("max”, f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution
qui donne une solution optimale de base (0,4.5,0)7

2.8 Exercices

Exercice: Mettre le systtme 1 + 22 < 1,21 — 29 < 1,21 > 0, z9 > 0 sous forme standard
Pour le systeme standard, trouver les bases et les solutions de base admissibles

Exercice: Mémes questions pour 1 +22 < 3,21 +23 < 7,21 > 0,290 > 0,23 > 0

Exercice : Résoudre, par énumération des sommets, le probleme max (1 +2x2) sous contraintes 1+ <
l,z1—220<1,21 20,229 >0

Exercice : Résoudre le probleme précédent par la méthode du simplexe
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Exercice : Méme question pour max(10x; + 12x9 + 12x3) sous x1,x2,x3 > 0, x1 + 2x9 + 223 < 20,
201 4+ 220 + 23 < 20 et 221 + x2 + 223 < 20

Exercice: Résoudre min(x; + z2 + x3) sous contraintes x1, r2, 3,24 > 0, 1 + 2x2 + 3x3 = 3, —x1 +
2x9 + 6x3 = 5,429 + 923 =5,3x3+ 24 = 1

Exercice : Idem pour min(2z;+3x+3x3+x4—2x5) sous x1, X2, T3, T4, T5 > 0, £1+3x9+4x4+25 = 2,
T+ 209 — 324 + x5 = 2, 1 + 49 — 313 = —1
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