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" ... espa
e et temps sont les 
adres a priori

de toute des
ription de notre exp�erien
e." E. KANT

1 Pr�eambule

Comment mieux pos�es 
ertains probl�emes li�es au rôle de la variable temporelle et �a l'espa
e-

temps dans le 
adre de la gravitation et de la m�e
anique 
lassique ?

Nous allons en examiner rapidement trois.

{ La signi�
ation de l'exp�erien
e du gyros
ope de Fou
ault.

{ La forme lo
ale de la m�etrique d'un univers de Friedman-Lemâ�tre.

{ Les formulations Lagrangienne et m�etrique de l'os
illateur harmonique.

" l'exp�erien
e ne peut d�e
ider entre Eu
lide et Lobat
hevsky.

Les exp�erien
es ne nous font 
onnâ�tre que les rapports des 
orps

entre eux ; au
une d'elles ne porte, ni ne peut porter,

sur les rapports des 
orps ave
 l'espa
e, ou sur les

rapports mutuels des diverses parties de l'espa
e." R. POINCARE

2 Le gyros
ope de Fou
ault

Probl�eme : Quelle est la signi�
ation de l'exp�erien
e du pendule de Fou
ault ?

En 1851, L�eon Fou
ault met au point l'exp�erien
e du pendule, exp�erien
e qui met en �eviden
e

le fait que la terre tourne. Cependant l'ampleur du pivotement du plan d'os
illation du pendule

d�epend de la latitude du lieu de l'exp�erien
e. Ce qui est moins 
onnu est le fait que L. Fou
ault met

au point un nouvel instrument l'ann�ee suivante pour s'a�ran
hir de l'e�et de latitude : le gyros
ope

est n�e. Et il est beau
oup utilis�e (l'exp�erien
e Probe aujourd'hui). Voi
i 
omment l'astrophysi
ien

Trinh Xuan Thuan pr�esente admirablement 
ette exp�erien
e (
f. page 101) :

\Le physi
ien Fran�
ais L�eon Fou
ault voulait d�emontrer que la Terre tournait sur elle-même.

En 1851, dans une exp�erien
e rest�ee 
�el�ebre et qui est maintenant reproduite dans de nombreux

mus�ees des s
ien
es du monde, il atta
ha un pendule �a la voûte du panth�eon, �a Paris. Une fois

lan
�e, le pendule a un 
omportement remarquable : son plan d'os
illation pivote au �l des heures.

Si on le lan
e dans la dire
tion nord-sud, au bout de quelques heures il os
illera dans la dire
tion

est-ouest, et si nous �etions aux pôles, le pendule ferait un tour 
omplet en exa
tement 24 heures. A

Paris, �a 
ause d'un e�et de latitude, le pendule n'a

omplit qu'une fra
tion de tour en une journ�ee.

Pourquoi le plan du pendule pivote-t-il ? Fou
ault r�epondit que 
e mouvement n'�etait qu'appa-

rent : le plan d'os
illation du pendule reste �xe et 
'est la Terre qui tourne. Ayant mis en �eviden
e
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la rotation de la Terre, il s'en 
ontenta. Mais la r�eponse de Fou
ault �etait in
ompl�ete, 
ar un

mouvement ne peut être d�e
rit que par rapport �a un rep�ere �xe : le mouvement absolu n'existe

pas. Galil�ee avait d�ej�a 
ompris que : \Le mouvement est 
omme rien." Le mouvement n'existe pas

en soi, mais relativement �a autre 
hose. La Terre doit \tourner" par rapport �a quelque 
hose qui

ne tourne pas. Mais 
omment trouver 
e quelque 
hose ? A�n de tester l'immobilit�e d'un point de

rep�ere, un astre par exemple, il suÆt de lan
er le pendule dans sa dire
tion. Si l'astre est immo-

bile, il restera dans le plan d'os
illation du pendule, dont on sait qu'il est �xe. Si l'astre bouge, il

d�erivera lentement en dehors du plan.

Essayons des objets astronomiques 
onnus, des plus pro
hes aux plus lointains. Si nous orien-

tons le plan de notre pendule vers le Soleil, 
e dernier sort per
eptiblement du plan d'os
illation

apr�es quelques semaines. Les �etoiles les plus pro
hes, situ�ees �a quelques ann�ees-lumi�ere, font de

même apr�es quelques ann�ees. La galaxie Androm�ede, situ�ee �a deux millions d'ann�ees-lumi�ere,

d�erive moins, mais �nit par sortir du plan. Le temps pass�e dans le plan s'allonge et la d�erive tend

graduellement vers z�ero au fur et �a mesure que les objets test�es sont plus �eloign�es. Seuls les amas

de galaxies les plus lointains, situ�es �a des milliards d'ann�ees-lumi�ere, aux 
on�ns de l'univers


onnu, ne d�erivent pas par rapport au plan d'os
illation initial du pendule.

- Pourquoi y aurait-il un plan privil�egi�e ?

- Il n'y a pas de plan privil�egi�e. Toutes les dire
tions sont �equivalentes. Quelle que soit la

dire
tion dans laquelle on a lan
�e le pendule au d�ebut, son plan d'os
illation reste �xe, mais pas

par rapport aux objets 
�elestes pro
hes, mais par rapport aux amas de galaxies les plus lointains que

l'on puisse d�ete
ter dans 
ette dire
tion. La 
on
lusion �a tirer de 
es exp�erien
es est extraordinaire :

le pendule de Fou
ault ajuste son 
omportement non pas en fon
tion de son environnement lo
al,

mais en fon
tion des galaxies les plus �eloign�ees, 
'est-�a-dire de l'univers tout entier, puisque la

quasi-totalit�e de la masse visible de l'univers se trouve non pas dans les �etoiles pro
hes, mais dans


es galaxies lointaines. En d'autres termes, 
e qui se trame 
hez nous se d�e
ide dans l'immensit�e


osmique : 
e qui se passe sur notre minus
ule plan�ete d�epend de la totalit�e des stru
tures de

l'univers.

Pourquoi le pendule de Fou
ault se 
omporte-t-il ainsi ? On ne 
onnâ�t pas la r�eponse pour

l'instant. Le philosophe et physi
ien autri
hien Ernst Ma
h y voyait une sorte d'omnipr�esen
e de

la mati�ere et de son in
uen
e. Selon lui, la masse d'un objet - la quantit�e qui mesure son inertie,


'est-�a-dire sa r�esistan
e au mouvement - est le r�esultat de l'in
uen
e de l'univers tout entier sur


et objet. C'est 
e qu'on appelle le prin
ipe de Ma
h. Lorsqu'on peine �a pousser une voiture, la

r�esistan
e qu'elle exer
e au mouvement �emane de la totalit�e de l'univers. Ma
h n'a jamais formul�e

en d�etail 
ette in
uen
e universelle myst�erieuse, qui est distin
te de la gravit�e, et personne n'a su

le faire depuis. ..."

Remarques :

1- Si 
omme le dit Trinh Xuan Thuan l'exp�erien
e de Fou
ault met en �eviden
e l'aspe
t quali-

tatif du prin
ipe de Ma
h, on 
onnâ�t, depuis V. Fo
k au moins, l'interpr�etation dans le 
adre de

la relativit�e g�en�erale. Cette exp�erien
e montre que pour la 
ompr�ehension d'un ph�enom�ene lo
al,

il faut se situer dans un mod�ele global, i
i un mod�ele d'univers isotrope. Il est int�eressant de noter

que 
ette exp�erien
e est un test sur terre (en laboratoire) d'un aspe
t de la relativit�e g�en�erale, en

l'o

urren
e 
elui de travailler ave
 deux m�etriques dont 
elle du mod�ele global 
hoisi.

2- Il y a deux 
on
epts qui posent probl�eme 
e sont la 
ovarian
e et l'invarian
e ; il ne faut

pas les 
onfondre. Dans 
ette exp�erien
e, les 
onditions aux limites �a l'in�ni sont 
ovariantes par

rapport �a la m�etrique asso
i�ee au mod�ele d'univers et invariantes par rapport �a 
elle d�e
rivant le

syst�eme.

3- Autrement dit, il existe une famille privil�egi�ee de rep�eres, 
'est 
elle des rep�eres 
omobiles

du mod�ele d'univers 
hoisi.

4- Vous êtes-vous d�ej�a interrog�e sur la formulation des noms des tests de la relativit�e g�en�erale?

Ils ont pour noms : DEVIATION des rayons lumineux, AVANCE du p�erih�elie de Mer
ure, RE-

TARD de l'�e
ho radar. Et dans l'exp�erien
e de Fou
ault on regarde la d�eviation du plan du pendule

(traduisant la rotation de la Terre), mais plus profond�ement la FIXITE de 
e plan par rapport �a

la m�etrique d'univers. Ces formulations soulignent �a l'�eviden
e la n�e
essit�e de travailler ave
 deux

m�etriques (
elle de l'univers 
hoisi et 
elle du syst�eme �etudi�e). Et 
e que l'on mesure (d�eviation,
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retard, avan
e, �xit�e) est un ECART que l'on attribue souvent �a la di��eren
e de pr�edi
tion entre

la th�eorie de Newton et 
elle d'Einstein (
e qui est vrai pour l'avan
e d'un p�erih�elie) ; mais pour

les autres (retard, d�eviation, �xit�e) ? Cet ECART est en fait la di��eren
e entre les pr�edi
tions

asso
i�ees �a 
es deux m�etriques.

5- Pour a
hever la 
ompr�ehension 
ompl�ete de l'exp�erien
e du pendule de Fou
ault, il reste, �a

ma 
onnaissan
e, �a formaliser l'aspe
t quantitatif du prin
ipe de Ma
h dans le 
adre de la relativit�e

g�en�erale, 
ompr�ehension qui passe par 
elle de 
e qu'est la masse inertielle.

Que dit Vladimir Fo
k (
f. page 394) sur 
e qu'il nomme le paradoxe de Ma
h ?

But the paradox vanishes as soon as one a

epts the legitima
y of the notion of \a

eleration

relative to spa
e".

The essen
e of the error 
ommitted in the initial assumption 
onsits in forgetting that the

nature of the equivalen
e of �elds of a

eleration and of gravitation is stri
tly lo
al.

Les pendule et gyros
ope de Fou
ault nous disent qu'il y a une famille de rep�eres privil�egi�es ;


e sont 
eux qui laissent �xe la partie espa
e, don
 les rep�eres 
omobiles dans lesquels la m�etrique

s'�e
rit :

ds

2

= h

2

(t)dt

2

� g

2

(t)(dx

2

+ f

2

�

(x)d!

2

); (1)

o�u f

�

(x) = x; sin(x); sh(x) selon le signe � = 0; 1 ou �1 de la 
ourbure spatiale, et o�u d! d�esigne

l'�el�ement d'angle sph�erique.

Il est �a noter qu'il y a une di��eren
e entre la variable temporelle et 
elles d'espa
e. Le gyros
ope

et le prin
ipe de Ma
h nous disent quelque 
hose sur l'espa
e, son isotropie, mais rien sur le temps.

Une version quantitative du prin
ipe qualitatif de Ma
h pourra-t-elle nous �e
lairer sur le temps ?

Qu'est-
e que r�esoudre un probl�eme en relativit�e g�en�erale ?

Soit V une vari�et�e repr�esentant un mod�ele d'univers. On se propose d'�etudier le 
hamp 
r�e�e

par une r�epartition S �nie de masses. Cette �etude peut se faire de deux mani�eres di��erentes :

a) Soit on �etudie le 
hamp 
r�e�e par S, et 
e
i de la mani�ere la plus intrins�eque

possible (
ertaines diÆ
ult�es proviennent de la nature de la vari�et�e 
hoisie).

b) Soit on �etudie deux 
hamps sur V, en l'absen
e du syst�eme de masse S, puis

en pr�esen
e de 
e syst�eme. On a alors �a 
omparer deux m�etriques, 
elle obtenue en

l'absen
e de S que l'on notera 


��

, et 
elle obtenue en sa pr�esen
e que l'on notera g

��

.

Dans les deux 
as on r�esout un probl�eme de relativit�e g�en�erale. Mais 
e n'est pas exa
tement

le même. La premi�ere appro
he, plus th�eorique, permet de trouver une solution, et dans 
ette

appro
he le probl�eme de la 
ompl�etude de la relativit�e g�en�erale ne se pose pas et la notion de

boule statique par exemple n'a au
un sens, puisque tous les observateurs sont �equivalents. La

deuxi�eme appro
he est plus pragmatique, et elle est in
ontournable si l'on veut 
onfronter une

solution aux observations (et par exemple 
omprendre l'exp�erien
e du gyros
ope de Fou
ault).

Comment parler d'une m�etrique asymptotiquement plate ? Comment parler de la d�eviation d'un

rayon lumineux en ne 
onsid�erant qu'une seule m�etrique ? Une traje
toire lumineuse ne peut être


onsid�er�ee 
omme d�evi�ee que par rapport �a la traje
toire obtenue en l'absen
e du 
orps provoquant

la "d�eviation", laquelle est 
al
ul�ee au moyen d'une autre m�etrique. Et dans 
ette perspe
tive, la

relativit�e g�en�erale est in
ompl�ete : il faut une jauge, 
omme pour l'�ele
tromagn�etisme. D'autre

part on n'�e
happe pas au probl�eme de la d�e�nition de la notion de boule statique, puisque par

exemple on ne peut pas parler d'e�ondrement d'une boule de mati�ere sans une telle d�e�nition.

Les deux appro
hes sont 
ompl�ementaires et n�e
essaires. Dans la litt�erature, 
ertains auteurs, par

exemple V. Fo
k, 
hoisissent expli
itement la deuxi�eme appro
he puisqu'il se donnent au d�epart

un mod�ele d'univers (
'est-�a-dire une vari�et�e V munie d'une m�etrique 


��

), 
hez d'autres les 
hoix

sont moins expli
ites.

En bref, le gyros
ope de Fou
ault met en �eviden
e la n�e
essit�e de re
ourir �a deux metriques

dans le 
adre de la relativit�e g�en�erale, pour la 
onfrontation aux observations ; elle r�e
on
ilie le

prin
ipe (qualitatif) de Ma
h et la RG.
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Comment aller plus loin ? Autrement dit peut-on, dans le 
adre de la relativit�e g�en�erale donner

un 
ontenu quantitatif au prin
ipe qualitatif de Ma
h ? Et si oui, quel type d'observations faire

pour le mesurer ? On peut penser �a des e�ets li�es �a la pertubation du 
hamp de l'univers par une

surdensit�e lo
ale (une galaxie, un amas). Faut-il en
ore pour 
ela �e
rire sous une forme ad�equate

la m�etrique d'un mod�ele d'univers.

"Cons�e
utivement, et même syn
hroniquement, on 
onstate de nombreux 
as o�u

l'expli
ation s
ienti�que admet plusieurs mod�eles pour un même domaine ph�enom�enal.

Cette pluralit�e est-elle le signe que nous n'atteignons jamais que des apparen
es ? ".

"La v�eri�
ation s
ienti�que, outre son sens trivial d'�elimination des illusions

et des erreurs imm�ediatement d�e
elables, 
onsiste don
 en une mise �a l'�epreuve,

le plus souvent tr�es m�ediate, d'un parti pris de repr�esentation de l'exp�erien
e."

G.-G. GRANGER

3 La forme lo
ale d'une m�etrique d'univers

Probl�eme : Quel est le 
hamp gravitationnel �emis par un objet (sph�erique pour simpli�er) dans

un univers isotrope en expansion ?

Pour bâtir dans le 
adre de la relativit�e g�en�erale un mod�ele gravitationnel lo
al rendant 
ompte

du mouvement des 
orps 
�elestes dans une petite partie de l'univers il faut se donner a priori un

mod�ele 
osmologique d�e
rivant l'univers et qui fournira des 
onditions �a l'in�ni assurant que le

probl�eme a une solution unique. Nous nous limiterons au 
as o�u le mod�ele d'univers est homog�ene

et isotrope, 
e qui est le 
hoix usuel. Le 
al
ul est ensuite men�e en supposant que le mouvement

du syst�eme lo
al �etudi�e n'a pas d'in
uen
e sur l'univers. Sans 
ette hypoth�ese, l�egitim�ee par le

fait que l'hypoth�ese d'homog�en�eit�e peut être 
onsid�er�ee 
omme r�esultant d'une int�egration des

syst�emes lo
aux, on ne sait pas r�esoudre le probl�eme.

On utilise en fait deux m�etriques : 
elle du mod�ele 
osmologique, donn�ee a priori, et 
elle,

in
onnue, rendant 
ompte du syst�eme gravitationnel �etudi�e.

- La premi�ere m�etrique est solution d'un syst�eme d'�equations obtenu par simpli�
ation des

�equations d'Einstein grâ
e aux hypoth�eses d'homog�en�eit�e et d'isotropie.

- La deuxi�eme m�etrique sera solution d'un autre syst�eme d'�equations obtenu par simpli�
ation

des �equations d'Einstein provenant 
ette fois-
i d'hypoth�eses de sym�etrie propres au syst�eme gra-

vitationnel que l'on �etudie. Ce deuxi�eme syst�eme est plus 
omplexe que le premier.

La premi�ere m�etrique permet la des
ription de 
e que seraient les traje
toires des rayons lumineux

en l'absen
e du syst�eme lo
al �etudi�e, 
ette r�ef�eren
e est indispensable pour pouvoir 
onfronter les

r�esultats du 
al
ul aux observations.

Ce
i �etant dit, �etant donn�e un syst�eme gravitationnel, il se pose le probl�eme d'�e
rire lo
alement

la m�etrique du mod�ele d'univers 
hoisi a priori.

Le travail qui suit, fait en 
ollaboration ave
 Mar
 La
hi�eze-Rey, a 
ommen
�e i
i même �a Carg�ese,

lors du 
olloque de Mars 2002.

3.1 Formes lo
ales d'une m�etrique d'univers

Le but de la 
osmologie est d'�etablir des propri�et�es de l'univers, et en parti
ulier de \l'espa
e-

temps", la vari�et�e U , en utilisant aussi bien des r�esultats th�eoriques qu'observationnels. Cependant

nous avons a

�es �a une r�egion limit�ee de l'espa
e.

En g�eom�etrie plane, l'�etude lo
ale d'une 
ourbe 
onsiste, au premier ordre, �a trouver sa tan-

gente, et au deuxi�eme ordre, son 
er
le os
ulateur ; et 
e
i passe par un 
hoix judi
ieux d'un

syst�eme de 
oordonn�ees. C'est la même 
hose pour la g�eom�etrie de U , au premier ordre on a

l'espa
e tangent de Minkowski, qui ne permet pas 
ependant de prendre en 
ompte les e�ets
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gravitationnels dus �a l'expansion. Au se
ond ordre la question est de 
onstruire 
ette meilleure

approximation, l'analogue du 
er
le os
ulateur, et de savoir si elle permet de rendre 
ompte d'ef-

fets post-newtoniens et de l'expansion 
osmique (la loi lin�eaire de Hubble par exemple) au niveau

de l'univers lo
al. Ce dernier point est important si l'on s'int�eresse �a la dynamique lo
ale, par

exemple des amas et super-amas de galaxies.

Soit (U ; g) un mod�ele d'univers isotrope (i.e. un mod�ele de Friedmann-Lemâ�tre). En g�en�eral

la g�eom�etrie est exprim�ee par la forme de Robertson-Walker de la m�etrique :

ds

2

= d�

2

�R

2

(�)(dx

2

+ f

2

�

(x)d!

2

); (2)

o�u f

�

(x) = x; sin(x); sh(x) selon le signe � = 0; 1 ou �1 de la 
ourbure spatiale, et o�u d! d�esigne

l'�el�ement d'angle sph�erique.

Si 
ette forme de m�etrique est pratique pour une �etude globale, elle ne l'est pas pour l'�etude

de l'univers lo
al ; et le 
hoix d'autres syst�emes de 
oordonn�ees donnera d'autres formes de la

m�etrique.

Par exemple, �e
rivons 
ette m�etrique (�e
rite dans des 
oordonn�ees 
omobiles) de mani�ere lo-


alement inertielle pour l'�ev�enement i
i et aujourd'hui E = f� = �

o

; x = 0; � = 0; � = 0g, en

posant x = R(�

o

)� :

ds

2

= d�

2

�R

2

(�)=R

2

(�

o

)(d�

2

+R

2

(�

o

)f

2

�

(�=R(�

o

))d!

2

) : (3)

Cette forme, lo
alement inertielle, est tr�es peu di��erente de la forme de Robertson-Walker, mais

elle met en �eviden
e que l'espa
e tangent �a l'�ev�enement E (i
i et aujourd'hui) est exa
tement

l'espa
e de Minkowski et r�ev�ele aussi que la 
oordonn�ee x est une 
oordonn�ee angulaire.

Pour l'obtention d'une forme lo
ale partons du 
as parti
ulier d(un mod�ele de de Sitter (ave


� = �1). La forme de Robertson-Walker est

ds

2

= d�

2

�

sinh

2

��

�

2

(d�

2

+ sinh

2

� d!

2

) : (4)

Le fa
teur d'�e
helle est sinh(��)=�, le param�etre de Hubble H(�) = � 
oth(��) et la param�etre

de densit�e 
 = �

2

=H

2

; 
e param�etre 
 est i
i plus petit que 1 
ar � = �1.

En faisant le 
hangement de variables

r =

sinh��

�

sinh�; �t = argtanh[
osh(�) tanh(��)℄; (5)

nous obtenons la forme de Birkho� (lo
ale et statique) de la m�etrique de 
et univers :

ds

2

= (1� r

2

�

2

) dt

2

�

1

1� r

2

�

2

dr

2

� r

2

d!

2

: (6)

Plutôt que de donner une preuve (te
hnique et instru
tive) je vous propose une v�eri�
ation

(preuve ?) par un syst�eme de 
al
ul formel.

Un programme Maple pour la v�eri�
ation

> restart : with(tensor) :


'est l'appel de la librairie de 
al
ul tensoriel

> 
oords := [tau; alpha; theta; phi℄ :

on donne un nom aux variables d'espa
e-temps de De Sitter

> gu := array(symmetri
; sparse; 1::4; 1::4) :

> gu[1; 1℄ := 1 : gu[2; 2℄ := �sinh(lambda � tau)

2

=lambda

2

:

> gu[3; 3℄ := sinh(alpha)

2

� gu[2; 2℄ : gu[4; 4℄ := gu[3; 3℄ � sin(theta)

2

:

> g := 
reate([�1;�1℄; eval(gu)); gg := get




ompts(g);

> gg[2; 2℄;

> tensorsGR(
oords; g; 
ontra

g

; det

g

; C1; C2; Rm;R
;R;G;CC) :

apr�es avoir 
r�eer la m�etrique g, "tensorsGR" 
al
ule la 
onnexion (C2) et les tenseurs de 
ourbure
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> displayGR(Einstein;G);

simpli�ons 
e tenseur d'Einstein G (R

��

� 1=2Rg

��

)

> TE := simplify(Einstein(g;R
;R); trig);

> te := get




ompts(TE); gg := get




ompts(g);

> te[2; 2℄ + 3 � lambda

2

� gg[2; 2℄;

> seq(simplify(te[i; i℄ + 3 � lambda

2

� gg[i; i℄); i = 1::4);

le tenseur d'Einstein=�3 � lambda

2

� tenseurmetrique

Changement de variables dans une m�etrique

> with(difforms) :


'est l'appel �a la libraitie des formes di��erentielles

> metdS := sum(gg[i; i℄ � d(
oords[i℄)

2

; i = 1::4);

> metB := (1�lambda

2

�r

2

)�d(t)

2

�1=(1�lambda

2

�r

2

)�d(r)

2

�r

2

�(d(theta)

2

+sin(theta)

2

�

d(phi)

2

);

> r := sinh(lambda � tau)=lambda � sinh(alpha);

> t := ar
tanh(
osh(alpha) � tanh(lambda � tau))=lambda;

nous avons introduit la m�etrique de De Sitter et sa forme "statique" lo
ale ; puis le 
hangement

de variables ; passons �a la v�eri�
ation

> defform(lambda = 
onst; tau = 0; alpha = 0);

> expand(d(r) � d(r));

> metB;

> essai := map(normal;map(fa
tor; 
olle
t(map(simplify; 
olle
t(metB; d(tau))); d(alpha))));

> essai2 := map(normal; 
onvert(essai; exp));

> essai3 := map(simplify; 
onvert(essai2; trig));

OUF

> simplify(metdS � essai3);

la v�eri�
ation est �nie

Passons maintenant �a la situation g�en�erale de la forme de Robertson-Walker d'un mod�ele de

Friedmann-Lemâ�tre. Nous allons suivre la même d�emar
he et nous appellerons forme de Birkho�

g�en�eralis�ee, la forme obtenue. Partons de la forme lo
alement inertielle (3) pour l'�ev�enement E

(hi
 et nun
) :

ds

2

= d�

2

�R

2

(�)=R

2

(�

o

)(d�

2

+R

2

(�

o

)f

2

�

(�=R(�

o

))d!

2

) ;

posons r = R(�)f

�

(�=R(�

o

)) et � = h(t; r). Ave
 les notations usuelles : H(�) =

_

R(�)=R(�),

�

2

=

8�G�

3

, nous obtenons

ds

2

=

_

h

2

(t; r)

1� �

r

2

R

2

(1� �

2

r

2

)dt

2

�

1

1� �

2

r

2

dr

2

� r

2

d!

2

; (7)

ave
 la 
ondition suivante sur h, provenant de l'�elimination du terme 
rois�e :

h

0

(t; r) = �

rH(h(t;r))

1��

2

(h(t;r)r

2

; h(t; 0) = t.

Nous pouvons appeler 
ette forme (7) la forme de Birkho� g�en�eralis�ee asso
i�ee �a un mod�ele d'uni-

vers isotrope. Il faudrait �evidemment �e
rire le 
hangement de variable � = h(t; r) et don
 pour


ela r�esoudre l'�equation di��erentielle h

0

(t; r) = �

rH(h(t;r))

1��

2

(h(t;r)r

2

, 
e qui ne peut gu�ere se faire sans la


onnaissan
e de R(�).

Cependant on peut trouver une solution appro
h�ee de 
ette �equation :

h(t; r) = t�

1

2

H(t)r

2

�

1

8

H(t)(2�

2

(t)�

_

H(t))r

4

+ :::;

ainsi,

_

h

2

(t;r)

1��

r

2

R

2

= 1 + (1�

q(t)


(t)

)�

2

r

2

+O(r

4

) et :

ds

2

� (1�

�q




�

2

r

2

)dt

2

�

1

1� �

2

r

2

dr

2

� r

2

d!

2

: (8)
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Ces formes (7) et (8) exigent un 
ertain nombre de remarques :

- Elles ne sont pas statiques ; en e�et � = �(t), d�epend du temps (sauf pour les mod�eles de De

Sitter).

- Dans la mesure o�u elles sont lo
ales, on peut trouver une version appro
h�ee statique de 
ette

forme : en e�et autour de l'�ev�enement E, on peut 
onsid�erer que � est 
onstant ainsi que H , 
 et

q.

- La variable r poss�ede un sens lo
alement (de rayon de 
ourbure) et don
, dans une premi�ere

approximation, de distan
e pour les 
hamps faibles.

On peut penser avoir atteint notre but en disant que la forme (8) est bien la \forme os
ulatri
e"

en l'�ev�enement i
i et aujourd'hui de notre m�etrique d'univers.

Mais l'�etude des g�eod�esiques radiales (dans les 
oordonn�ees (t; r)), nous donne la vitesse d'�eloigne-

ment

q

�q




�r autour de l'�ev�enement E et non pas la loi lin�eaire de Hubble Hr. Il nous reste don


un petit pas �a faire pour retrouver la loi de Hubble. Faisons un 
hangement de variable x = x(r)

tel que nous retrouvions une vitesse de H x.

Pour le mod�ele de De Sitter, il suÆt de poser x =

p


r, et la forme de Birkho� (6) devient 
e

que j'appellerai la forme post-newtonienne lo
ale de la m�etrique d'univers :

ds

2

= (1�H

2

x

2

)dt

2

�

1

1�H

2

x

2

dx

2




�

x

2




d!

2

: (9)

Plus g�en�eralement, pour un mod�ele d'univers donn�e, au moment �

o

de l'�ev�enement E notons

H = H

o

la valeur du param�etre de Hubble, 
 = 


o


elle du param�etre de densit�e, et
., alors l'ap-

proximation post-newtonienne lo
ale de la m�etrique d'univers s'obtient en posant x =

p

�q

o




o

r,


e qui n'est possible que pour les mod�eles a

�el�er�es. Nous obtenons ainsi la \forme os
ulatri-


e" en l'�ev�enement i
i et aujourd'hui de notre m�etrique d'univers qui s'�e
rit en notant

Q =

�q




:

ds

2

= (1�H

2

o

x

2

) dt

2

�

1

1�Q

�1

o

H

2

o

x

2

dx

2

Q

o




o

�

x

2

Q

o




o

d!

2

: (10)

Dans 
ette forme os
ulatri
e, il est �a noter que les valeurs aujourd'hui des trois param�etres fonda-

mentaux d'un mod�ele d'univers H , 
 et q �gurent expli
itement. Dans les variables (t; x) le 
hamp

d'a

�el�eration est donn�e par

Q

o

�

2

= Q

o

8�G�(�

o

)

3

= �q

o

H

2

o

;

et 
elui des vitesses radiales par H . Ces m�etriques (9) et (10) sont don
 parti
uli�erement bien

adapt�ees pour l'�etude de l'univers pro
he.

3.2 Champ �emis par une surdensit�e dans un univers en expansion

Consid�eronsmaintenant une surdensit�e lo
ale de notre pro
he univers (une galaxie, un amas, un

super-amas), de masse M et sph�erique en premi�ere approximation, dans un univers en expansion

a

�el�er�e. La r�esolution des �equations d'Einstein nous donne, dans les 
oordonn�ees (t; x) de la

m�etrique d'univers (10) :

ds

2

= (1�

2M

x

�H

2

o

x

2

) dt

2

�

1

1�

2M

x

�Q

�1

o

H

2

o

x

2

dx

2

Q

o




o

�

x

2

Q

o




o

d!

2

: (11)

C'est une solution appro
h�ee au deuxi�eme ordre (exa
te pour les univers de de Sitter).

Cette m�etrique (11) permet de d�e�nir le 
on
ept de rayon d'attra
tion d'une surdensit�e M

dans un univers non vide en expansion (
f. Souriau) : 
e rayon peut se d�e�nir 
omme la distan
e

pour laquelle le 
hamp d'attra
tion de la surdensit�e est �egal et oppos�e �a 
elui li�e �a l'expansion


osmique. Cette m�etrique nous semble plus appropri�ee que 
elle de Tolman-Bondi, 
ar par exemple

elle explique ais�ement les e�ets d'a

�eleration ou de d�e

�el�eration des galaxies pro
hes d'un amas.
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Pour en revenir �a notre gyros
ope de Fou
ault, 
'est ave
 
ette m�etrique que l'on peut esp�erer

tester des e�ets perturbatifs et 
e
i dans le 
adre stri
t de la relativit�e g�en�erale, et don
 avan
er

vers une d�e�nition quantitative du prin
ipe de Ma
h.

\ Dans la relativit�e g�en�erale, �a 
haque fois qu'on fait un pas il faut

s'arrêter pour nettoyer ses 
haussures." J.M. SOURIAU

4 Formulations lagrangienne et m�etrique de l'os
illateur

harmonique

Pla�
ons-nous dans le 
ontexte d'un des syst�emes m�e
aniques les plus simples : 
elui du syst�eme

masse-ressort id�eal, �a petites os
illations, soumis �a une for
e ext�erieure F(t). L'�equation du mou-

vement de la masse m est traditionnellement �e
rit sous la forme

m�x+Kx� F (t) = 0; (12)

o�u K est une 
onstante asso
i�ee au ressort. Exp�erimentalement les m�e
ani
iens se sont vite aper�
us

qu'il existait un terme 
ompl�ementaire en _x, appel�e for
e de " frottement " plus pr�e
is�ement for
e

de dissipation, du fait qu'il est proportionnel �a la vitesse. On a don
 l'�equation

m�x+ 2�

p

Km _x+Kx� F (t) = 0 ; (13)

o�u �, le 
oeÆ
ient dit de dissipation (ou de vis
osit�e) est bien mesur�e.

Il est don
 pr�esuppos�e un espa
e-temps symbolis�e par le 
ouple (x; t). Dans toute la suite, x

d�esignera le d�epla
ement observ�e par un observateur �xe du laboratoire o�u l'os
illateur se meut

et t le temps qui s'�e
oule �a la montre de 
et observateur riv�e au laboratoire.

Se donner l'�equation simple du pendule (de l'os
illateur harmonique) (12), 
'est se donner un


ertain nombre d'objets : une masse m et don
 deux �e
ritures de l'�energie asso
i�ee E = m


2

= h�,

o�u h est la 
onstante de Plan
k, 
 la vitesse de la lumi�ere et � la fr�equen
e relativiste ; une rigidit�e

K et la fr�equen
e de r�esonnan
e 
 =

p

K=m asso
i�ee �a la solution g�en�erale de l'�equation homog�ene

asso
i�ee �a (12) ; une for
e ext�erieure F (t) agissant sur la masse m.

4.1 Traitement Lagrangien de l'os
illateur harmonique

Cette �equation di��erentielle (12) est �etablie dans le 
adre de la m�e
anique newtonienne et

provient de l'�equation d'Euler-Lagrange

d

dt

(

�L

� _x

)�

�L

�x

(14)

asso
i�ee au Lagrangien 
lassique

L
 =

1

2

m _x

2

� (

1

2

Kx

2

� F (t)x) (15)

o�u

1

2

m _x

2

d�esigne l'�energie 
in�etique de la masse m et � =

1

2

Kx

2

� F (t)x le potentiel atta
h�e �a la

rigidit�e (ou for
e de rappel) K et �a la for
e ext�erieure F .

Interm�ede : �e
riture d'une pro
�edure qui �a un Lagrangien L asso
ie l'�equation d'Euler-Lagrange

du mouvement, suivi d'un test pour le Lagrangien (15).

> eqEulerLagrange := pro
(L)

lo
aly; yp; Ly; Ly1;

Ly := subs(diff(x(t); t) = yp; x(t) = y; L);

Ly1 := diff(subs(yp = diff(x(t); t); diff(Ly; yp)); t)� diff(Ly; y);

subs(yp = diff(x(t); t); y = x(t); diff(yp; t) = diff(x(t); t; t); Ly1)

8



end :

> L
 := 1=2 �m � diff(x(t); t)

2

� (1=2 �K � x(t)

2

� F (t) � x(t));

> eqEulerLagrange(L
);

Pour ne pas 
ompliquer le probl�eme nous avons suppos�e que la for
e de rappel K ne d�epend

ni de x ni de t, et nous le supposerons par la suite, 
ar l�a ne se situe pas l'essentiel du propos

(autrement dit, le fait que K soit 
onstant ou non est annexe par rapport aux probl�emes de fond

pos�es par la mod�elisation de l'os
illateur harmonique).

Probl�eme : Quel Lagrangien faut-il prendre pour obtenir l'�equation du mouvement de l'os
il-

lateur amorti (13) ?

Il est bien 
onnu qu'il faut prendre un lagrangien de la forme

e

A(t)

(

1

2

m _x

2

� (

1

2

Kx

2

� F (t)x)) (16)

ave
 A(t) = 2�

p

Kmt, pour que l'�equation d'Euler-Lagrange du mouvement soit (13).

Remarquons don
 que pour obtenir 
ette �equation, il y a n�e
essit�e d'un re
ours �a un fa
teur


onforme qui peut s'interpr�eter 
omme l'existen
e d'un temps propre atta
h�e �a la boule, di��erent

du temps t du laboratoire, et 
e bien que les 
orre
tions relativistes soient totalement n�egligeables.

Approfondissons 
e ph�enom�ene.

Sur la 
orre
tion relativiste. Même si la premi�ere 
orre
tion relativiste, li�ee �a la vitesse

_x(t), est tout �a fait n�egligeable dans le 
as de l'os
illateur harmonique, l'�etude de 
ette 
orre
tion

relativiste dans un 
adre Lagrangien, va nous permettre de mettre en �eviden
e le rôle jou�e par la

pr�esen
e d'un fa
teur 
onforme.

Cette 
orre
tion relativiste s'obtient usuellement en rempla
ant dans l'�equation du mouvement

d'une part

_x(t) par

_x(t)

q

1�

_x(t)

2




2

,

et d'autre part

m par

m

q

1�

_x(t)

2




2

,

la masse relativiste. Ainsi on obtient 
omme termes prin
ipaux de l'�equation du mouvement :

m�x(t) + (Kx(t)� F (t))(1�

3 _x(t)

2

2


2

) + ::: = 0: (17)

Une autre mani�ere d'obtenir 
ette premi�ere 
orre
tion relativiste, est de rempla
er

1

2

m _x

2

par

1

2

m _x

2

(1 +

_x(t)

2

4


2

) dans le Lagrangien 
lassique. Ces deux obtentions poss�edent des in
onv�enients ;

elles ne donnent pas les mêmes points de suspension et font apparâ�tre des termes en _x(t)

n

, ave


n > 2.

Il est fa
ile de remarquer que si l'on pose

Lr = e

�3

m


2

(

1

2

Kx

2

�F (t)x)

L
 = e

�3

m


2

�(t;x)

(

1

2

m _x

2

� (

1

2

Kx

2

� F (t)x)); (18)

(\r" 
omme relativiste), on obtient :

m�x(t)+(Kx(t)�F (t))(1�

3 _x(t)

2

2


2

)+

3

_

F (t)x(t)




2

_x(t)�

3

m


2

(Kx(t)�F (t))(

1

2

Kx

2

(t)�F (t)x(t))) = 0:

(19)

Nous obtenons ainsi une formulation simple de la 
orre
tion relativiste dans les 
oordonn�ees

(t; x) du laboratoire. Sans doute est-elle 
onnue ? Je ne l'ai pas en
ore trouv�ee dans la litt�erature.
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L'utilisation de Maple m'a beau
oup fa
ilit�e la ta
he, pour trouver 
e fa
teur 
onforme e

�3

m


2

�(t;x)

.

Remarque : Mais des exp�erien
es plus �nes, lors d'�etudes sur l'amortissement en r�egime

transitoire rapide, montrent qu'il faut rempla
er le 
oeÆ
ient 2�

p

Km de l'�equation par une

fon
tion t! 2m�

p

K=m+�t+::: ; et 
e 
oeÆ
ient � 
ommen
e �a être bien mesur�e. Le probl�eme est

don
 le suivant : Soitm�x+m
(t) _x+Kx�F (t) = 0 
ette �equation du mouvement, 
omment obtenir

th�eoriquement 
ette fon
tion 
(t) ? Question ouverte, mais importante, il est une exp�erien
e que

l'on fait souvent, 
elle de 
onstater que la plupart des pannes m�e
aniques interviennent pendant

la mise en route ou lors de l'arrêt d'un syst�eme. Peut-on limiter les sour
es de 
es pannes qui

proviennent lors d'un 
hangement de r�egime brutal. En r�egime normal, on sait qu'il suÆt d'�eviter

des plages de r�esonan
es, mais le probl�eme reste in
ompris en r�egime transitoire (d�emarrage, arrêt,

ou ... panne se
ondaire qui perturbe soudainement le r�egime normal).

Un r�egime transitoire rapide, 
orrespond �a une for
e F (t) = F

o

sin(!(t)t) o�u !(t) passe rapidement

d'une valeur !

1

�a une valeur !

2

. Ce r�egime transitoire peut simuler la mise en mar
he (!

1

= 0)

ou l'arrêt (!

2

= 0) d'un r�egime dit permanent (F (t) = F

o

sin(! t)) pour lequel l'�equation du

mouvement (13) est valable semble-t-il.

R�esum�e sur la formulation Lagrangienne 
onforme

Nous venons de voir que pour obtenir le terme d'amortissement ou la 
orre
tion relativiste pour

l'os
illateut harmonique dans le 
adre Lagrangien nous avons multipli�e le Lagrangien 
lassique par

un fa
teur (dit 
onforme).

Dans un 
adre plus g�en�eral, �e
rivons la formulation Lagrangienne du probl�eme, en partant du

Lagrangien 
lassique asso
i�e �a un 
hamp �(t; x) :

1

2

m _x

2

��(t; x): (20)

Introduisons un fa
teur 
onforme en prenant :

L = e

H(t;x)

(

1

2

m _x

2

��(t; x) ); (21)

dont l'�equation du mouvement s'�e
rit (en appliquant la pro
�edure Maple 
i-dessus) :

m�x+

m

2

H

0

_x

2

+m

_

H _x+

��(t; x)

�x

+H

0

�(t; x): (22)

Pour �(t; x) =

1

2

Kx

2

� F (t)x, 
ette formule redonne aussi bien la 
orre
tion relativiste (ave


H(t; x) =

�3

m


2

(

1

2

Kx

2

� F (t)x)) que le r�egime permanent (ave
 H(t; x) = 2�
t) ; de plus 
es deux


orre
tions sont ind�ependantes.

Mais dans 
e 
adre Lagrangien, 
omment trouver 
e fa
teur 
onforme H(t; x), pour un r�egime

transitoire rapide par exemple ? Il manque des �equations.

Interpr�etation : le temps propre de la pi�e
e mobile.

Pour la 
orre
tion relativiste le temps propre de la pi�e
e mobile n'est pas le temps de l'observateur

�xe (atta
h�e au laboratoire) du fait des prin
ipes de la relativit�e restreinte. Pour l'os
illateur

harmonique la 
orre
tion relativiste est n�egligeable, et pourtant pour obtenir le mouvement amorti,

tout se passe 
omme si le temps propre de la pi�e
e mobile n'�etait pas le temps de l'observateur

�xe et 
ela se traduit dans le 
adre Lagrangien par un fa
teur 
onforme. Mais :

1- A toute �equation du mouvement de la forme (22), on peut asso
ier une 
onnexion abstraite

� sur l'espa
e-temps telle l'une des �equations des g�eod�esiques soit exa
tement 
ette �equation

d'Euler-Lagrange (22).

2- Inversement �a toute m�etrique g, d�e�nie sur l'espa
e-temps, on peut asso
ier le Lagrangien

L

g

=

1

2

g

��

dx

�

dp

dx

�

dp

(23)
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tel que les �equations d'Euler-Lagrange 
orrespondantes soient les �equations des g�eod�esiques d�e�nies

par la 
onnexion asso
i�ee �a 
ette m�etrique.

Une �etude dans le 
adre m�etrique (pseudo-riemannien) s'impose don
.

4.2 Traitement m�etrique de l'os
illateur harmonique

Soit (t; x), l'espa
e-temps de l'observateur qui regarde les os
illations du syst�eme. Pour 
et

observateur la m�etrique est la m�etrique 
anonique grr de Lorentz. Soit g la m�etrique asso
i�ee �a la

masse qui os
ille. Son �e
riture dans la 
arte asso
i�ee �a l'observateur est de la forme

"

�(t; x) f(t; x)

f(t; x) �h(t; x)

#

. Mais pour obtenir des �equations \simples", il est pratique de la prendre

sous la forme

g(t ; x ) = h(t; x)

"

�(t; x) 1=2 f(t; x)

1=2 f(t; x) �1

#

;

ave
 pour 
onditions initiales au point (0; 0) :

g(0 ; 0 ) = grr(0 ; 0 ) =

"

1 0

0 �1

#

,

(absen
e de for
e ext�erieure F ). Pour une 2-m�etrique, le tenseur d'Einstein est toujours identi-

quement nul, 
e qui 
orrespond au 
adre exp�erimental (les for
es de gravitation s'exer
ant sur la

pi�e
e mobile sont n�egligeables).

Une des �equations du mouvement peut se mettre sous la forme :

�x+

1

2

h

0

h

_x

2

+

_

h

h

_x+

1

2

�

h

0

h

�

1

2

f

_

h

h

= 0 (24)

l'autre �equation, l'int�egrale premi�ere du mouvement, est donn�ee par la m�etrique :

h(� + f _x� _x

2

) = 1 :

Remarque : la ressemblan
e entre les deux �equations (24) et (22) est frappante et 
onduit �a

poser

h(t; x) = e

H(t;x)

.// Cependant, dans 
e 
adre nous avons trois fon
tions in
onnues h; � et f .

Il manque des �equations.

Prenons 
elles provenant de la jauge harmonique �e
rites de mani�ere grr-
ovariante : elles s'ob-

tiennent en 
al
ulant :

D

�

(

r

g

grr

g

��

) = 0;

o�u D

�

est la d�erivation 
ovariante par rapport �a la m�etrique plate grr.

Lemme 1 : Les �equations provenant de la jauge harmonique sont :

f _� = f

0

� � f

_

f; �

0

=

_

f g : (25)

D'apr�es 
e lemme 1, pour u(t; x) telle que _u = � et u

0

= f , alors la m�etrique g s'�e
rit sous la forme

suivante :

Th�eor�eme 1 :

g(t ; x ) = h(t; x)

"

_u(t; x) 1=2u

0

(t; x)

1=2u

0

(t; x) �1

#

(26)

et v�eri�e la jauge harmonique si et seulement si u est solution de l'�equation :

�

2

�t

2

u(t; x)�

�

�

2

�x

2

u(t; x)

�

�

�t

u(t; x) +

�

�

�x

u(t; x)

�

�

2

�t�x

u(t; x) = 0 : (27)
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Il ne reste plus qu'�a r�esoudre 
ette �equation pour d�eterminer f(t; x) = u

0

(t; x) (et par suite �).

Pour 
ela, posons u(t; x) =

P

1

i=0

u

i

(t)x

i

. Alors l'�equation (27) se r�eduit au syst�eme d'�equations

Lemme 2 : pour i � 0 :

u

i+2

(t) =

�u

i

(t) +

P

i+1

j=1

j(i+ 3� 2j)u

j

_u

i+2�j

(i+ 1)(i+ 2) _u

0

(t)

; (28)

En r�esum�e, le 
adre Lagrangien nous donne rapidement l'�equation fondamentale du mouvement

et le 
adre de la relativit�e g�en�erale les �equations suppl�ementaires n�e
essaires, �a partir des �equations

de la jauge harmonique.

4.3 R�esultats pour l'os
illateur harmonique

Revenons �a la situation exp�erimentale �etudi�ee ; les vitesses ( _x) sont tr�es petites, aussi nous

allons n�egliger les termes en _x

2

dans les �equations (24) et (22) tout simplement en prenant h

0

=

H

0

= 0 et en posant 
(t) =

_

H =

_

h

h

. L'�equation du mouvement se r�eduit alors �a

�x+ 
(t) _x+Kx� F (t) = 0 ;

ave


�

1

2

f(t; x(t))

_

h

h

= Kx(t)� F (t)

pour la solution t ! x(t) de l'�equation du mouvement v�eri�ant les 
onditions initiales x(0) =

_x(0) = 0. Nous allons aussi tenir 
ompte des 
onditions aux limites en parti
ulier 
elle qui stipule

que si la for
e F(t) est p�eriodique (F (t) = A sin(!t)) alors l'�equation du mouvement se r�eduit �a

�x+�

p

(K) _x+Kx�F (t) = 0. Il reste don
 �a 
al
uler 
(t) en fon
tion de K, F (t), en utilisant la

jauge harmonique, i.e. le lemme 2.

Corollaire : Sous l'hypoth�ese de la jauge harmonique, l'�equation di��erentielle du mouve-

ment de l'os
illateur harmonique 
ontient un terme d'amortissement (ou de dissipation) dont le


oeÆ
ient 
(t) admet le d�eveloppement limit�e �a l'ordre 4 suivant lorsque F (0) = 0 et

_

F (0) 6= 0 :


(t) = �

p

K(1 +

t

2

�

F (0)

_

F (0)

+

t

3

24

�

�

F (0)

_

F (0)� 2

_

�

F (0)

�

F (0) +K

�

F (0)

_

F (0)

_

F (0)

2

+ :::) (29)

La preuve ne soul�eve pas de diÆ
ult�es, mais les 
al
uls sont longs et p�enibles (même ave
 Maple).

Voi
i maintenant 
e que donne la 
onfrontation �a l'exp�erimentation (r�ealis�ee par A. Almajid �a

l'INSA de Lyon). Au niveau de la 
on�rmation exp�erimentale, les premiers r�esultats sont probants,

mais il reste �a les 
onforter. Pour les �gures 
(t) est not�e 
(t) = 
o+
1�t+
3�t

3

. Pour la premi�ere,


(t) = 


o

, il n'y a pas d'ad�equation apr�es le pi
 de r�esonan
e ; pour la se
onde ave
 
(t) = 


o

+


1

�t

et pour la troisi�eme ave
 
(t) = 


o

+ 


1

� t+ 


3

� t

3

, il est manifeste que l'ad�equation entre la 
ourbe

exp�erimentale et la 
ourbe th�eorique augmente ave
 l'ordre du d�eveloppement limit�e. (On peut

ainsi esp�erer que les h�eli
opt�eres auront moins de pannes).

12



13



Remarques :

1- La question de la 
ompr�ehension de 
e 
oeÆ
ient de dissipation 
 �a travers le 
on
ept de

temps propre reste �a approfondir. De fait, dans le 
adre d'un r�egime transitoire rapide, l'amortis-

sement peut être mod�elis�e au moyen d'une m�etrique.

2- Il reste �a 
omprendre pourquoi la jauge harmonique est essentielle pour de simples probl�emes

de m�e
anique. Est-
e li�e au fait que la for
e ext�erieure se transmet �a la vitesse de la lumi�ere, ou

plus profond�ement �a une invarian
e du mouvement de tout \front d'onde" dans la terminologie

de Vladimir Fo
k ?

3- On sait que le groupe de Poin
ar�e est fondamental au niveau de la relativit�e restreinte

et g�en�erale, ainsi qu'au niveau de la m�e
anique quantique, pourquoi ne jouerait-il pas un rôle �a

l'�e
helle interm�ediaire de la m�e
anique usuelle ? En fait la jauge harmonique poss�ede un rapport

�etroit ave
 
e groupe de Poin
ar�e.

4- Relativisons. Ce
i n'est �evidemment qu'un d�ebut, et pour plusieurs raisons : la 
onstante K

n'est 
onstante qu'�a une premi�ere approximation ; les mouvements de l'os
illateur sont suppos�es

petits ; nous avons regard�e un probl�eme �a une seule dimension spatiale ; en�n nous avons suppos�e

que le 
oeÆ
ient de dissipation 
 ne d�epend que de t (en n�egligeant l'aspe
t relativiste des vitesses).

5- Au risque de me r�ep�eter, sans la puissan
e de 
al
ul des ordinateurs, et 
elle d'un logi
iel de


al
ul formel, je n'aurais pas pu trouver la forme �a adopter pour le tenseur m�etrique : g(t ; x ) =

"

�(t; x)h(t; x) 1=2 f(t; x)h(t; x)

1=2 f(t; x)h(t; x) �h(t; x)

#

.

6- Une 
ertitude : pour esp�erer traiter de mani�ere similaire l'�etude de ph�enom�enes vibratoires

dans le plan ou l'espa
e, on ne peut pas faire l'�e
onomie de la tradu
tion de la jauge harmonique

dans le 
adre Lagrangien.

7- Une deuxi�eme 
ertitude : l'os
illateur harmonique nous fournit un test d'un aspe
t de la

relativit�e g�en�erale (
elui de la pertinen
e de la jauge harmonique), un test en laboratoire sur terre,

de plus extrêmement peu 
oûteux �nan
i�erement, et renouvelant le probl�eme de l'�etude de la limite

entre m�e
anique 
lassique et m�e
anique relativiste.

La formule d'Almajid. D'autres exp�erien
es ont �et�e men�ees, l'une �a trois degr�es de libert�es
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(triple pendule ave
 trois ressorts), l'autre sur l'�etude de la vibration d'une poutre. Si l'on note

!(t) la fr�equen
e de la for
e ext�erieure (simulant un r�egime transitoire rapide), l'ad�equation entre

l'exp�erimentation et la mod�elisation s'obtient en prenant un temps propre qui d�epend de !(t).

Plus pr�e
isemment, on sait qu'un e�et relativiste d�epend de la vitesse que l'on prend en 
ompte

par la formule

q

1�

_x

2

(t)




2

. I
i tout se passe 
omme si il fallait utiliser une formule de 
orre
tion

relativiste du type

r

1�

_x

2

(t)




2

� �

2

(!(t)) (30)

o�u � est une fon
tion qu'il reste �a d�e
ouvrir et �a 
omprendre ; elle a �et�e d�etermin�ee exp�erimentalement

dans les exp�erien
es d�e
rites. C'est la formule d'Almajid. Une deuxi�eme 
orre
tion relativiste voit

le jour, asso
i�ee �a un r�egime transitoire rapide et qui met en �eviden
e un temps propre ! Qu'est-
e


e temps ?

La prin
ipale sour
e de 
onfusions vient de nos dis
ours qui ne font pas bien la part des 
hoses :

ils attribuent trop souvent au temps les propri�et�es des ph�enom�enes qui s'y d�eroulent.

E. KLEIN, S
ien
e & Vie, n

Æ

2

10

, Janvier 2003.
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