Le nombre 19 m'intrigue

Voici le texte d’une intervention donnée à l’antenne de Bourg-en-Bresse de l’IUFM de Lyon, lors d’un colloque
(Le Rallye Mathématique Transalpin) réunissant des instituteurs et professeurs de collège de trois pays (Italie, France et Suisse) ; ce colloque avait pour thème « Qu'est-ce qu'un bon problème de rallye ? ».

Il m’a été demandé de donner un témoignage de mathématicien-chercheur sur son travail, à l’occasion de ce colloque. Dur dur, car autant de mathématiciens, autant de manières différentes de se poser et d’aborder des problèmes, qui sont de plus pour la plupart très, très abstraits. 

Actuellement mes centres d'intérêts en recherche sont les théories de la gravitation (2) (c’est de l’analyse sur des variétés) et la modélisation mathématique (rapports des mathématiques avec les autres disciplines scientifiques). Mais comme beaucoup de chercheurs je m’intéresse aussi à des problèmes abordables par un public moins restreint. Ainsi je vais vous parler sur le nombre 19, nombre intriguant.
Depuis quelques années, je cherche des propriétés particulières du nombre premier 19. C’est un nombre qui pour moi est plein de mystères.

En effet dans le cadre d'une recherche internationale, nous avons trouvé, en 1997 et 1998, d'abord huit nombres premiers consécutifs en progression arithmétique, puis neuf, puis dix (1). A noter que ce résultat est le fruit d’une recherche collective entre mathématiciens de plusieurs pays.

Rappel : une progression arithmétique est une suite de nombres dans laquelle on passe de l’un au suivant en ajoutant toujours le même nombre, appelé « raison ».

Ce dix-uplet (comme on le dit dans notre jargon) est formé de nombres de 93 chiffres, la raison est de 210 (210=2*3*5*7 est la raison minimale d'après un théorème du à Cantor) et surtout ces nombres sont égaux à 19 modulo 30 (30=2*3*5).

Rappel : Calcul modulo n : dans une « division avec reste » ou en restant dans les nombres entiers, être égal à 19 modulo 30 signifie obtenir un reste de 19 dans la division par 30.

Ces résultats furent obtenus grâce à l'utilisation d'un grand nombre d'ordinateurs. Notre algorithme ne permet pas de trouver un 11-uplet (qui doit être de raison 2310), car l’algorithme est trop lent. Or, pour l'initialisation de l'algorithme qui a permis de trouvé le dix-uplet, j'avais proposé, après de multiples tests sur ordinateurs, de partir des nombres 19 et 199 pour des raisons intuitives, et le résultat est venu 100 fois plus vite que ne le laissaient prévoir les probabilités (il existe beaucoup de théorèmes de nature probabiliste en théorie des nombres). Pourquoi, je ne sais pas? De ce fait le 19 m'intrigue.

Alors voici quelques propriétés que j'ai glanées ou trouvées (retrouvées?), qui sont suffisamment élémentaires pour être éventuellement utilisables par des professeurs de mathématiques. J'ai déjà fait plusieurs interventions dans des classes de lycées de l'académie de Lyon sur ce thème (en particulier sur le principe algorithmique de Nelson (1) qui permet de trouver rapidement des 3-uplets et 4-uplets avec les calculatrices programmables), mais les lemmes (résultats) que je vous livre aujourd’hui datent de ce mois d’Août 2004. Pré requis : la définition du calcul modulo n. 

Remarque de départ: n=30 est le plus petit entier tel qu'il existe k premier vérifiant k^2=1 (lire k au carré =1) modulo 30 et admettant une ou plusieurs racines carrées  modulo 30.

Exercice 1: - Etablir un algorithme qui permette de trouver ces premières paires (k,n).

On doit obtenir (19,30), (17,32), (29,35), ..., (199,330), ... .


- Trouver les racines carrées de 19 modulo 30.

19 est racine carrée de 1 modulo 30, car 19 au carré est 361= 1(modulo 30) et carré de nombres obtenus en lui ajoutant un multiple de 30, comme 7^2= 49 (30 +19), 13^2=169 (150 + 19).  Les nombres 17=30-13 et 23=30-7 sont aussi des racines carrées de 19 modulo 30.
Ainsi, 19 est racine carré de 1 et carré de nombres (modulo 30)!

Rappel : Les mathématiciens appellent nombres premiers jumeaux deux nombres premiers qui diffèrent de 2 comme 3 et 5, 5 et 7, 11 et 13, 17 et 19, 29 et 31, 41 et 43, 71 et 73 …

Lemme 1 : Soit (k-2,k) une paire de nombres premiers jumeaux. Si k se termine par 9 en base 10  (de manière plus intrinsèque k=9 modulo 10) alors, en posant n=5/3*(k-1), on a k^2=1 modulo n et (k-2)^2=k modulo n.

Exemple pour k=109,  n=5/3*(108)=180 et 107^2=11449=109 modulo 180. 

C'est un cas particulier du résultat plus général suivant.

Lemme 2 : Tous les nombres x de la forme x=19+30*n vérifient x^2=1 modulo 5/3*(x-1) et (x-2)^2=x modulo 5/3*(x-1).

Exemple : pour x=49,  5/3*(48)=80 et 47^2=2209=49 modulo 80. 

Exercice 2: - Etablir des algorithmes qui permettent de vérifier ces lemmes. (Un premier algorithme permettant de trouver les premières paires de premiers jumeaux, un deuxième testant la véracité du lemme 2).

- (Pour les professeurs) démontrer ces lemmes (on pourra utiliser le fait que x-1 est divisible par 6).

Considérons maintenant les suites de 4 nombres premiers le plus proche possible; elles sont formées de deux paires de premiers jumeaux.

Définition : On appelle quadruplet de nombres premiers toute suite de la forme (x-8,x-6,x-2,x), où chacun des nombres est premier.

On pense qu'il existe une infinité de telles suites, mais ce n'est pas encore démontré.

Exercice 3: - Etablir un algorithme qui permette de trouver les premiers quadruplets de nombres premiers. (On doit trouver les quadruplets (5,7,11,13), (11,13,17,19) puis (101,103,107,109), (191,193,197,199), ... ).


- Montrer qu'en dehors du quadruplet  (5, 7, 11, 13), tous les autres vérifient x=19 modulo 30.

Notes : Il y a toujours des propriétés que l'on utilise implicitement. J'en citerai deux que j'utilise beaucoup.

Tout nombre premier (en dehors de 2 et 3) est nécessairement de la forme 6*n+1 ou 6*n-1.

Le calcul modulo n est un calcul dans l'anneau Z/nZ, en particulier le groupe des éléments inversibles pour la multiplication dans Z/nZ donne des indications sur les nombres premiers. Etudier les inversibles de Z/30Z puis de Z/(2*3*5*7Z). Pour une bibliographie, il existe pas mal de livres sur la théorie des nombres ; ceux disponibles dans les bibliothèques des IREM ou des préparations au Capes ou à l’Agrégation de mathématiques sont amplement suffisants (cf. par exemple (3), (4) , et (5)).
Conclusion : 19 est un drôle de nombre.

Je continue ma quête d'autres propriétés (arithmétiques) de ce nombre et je suis preneur de toute idée (c'est une remarque sur le 18=19-1 que m'a donnée Georges, un animateur de l'IREM de Lyon, qui m'a permis de rédiger les lemmes 1 et 2). Le nombre 19 m'intrigue toujours dans la mesure où je ne sais pas encore répondre à la question initiale sur la rapidité de la découverte d'une suite de dix nombres premiers consécutifs en progression arithmétique.

Alors, « Qu’est-ce qu’un bon problème pour un mathématicien ? » C’est d’abord et avant tout quelque chose qui intrigue ; l’essentiel de la recherche va consister à transformer ce « quelque chose qui intrigue » en un (ou plusieurs) problème(s) bien posé(s) puis il ne reste plus qu’à démontrer, suivant l’adage : « un problème bien posé est à moitié résolu ».
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Il numero 19 m’intriga 

Una breve presentazione: docente-ricercatore all’università di Lione 1, dirigo attualmente l’IREM (Institut de recherche sur l’enseignement des mathématiques) di Lione. 

Mi è stato chiesto di dare, in occasione di quest’incontro, una testimonianza dell’attività di un matematico ricercatore. Cosa piuttosto dura poiché “tanti matematici, tanti modi differenti di porsi e di abbordare i problemi”, che sono poi per la maggior parte molto astratti. 

Attualmente i miei interessi nella ricerca sono le teoria della gravitazione (2) (si tratta dell’analisi su delle varietà) e la modellizzazione matematica (rapporti della matematica con le altre discipline scientifiche). Ma come tutti i ricercatori mi interesso anche di problemi più consoni ad un pubblico più vasto. Così vi parlerò del numero 19. 

Da qualche anno cerco delle proprietà particolari del numero primo 19. Per me si tratta di un numero pieno di misteri. 

In effetti, nell’ambito di una ricerca internazionale, noi (5+x grandi) abbiamo trovato, nel 1997 e 1998, dapprima otto numeri primi consecutivi in progreaaione aritmetica, poi nove, poi dieci (1). Da osservare che questo risultato è il frutto di una ricerca collettiva tra matematici di diversi paesi. 

Questa “decipletta” (come diciamo fra noi) è formata da numeri di 93 cifre, di ragione 210 (210=2*3*5*7 è la ragione minimale per un teorema dovuto a Cantor) e soprattutto sono uguali a 19 modulo (30=2*3*5).

Questi risultati sono stati ottenuti grazie all’uso di un gran numero di computer. Il nostro algoritmo non permette di trovare una “11-pletta” ( che deve essere di ragione 2310), in quanto è troppo lento. Per l’inizializzazione dell’algoritmo che ha consentito di trovare la “deci-pletta” avevo proposto di partire dai numeri 19 e 199 per ragioni intuitive e il risultato è arrivato 100 volte più rapidamente rispetto a ciò che probabilisticamente si potesse prevedere. Perché? Per questa ragione il numero 19 m’intriga. 

Allora ecco alcune proprietà che ho intravisto o trovato (ritrovato?), che sono sufficientemente elementari per essere eventualmente utilizzate da insegnanti di matematica. Sono intervenuto diverse volte in licei di Lione su questo tema (in particolare sul principio algoritmico che permette di trovare rapidamente delle triplette e delle quaterne con le calcolatrici programmabili), ma i lemmi che vi illustro oggi data dello scorso mese d’agosto.

Prerequisiti: la definizione del calcolo modulo n.

osservazione iniziale: n= 30 è il più piccolo intero tale che esista k primo che verifica k2=1 modulo 30 e che ammette una o più radici quadrate modulo 30.

Esercizio 1: - Trovare un algoritmo che permetta di trovare queste prime coppie (k,n).

si deve ottenere (19,30), (17,32), (29,35), ..., (199,330), ... .


- Trovare le radici quadrate di 19 modulo 30.

Così 19 è radice quadrata di 1 e quadrato di numeri (modulo 30)!

Lemma 1: Sia (k-2,k) una coppia di numeri primi gemelli. Se k termina con 9 in base 10  (cioè k=9 modulo 10) allora ponendo n=5/3*(k-1) si ha k2=1 modulo n e (k-2)2 =k modulo n.

È un caso particolare del risultato più generale che segue.

Lemma 2: Tutti i numeri x della forma x=19+30*n verificano x2=1 modulo 5/3*(x-1) e (x-2)=x modulo 5/3*(x-1).

Esercizio 2: - Trovare degli algoritmi che permettano di verificare tali lemmi. 


- (Per gli insegnanti) dimostrare questi lemmi (si potrà utilizzare il fatto che x-1 è divisibile per 6).

Consideriamo ora le successioni di 4 numeri primi più vicini possibile; esse sono formate da due coppie di primi gemelli.

Definizione: si dice quaterna di numeri primi ogni successione della forma (x-8,x-6,x-2,x), dove ciascuno dei numeri è primo.

Si pensa che esista un’infinità di tali successioni, ma questo non è ancora stato dimostrato. 

Esercizio 3: - Trovare un algoritmo che permetta di ottenere le prime quaterne di numeri primi. Si devono trovare  le quaterne (5,7,11,13), (11,13,17,19) poi (101,103,107,109), (191,193,197,199), ... ).


- Mostrare che a parte la quaterna (5,7,11,13), tutte le altre verificano x=19 modulo 30.

osservazione: ci sono sempre delle proprietà che vengono utilizzate implicitamente. Ne cito due che utilizzo molto spesso: 

Ogni numero primo (a parte 2 e 3) è necessariamente della forma 6*n+1 o 6*n-1.

Il calcolo modulo n è un calcolo nell’anello Z/nZ, in particolare il gruppo degli elementi che ammettono invertibili per la moltiplicazione in Z/nZ dà delle indicazioni sui numeri primi. Studiare gli invertibili di Z/30Z e Z/(2*3*5*7Z).

Conclusione: 19 è un numero ben curioso.

Sto continuando a cercare altre proprietà (aritmetiche) di questo numero e sono interessato a tutte le possibili idee (è proprio un’sservazione del tipo 18=19-1 che ha fatto Georges, un animatore dell'IREM di Lione, che mi ha permesso di redigere i lemmi 1 e 2). 19 m’intriga sempre nella misura in cui non sono ancora capace di rispondere alla questione iniziale relativa alla rapidità della scoperta di una successione di dieci numeri primi consecutivi in progreessione aritmetica. 

Allora, «Che cos’è un buon problema per un matematico?» ü prima di tutto qualche cosa che intriga; l’essenziale della ricerca consiste nel trasformare questo «qualche cosa che intriga» in un (o più) problema(i) ben posto(i), poi non resta che dimostrare secondo l’adagio: «un problema ben posto è già per metà risolto ».

(1) TEN CONSECUTIVE PRIMES IN ARITHMETIC PROGRESSION ,  Harvey Dubner, Tony Forbes, Nik Lygeros, Michel Mizony et Paul Zimmermann, Math. of Comp. Volume 71, Number 239, pages 1323-1328, 2002.

(2) La relativité générale aujourd'hui ou l'observateur oublié, éditions Aléas, 2003.

