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Chapter 1

Intégrale de Lebesgue, Espaces Lp

Nous donnons ici une présentation simplifiée de la théorie de l’intégrale de
Lebesgue, dont l’objectif est d’étendre les notions de mesure et d’intégrale à tout
ouvert E Ă Rn, borné ou non-borné (contrairement à l’intégrale de Riemann
qui nécessite de se placer sur un produit d’intervalles).

Rappels : un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de E sur une
partie de N (ou N tout entier). Par exemple, les rationnels de r0, 1s forment
un ensemble dénombrable, les irrationnels de r0, 1s forment un ensemble in-
dénombrable. On dit qu’un ensemble E est au plus dénombrable s’il est fini ou
dénombrable.

1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann

On fait un bref rappel sur l’intégrale de Riemann en dimension 1. Soit f une
fonction bornée sur un intervalle ra, bs Ă R fini. Soit x1, . . . , xn un ensemble
fini de points de ra, bs tels que

a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ă b “ xn`1

On considère alors un ensemble de points ζ1, . . . ,ζn`1 tels que

xk´1 ă ζk ă xk pour tout k “ 1, . . . , n ` 1

On définit la somme de Riemann

Sn “

n`1
ÿ

k“1

f pζkqpxk ´ xk´1q

Et la construction de l’intégrale de f sur ra, bs se fait de la manière suivante :

7



8 CHAPTER 1. INTÉGRALE DE LEBESGUE, ESPACES LP

DÉFINITION 1.1. Si, lorsque n Ñ 8 de manière à ce que |xk ´ xk´1| Ñ 0 pour
tout k P t1, . . . , n ` 1u, la somme Sn tend vers une limite indépendante du choix
des xk et des ζk, alors cette limite est appelée intégrale de f au sens de Riemann
sur le segment ra, bs et est notée

ż b

a
f pxqd x

On peut alors montrer que toute fonction continue sur ra, bs (ou même seule-
ment bornée, et continue sauf en un nombre fini de points) est intégrable au
sens de Riemann, ainsi que toute fonction monotone (ou même seulement
monotone par morceaux).

Avec la notion d’intégrabilité au sens de Riemann on peut

1. passer à la limite sous l’intégrale de la façon suivante : on suppose

• p fnqnPN et f sont des fonctions définies sur un segment ra, bs Ă R à
valeurs dans R
• la suite p fnq converge uniformément vers f sur ra, bs, i.e.

sup
xPra,bs

| fnpxq ´ f pxq| ÝÝÑ
nÑ8

0.

Alors on a
ż b

a
f pxqd x “ lim

nÑ8

ż b

a
fnpxqd x

2. primitiver : soit f : I Ñ R une fonction Riemann-intégrable, soit a P I
et soit F l’application définie par

Fpxq “

ż x

a
f ptqd t,

alors, si f est continue sur I, F est dérivable sur I et sa dérivée est F1 “ f .

3. définir des intégrales impropres, par exemple si

lim
MÑ8

ż M

a
f pxqd x ă 8

on dit que l’intégrale est semi-convergente. On dit aussi que
ş`8

a f pxqd x
est une intégrale impropre.
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Quelques problèmes avec l’intégrale de Riemann :

1. Certaines fonctions sont trop irrégulières pour être intégrables au sens
de Riemann, par exemple: la fonction f pxq qui vaut 0 si x P Q et 1 si
x P RzQ.

2. L’intégrale de la limite f d’une suite de fonctions fn peut être différente
de la limite des intégrales, par exemple : fnpxq “ 2n si x Ps2´n, 2´n`1r et
0 ailleurs.

3. Si on considère l’espace des fonctions f dont la norme } f }R :“
ş

| f | (au
sens de Riemann) est finie, alors cet espace n’est pas complet (une suite
de Cauchy n’y converge pas toujours). Par exemple, la suite fnpxq “

expppi ´
1
nqxq.

˛ DANS L’APPENDICE A, ON DÉFINIT RIGOUREUSEMENT UNE NOUVELLE NOTION

D’INTÉGRABILITÉ, PLUS PUISSANTE QUE L’INTÉGRABILITÉ AU SENS DE RIEMANN.
À PARTIR DE MAINTENANT, QUAND ON DIRA QUE “ f EST INTÉGRABLE”, ON SOUS-
ENTENDRA “AU SENS DE LEBESGUE”. ON COMMENCE ICI PAR DONNER TRÈS RAPI-
DEMENT LES DÉFINITIONS ESSENTIELLES (QUI SONT DÉTAILLÉES EN APPENDICE),
PUIS NOUS FERONS LE LIEN ENTRE LES DEUX NOTIONS (RIEMANN-INTÉGRABLE

ET LEBESGUE-INTÉGRABLE). ENFIN, ON DONNERA LES NOUVEAUX OUTILS QUE

L’ON PEUT DÉSORMAIS UTILISER. ˛

1.2 Définition succincte de l’intégrale de Lebesgue

Considérons d’abord une fonction f continue et positive. Au lieu de couper
en tranches verticales l’aire sous la courbe de f (comme pour Riemann), on
effectue une découpe horizontale : soient α0 ă α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αN une subdivision
des valeurs prises par une fonction positive f pxq, et on suppose connue une
mesure µpAkq de l’ensemble

Ak “
␣

x ; αk ď f pxq ă αk`1

(

.

On définit la somme de Lebesgue

ΣNpαq “

N´1
ÿ

k“0

µpAkqαk`1

Si, quand la subdivision devient de plus en plus fine, la somme de Lebesgue
ΣNpαq a une limite indépendante de la subdivision α, alors cette limite définit
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l’intégrale de Lebesgue notée
ş

f et la fonction f est dite intégrable (au sens de
Lebesgue). On renvoie à l’Appendice A pour plus de détails sur cette mesure
µ.

Une notion nouvelle et importante est la suivante (que l’on a simplifié ici, mais
que l’on peut retrouver en appendice) : on dit que deux fonctions f et g sont
égales presque partout et on note f “ g si f ptq “ gptq pour tout t sauf sur un
ensemble dénombrable de valeurs de t (ensemble de mesure nulle). Dans ce cas,
leurs intégrales sont identiques:

ş

f “
ş

g. Autrement dit, on ne change pas
la valeur d’une intégrale si on change un nombre fini de valeurs prises par la
fonction qu’on intègre.

1.3 Lien entre intégrales de Riemann et de Lebesgue

DÉFINITION 1.2 (Fonctions Lebesgue intégrables). On dit qu’une fonction f (à
valeurs réelles ou complexes), définie sur un ouvert E Ă R, est Lebesgue inté-
grable sur E si

ż

E
| f | existe au sens de Lebesgue et est finie.

On note L1pEq l’ensemble des fonctions intégrables sur E:

L1pEq “

"

f : E Ñ R ;
ż

E
| f | ă 8

*

dans lequel on identifie les fonctions égales presque partout.

Dans ce paragraphe, pour simplifier l’exposition nous nous plaçons sur R. On
considère d’abord l’intégrale de Riemann sur un intervalle borné, puis on ex-
aminera les intégrales impropres.

PROPOSITION 1.3. Soit f une fonction bornée définie sur un intervalle borné
ra, bs. Si f est intégrable au sens de Riemann, alors f est Lebesgue intégrable et
les deux intégrales sont égales :

ż

ra,bs

f pxqd x
loooooomoooooon

Lebesgue

“

ż b

a
f pxqd x

loooomoooon

Riemann

Pour les intégrales impropres, on étudie le cas d’une fonction bornée sur un
intervalle infini. Le cas d’une fonction non bornée sur un intervalle fini se
traite exactement de la même façon.
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PROPOSITION 1.4. Soit a P R Soit f une fonction continue sur tout intervalle
fermé ra, Ms Ă R, avec M ą a.

1. Si l’intégrale impropre de Riemann
ş`8

a f pxqd x est absolument convergente
(i.e. la limite de

şM
a | f pxq|d x est finie lorsque M Ñ 8),

alors la fonction f est intégrable au sens de Lebesgue sur tx P R ; x ě au

et on a
ż

ra,`8q

f pxqd x
looooooomooooooon

Lebesgue

“

ż `8

a
f pxqd x

loooooomoooooon

Riemann

2. Si l’intégrale impropre de Riemann
ş`8

a f pxqd x n’est que semi-convergente,
alors la fonction f n’est pas Lebesgue intégrable sur E.

EXEMPLE 1.5 (Une fonction Lebesgue intégrable qui n’est pas Riemann inté-
grable). Soit f définie sur s0, 1r par f pxq “ 1Qpxq (fonction indicatrice de
l’ensemble des rationnels). La mesure de Q est nulle, et donc la mesure de
QXs0, 1rĂ Q est nulle également. Ainsi on a f “ 0 p.p. sur s0, 1r. On en
déduit

ż

s0,1r

f pxqd x “ 0 (au sens de Lebesgue)

mais f n’est pas intégrable au sens de Riemann.

EXEMPLE 1.6 (Une fonction impropre qui n’est pas Lebesgue intégrable). Mon-
trons que la fonction

f : x ÞÑ
sin x

x
est convergente au sens de Riemann, mais pas absolument convergente au sens
de Riemann sur r0, `8r.

Par intégration par parties

ż M

0

sin x
x

d x “

„

1 ´ cos x
x

ȷM

0
`

ż M

0

1 ´ cos x
x2

d x “
1 ´ cos M

M
`

ż M

0

1 ´ cos x
x2

d x

On a :

• pcos M ´ 1q{M Ñ 0 lorsque M Ñ 8

• la fonction x ÞÑ p1 ´ cos xq{x2 est continue en 0 et est bornée par 2{x2

qui est intégrable en `8.
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Donc

lim
MÑ8

ż M

0

sin x
x

d x existe

Par contre, elle n’est pas absolument convergente car

| sin t| ě sin2ptq “
1
2

p1 ´ cosp2tqq

et donc, pour tout M ě 1,
ż M

1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin t
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d t ě

ż M

1

1
2t

d t ´

ż M

1

cosp2tq

2t
d t

La première intégrale diverge lorsque M Ñ 8 et la deuxième admet une limite
finie lorsque M Ñ 8. En effet, pour le voir on peut refaire, de la même façon
que précédemment, une intégration par parties pour faire apparaître une inté-
grale convergente en 1{t2.

Elle n’est donc pas intégrable au sens de Lebesgue.

On termine par la liste de fonctions classiques à connaître :

• la fonction x ÞÑ e´x est intégrable sur r0, `8q

• pour tout M ą 0, la fonction

x ÞÑ
1
xα

est intégrable sur rM, `8q si et seulement si αą 1

autrement dit
ż `8

M

1
xα

d x ă 8 ô αą 1

• pour tout A ą 0, la fonction

x ÞÑ
1
xα

est intégrable sur p0, Aq ssi αă 1

• pour tout M ą 1, la fonction

x ÞÑ
1

xαpln xqβ
est intégrable sur rM, `8q ssi αą 1 OU α“ 1,β ą 1

• pour tout A ą 0, la fonction

x ÞÑ
1

xα| ln x |β
est intégrable sur p0, Aq ssi αă 1 OU α“ 1,β ą 1
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1.4 Théorèmes de Lebesgue

Nous donnons maintenant les résultats fondamentaux qui montrent la puis-
sance de cette nouvelle définition de l’intégrale. En pratique, toutes les fonc-
tions que vous rencontrerez sont des fonctions dites “mesurables”. Elles ne sont
pas toutes intégrables, mais pour en trouver, on a la proposition (très utile en
pratique !) suivante :

PROPOSITION 1.7. Soit f : R Ñ R et soit g P L1pRq. Si pour tout x P R,
| f pxq| ď gpxq, alors f P L1pRq.

EXEMPLE 1.8. Par comparaison, la fonction x ÞÑ e´x{
?

x est intégrable sur
r0, `8q. De même la fonction x ÞÑ 1{

?
1 ´ x2 est intégrable sur r0, 1s.

1.4.1 Convergence monotone

THÉORÈME 1.9 (Convergence monotone). Soit p fnqnPN une suite de fonctions
mesurables et positives sur E telles que

0 ď f1 ď ¨ ¨ ¨ ď fn ď fn`1 ď ¨ ¨ ¨ (la suite est croissante)

Alors

lim
nÑ8

ż

E
fn “

ż

E
f , où f pxq :“ sup

nPN
fnpxq.

1.4.2 Lemme de Fatou

Ce deuxième résultat est une conséquence du premier :

LEMME 1.10 (Lemme de Fatou). Soit p fnqnPN une suite de fonctions mesurables
et positives sur E (pas forcément croissante). On note

f pxq :“ lim inf
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

`

inf
iěn

fipxq
˘

.

Alors
ż

E
f ď lim

nÑ8

ż

E
fn

Autrement dit, dans un cas plus général, même si on ne connaît pas la valeur
limite des intégrales

ş

E fn, on peut quand même les borner par en-dessous.
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1.4.3 Convergence dominée

Ce troisième résultat est le résultat central de la théorie de Lebesgue. Tous les
théorèmes de passage à la limite en découleront.

THÉORÈME 1.11 (Théorème de convergence dominée). Soit p fnqnPN une suite
de fonctions Lebesgue intégrables, i.e. pour tout n, fn P L1pEq. On suppose que

1. (Convergence presque partout) fnpxq ÝÝÑ
nÑ8

f pxq p.p. sur E.

Autrement dit, l’ensemble des x P E tel que la convergence fnpxq Ñ f pxq

ne soit pas vraie, est de mesure nulle.

2. (Domination) De plus, il existe g P L1pEq tel que :

| fnpxq| ď gpxq, p.p. sur E

Alors, d’une part f P L1pEq ( f est Lebesgue intégrable) et de plus

lim
nÑ8

ż

E
fn “

ż

E
f

L’avantage de ce résultat par rapport à la théorie classique de Riemann, c’est
que son énoncé est valable pour tout type de domaine E pourvu qu’il soit
mesurable. Son application est de plus aisée car il ne demande qu’une domi-
nation.

1.4.4 Fonctions définies par des intégrales

Soit f px , tq une fonction définie sur le produit cartésien E ˆ O où E est un
ensemble mesurable et O Ă R un ouvert de R. Considérons la fonction définie
sur O par une intégrale :

t P O ÞÑ

ż

E
f px , tqd x

Les théorèmes suivants concernent la continuité et la dérivabilité de la fonction
ainsi définie :

THÉORÈME 1.12 (Continuité sous le signe intégral). Si on suppose

1. pour tout t P O fixé, la fonction x ÞÑ f px , tq est mesurable ;
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2. pour presque tout x P E, la fonction t ÞÑ f px , tq est continue en un point
t0 P O ;

3. il existe g P L1pEq telle que : pour tout t P O

| f px , tq| ď gpxq p.p. sur E ;

alors la fonction x ÞÑ f px , tq est Lebesgue intégrable sur E (pour tout t P O fixé)
et la fonction

t ÞÑ

ż

E
f px , tqd x

est continue au point t0.

THÉORÈME 1.13 (Dérivation sous le signe intégral). Si on suppose

1. pour tout t P O, la fonction x ÞÑ f px , tq est Lebesgue intégrable sur E ;

2. pour presque tout x P E, la fonction t ÞÑ f px , tq est dérivable sur O ;

3. il existe g P L1pEq telle que : pour tout t P O
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B f px , tq

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq p.p. sur E ;

alors la fonction

t ÞÑ

ż

E
f px , tqd x

est dérivable sur O et de plus, la fonction x ÞÑ
B f
Bt px , tq est Lebesgue intégrale sur

E et on a
d
d t

ż

E
f px , tqd x “

ż

E

B f px , tq

Bt
d x

1.4.5 Théorème de Fubini

Ce dernier résultat permet d’échanger l’ordre d’intégration sur deux parties
mesurables Ωx Ă Rp et Ωy Ă Rm.

THÉORÈME 1.14 (Théorème de Fubini). Soit f une fonction mesurable dans le
domaine Ωx ˆΩy telle que f soit positive et f ă `8. Alors les deux fonctions φ
et ψ définies par

φpxq “

ż

Ωy

f px , yqd y ψpyq “

ż

Ωx

f px , yqd x
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(ces deux intégrales ont un sens car f est positive) sont mesurables et de plus
ż

Ωx

φpxqd x “

ż

Ωy

ψpyqd y “

ĳ

Ωx ˆΩy

f px , yqd xd y

1.5 Espaces Lp

Soit E Ă Rn. Grâce à la nouvelle notion d’intégrabilité, dansL1pEq, l’application
f ÞÑ

ş

E | f | est une norme. On la note

} f }L1 “

ż

E
| f |

Cet espace normé a de bonnes propriétés :

THÉORÈME 1.15. Muni de sa norme } ¨ }L1 , l’espace L1pEq est complet. C’est donc
un espace de Banach.

En physique, d’autres espaces fonctionnels sont particulièrement importants :
c’est le cas de celui des fonctions de carré intégrable, c’est-à-dire telles que

L2pEq :“

"

f : E Ñ R ;
ż

E
| f |2 ă `8

*

L’espace L2pEq est plus riche : on peut le munir d’un produit scalaire défini par

x f , gy :“
ż

E
f g

et ce produit scalaire induit une norme

} f }L2 :“ x f , gy1{2 “

ˆ
ż

E
| f |2

˙1{2

Cet espace a aussi de bonnes propriétés :

THÉORÈME 1.16. Muni de son produit scalaire induisant la norme }¨}L2 , l’espace
L2pEq est complet. C’est donc un espace de Hilbert.

Comme pour tout produit scalaire, on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

PROPOSITION 1.17 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Pour tout f , g P L2pEq

ˇ

ˇx f , gy
ˇ

ˇ ď } f }L2 }g}L2 ô

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E
f g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

E
| f |2

ż

E
|g|2
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Enfin, de manière générale, on peut définir, quelque soit p P r1, `8r, l’espace

LppEq “
␣

f : E Ñ R ; | f |p P L1pEq
(

qui est muni de sa norme naturelle

} f }Lp :“

ˆ
ż

E
| f |p

˙1{p

Dans les chapitres suivants, on utilisera très souvent le cas p “ 2, qui est au
centre de la théorie des distributions.

On généralise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

THÉORÈME 1.18 (Inégalité de Hölder). Soient p P p1, `8q et soit q son con-
jugué, c’est-à-dire qu’il vérifie 1

p `
1
q “ 1.

Soient f P LppRq et soit g P LqpRq. Alors f g P L1pRq et

ż

R
| f pxqgpxq|d x ď

ˆ
ż

R
| f pxq|pd x

˙1{pˆż

R
|gpxq|qd x

˙1{q

autrement dit } f g}L1 ď } f }Lp}g}Lq .

On termine par les différentes notions de convergence que l’on peut avoir à
manipuler pour des fonctions :

DÉFINITION 1.19. Soit p fnq une suite de fonctions définies sur E à valeurs réelles.

1. (Convergence simple) On dit que p fnq converge simplement vers f si :

pour tout x P E, fnpxq ÝÝÑ
nÑ8

f pxq

2. (Convergence uniforme) On dit que p fnq converge uniformément vers f
sur E si :

sup
xPE

ˇ

ˇ fnpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ ÝÝÑ
nÑ8

0

3. (Convergence dans Lp) Soit p P r1, `8q. On dit que p fnq converge vers f
dans l’espace LppEq qui est normé si :

} fn ´ f }Lp ÝÝÑ
nÑ8

0

c’est-à-dire
ż

E

ˇ

ˇ fn ´ f
ˇ

ˇ

p
ÝÝÑ
nÑ8

0
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Chapter 2

Convolution, analyse de Fourier et
transformation de Laplace

˛ TOUS LES ENCADRÉS VIOLET SONT À CHERCHER POUR LE FOAD ˛

2.1 La convolution

Le produit de convolution est d’une grande importance en physique, on le
retrouve lorsque l’on étudie : la transmission d’un signal, une impulsion, etc.

EXEMPLE 2.1 (Le photocopieur). Considérons une machine photocopieuse qui
n’est pas parfaitement calibrée : un trait fin en position x1 donne sur la photo-
copie un trait étalé centré en x1. Cet étalement est une fonction caractéristique
de l’appareil que nous appelons fonction d’étalement, et que nous notons hpxq.
Pour un unique trait placé en x1 et d’une intensité f1, la photocopie donne donc
f1hpx ´ x1q. Si n traits placés en x1, . . . , xn et d’intensités respectives f1, . . . , fn

sont présents sur l’original, la photocopie sera constituée de la superposition
de n traits étalés. La sortie sera donc

Spxq “

n
ÿ

i“1

fihpx ´ x iq

et si le signal d’entrée est une fonction continue de x (à la place d’une fonction
discrète composée de n traits), alors on remplace la somme par une intégrale
et on obtient

Spxq “

ż

f puqhpx ´ uqdu

C’est le produit de convolution de f et h.

19
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2.1.1 Convolution de deux fonctions

DÉFINITION 2.2. Soient f , g P L1pRq deux fonctions intégrables, à valeurs dans
R (on rappelle la définition 3.7). On définit le produit de convolution h de f et
g par :

hpxq “

ż

R
f ptqgpx ´ tqd t pour tout x P R

et on le note h “ f ˚ g.

REMARQUE 2.3. Si f , g P L1pRq alors le produit de convolution h “ f ˚ g existe
toujours et appartient lui aussi à L1pRq. On a plus précisément :

}h}L1 ď } f }L1 }g}L1 .

EXERCICE 2.4. (FOAD)

1. Soit Π la fonction porte définie par

Πpxq “

#

1 si x P r´
1
2 , 1

2s

0 sinon.

Alors montrer que

Π ˚Πpxq “

$

’

&

’

%

0 si |x | ą 1

1 ` x si ´ 1 ď x ď 0

1 ´ x si 0 ă x ď 1

2. Montrer que si f et g sont deux fonctions causales (c’est-à-dire f pxq et
gpxq sont nulles si x ă 0) alors le produit de convolution f ˚g est causale
lui aussi, et on a

f ˚ gpxq “

$

&

%

ż x

0
f ptqgpx ´ tqd t si x ě 0

0 sinon.

2.1.2 Propriétés du produit de convolution

PROPOSITION 2.5 (Commutativité et distributivité). Soit f , g P L1pRq, alors
f ˚ g “ g ˚ f .
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Si λ,µ P R et si f , g1, g2 P L1pRq, alors f ˚ pλg1 `µg2q existe, et on a

f ˚ pλg1 `µg2q “ λ f ˚ g1 `µ f ˚ g2

PROPOSITION 2.6 (Convolution de fonctions causales). Soit f , g P L1pRq deux
fonctions causales, c’est-à-dire nulles pour x ă 0. Alors f ˚ g est causale, et pour
tout x ě 0 on a

f ˚ gpxq “

ż x

0
f ptqgpx ´ tqd t

2.2 La transformation de Fourier

2.2.1 Transformée de Fourier des fonctions

DÉFINITION 2.7 (Transformée de Fourier). Soit f : R Ñ R ou C. On appelle
transformée de Fourier de f , si elle existe, la fonction pf : RÑ C définie par

pf pξq “

ż

R
f pxqe´2πiξx d x , pour tout ξ P R.

On écrit symboliquement pf “ Fp f q, ou pf pξq “ Fp f pxqq.

Sur le plan physique, ξ est une fréquence.

REMARQUE 2.8. L’intégrale définissant la transformée de Fourier n’existe pas
toujours, par exemple la fonction x ÞÑ x2 n’admet pas de transformée de
Fourier.

THÉORÈME 2.9 (Existence de la transformée de Fourier). Toute fonction f P

L1pRq possède une transformée de Fourier, qui est continue, bornée, et tend vers
0 lorsque |ξ| tend vers `8.

REMARQUE 2.10. La transformée de Fourier pf a donc de bonnes propriétés,
mais elle n’est pas forcément intégrable ! Il n’est pas toujours facile de le
vérifier. Par exemple, si f est de classe C2 et si f , f 1, f 2 sont toutes les trois
intégrables, alors pf est intégrable.

EXERCICE 2.11. (FOAD) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction
porte Π (définie ci-dessus) est

pΠpξq “

$

&

%

sinpπξq

πξ
si ξ‰ 0

1 si ξ“ 0
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2.2.2 Inversion et premières propriétés

PROPOSITION 2.12 (Inversion de la transformée de Fourier). Soit f P L1pRq

admettant une transformée de Fourier pf que l’on suppose elle-même intégrable,
donc dans L1pRq. Alors, en tout point x où f est continue, on a

f pxq “

ż

R
pf pξqe2πiξx dξ.

Cette transformation est appelée transformation de Fourier inverse. On écrit
symboliquement f “ F´1ppf q.

De plus, les premières propriétés suivantes sont simples à vérifier :

PROPOSITION 2.13. Soit f , g P L1pRq, soit λ,µ P C.

1. PARITÉ : Si f est paire, alors pf est paire, et Fp f q “ F´1p f q (si elle existe).

Si f est impaire, alors pf est impaire, et Fp f q “ ´F´1p f q (si elle existe).

2. LINÉARITÉ : Fpλ f `µgq “ λFp f q `µFpgq

3. TRANSPOSITION : la transformée de Fourier de rf : x ÞÑ f p´xq est

Fprf qpξq “ pf p´ξq

4. CONJUGAISON : la transformée de Fourier de f : x ÞÑ f pxq est

Fp f qpξq “ pf p´ξq

5. CHANGEMENT D’ÉCHELLE : la transformée de Fourier de fa : x ÞÑ f paxq

est
Fp faqpξq “

1
|a|
pf
`

ξ
a

˘

6. TRANSLATION : la transformée de Fourier de f a : x ÞÑ f px ´ aq est

Fp f aqpξq “ e´2πiξa
pf pξq

7. MODULATION : la transformée de Fourier de fξ0
: x ÞÑ e2πiξ0 x f pxq est

Fp fξ0
qpξq “ pf pξ´ ξ0q
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2.2.3 Dérivation

a) Par rapport à x

Supposons f P L1pRq, dérivable, et à dérivée f 1 P L1pRq intégrable. Par inté-
gration par parties, on obtient

Fp f 1qpξq “ 2πiξ pf pξq.

Plus généralement, si f admet des dérivées intégrables jusqu’à l’ordre m, alors
pour tout k “ 0, . . . , m

F
`

f pkq
˘

pξq “ p2πiξqk
pf pξq.

De cette formule on obtient (en prenant les modules) :
ˇ

ˇ pf pξq
ˇ

ˇ ď
1

|2πξ|m

ż

R

ˇ

ˇ f pmq|pxqd x

autrement dit, plus f est dérivable, et à dérivées sommables, plus pf décroit
rapidement à l’infini (au moins en 1{|ξ|m).

b) Par rapport à ξ

Si la fonction x ÞÑ xm f pxq est dans L1pRq, alors pf possède des dérivées con-
tinues jusqu’à l’ordre m, et pour tout k “ 0, . . . , m

pf pkqpξq “ F
`

p´2πi xqm f pxq
˘

(par application du théorème de dérivation sous le signe intégrale, voir le
théorème 1.13).

2.2.4 Transformée de Fourier et convolution

Supposons f , g P L1pRq. On a alors, d’après le théorème de Fubini,

Fp f ˚ gq “

ż

R
e´2πiξx

ż

R
f ptqgpx ´ tqd td x “

ż

R
f ptq

ż

R
gpx ´ tqe´2πiξx d xd t

“

ż

R
f ptqe´2πiξt d t ˆ

ż

R
gpyqe´2πiξy d y

après changement de variable y “ x ´ t. Autrement dit

Fp f ˚ gq “ Fp f qFpgq.

THÉORÈME 2.14. La transformée de Fourier du produit de convolution de deux
fonctions est le produit ordinaire des transformées de Fourier des deux fonctions.
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2.2.5 Formule de Parseval-Plancherel

Les deux égalités suivantes, dites relations de Parseval-Plancherel sont fonda-
mentales, et très utilisées en analyse de Fourier :

THÉORÈME 2.15. Soient f , g P L2pRq. Alors

ż

R
f pxqgpxqd x “

ż

R
pf pξqpgpξqdξ.

En particulier, lorsque f “ g on obtient
ż

R

ˇ

ˇ f pxq
ˇ

ˇ

2
d x “

ż

R

ˇ

ˇ pf pξq
ˇ

ˇ

2
dξ.

En physique, si f est une onde ou une vibration, et si la variable x est temporelle
(x “ t), alors

ş

| f |2 peut représenter la puissance (ou l’énergie) totale dans le
domaine temporel, et

ş

|pf |2 représente la puissance totale dans le domaine
fréquentiel.

REMARQUE 2.16. Il existe des fonctions non intégrables mais dont le carré est
intégrable. Par exemple, la fonction sinus cardinal x ÞÑ

sin x
x prolongée par con-

tinuité en 0 par la valeur 1). De telles fonctions apparaissent fréquemment en
physique (fonction d’onde d’une particule en mécanique quantique, en élec-
tricité, ou traitement du signal. Dans ce cas

ş

| f |2 représente l’énergie totale
du signal temporel t ÞÑ f ptq). Il existe un moyen (que nous ne traiterons
pas ici) d’étendre la transformée de Fourier aux fonctions non intégrables mais
de carré sommable, de telle façon que la relation de Parseval-Plancherel soit
toujours valide.

2.2.6 Table des transformées de Fourier usuelles

f Fp f q

porte Π
sinpπξq

πξ

a ą 0 e´ax2

c

π

a
e´π2ξ2{a

a ą 0 e´ax 2a
a2 ` 4π2ξ2
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2.3 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est une sorte de généralisation de la transforma-
tion de Fourier, qui permet parfois d’éviter d’utiliser les distributions lorsqu’une
fonction n’admet pas de transformée de Fourier.

2.3.1 Définition et existence

DÉFINITION 2.17. Soit f : R` Ñ R ou C. La transformée de Laplace de f ,
notée Lp f qpzq ou Lp f ptqqpzq ou Lpzq, est donnée, lorsqu’elle existe, par la fonction
définie sur C par : pour tout z P C,

Lp f ptqqpzq “ Lpzq “

ż `8

0
f ptqe´zt d t

REMARQUE 2.18. L’intégrale ci-dessus n’existe pas toujours. Par exemple, la
fonction t ÞÑ et2

n’admet pas de transformée de Laplace.

EXERCICE 2.19. (FOAD) Montrer que la fonction H de Heaviside a pour trans-
formée de Laplace

LpHptqqpzq “

ż `8

0
e´zt d t “

1
z

, pour Repzq ą 0.

THÉORÈME 2.20 (Existence de la transformée de Laplace). Soit f une fonction
continue par morceaux sur tout intervalle de la forme ra, bs P R˚

`
et vérifiant de

plus :
| f ptq| ď Meγt pour tout t ě 0

où M ą 0 et γ P R sont des constantes réelles. Alors la transformée de Laplace de
f existe pour tout z P C vérifiant Repzq ą γ.

Les conditions de ce théorème suffisent pour la plupart des applications, et
elles sont en général faciles à vérifier.

PROPOSITION 2.21. Soit z “ α` iβ et f : R` Ñ R ou C. Alors Lpzq existe si et
seulement si Lpαq existe.

De plus, si Lpz0q existe, alors Lpzq existe pour tout z tel que Repzq ě Repz0q.

Autrement dit, pour connaître l’existence de Lpzq, il suffit de regarder ce qui se
passe pour la partie réelle de z.
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DÉFINITION 2.22 (Abscisse de sommabilité). L’abscisse de sommabilité de f
est le réel a tel que Lpzq existe pour tout z tel que Repzq ą a et n’existe pas pour
Repzq ă a.

Si Lpzq existe pour tout z P C, alors on pose a “ `8.

Si Lpzq n’existe pour aucun z, alors on pose a “ ´8.

2.3.2 Lien entre transformées de Fourier et de Laplace

Soit f une fonction définie surR` et supposons que f admette une transformée
de Fourier pf . Alors, sa transformée de Laplace L vérifie

Lpiωq “

ż

R
f ptqe´iωt d t “

ż

R
f ptqe´2iπp ω2π qt d t “ pf

`

ω
2π

˘

La transformée de Laplace peut donc se voir comme une extension de la trans-
formée de Fourier : Lpx ` iωq est la transformée de Fourier de t ÞÑ f ptqe´x t

prise en ω{p2πq.

Soit f une fonction d’abscisse de sommabilité a P R et notons L sa transformée
de Laplace. Alors, pour tout x ą a, on a

Lpx ` 2πiξq “

ż

R
Hptq f ptqe´x t e´2πiξt d t “ F

`

Hptq f ptqe´x t
˘

et en appliquant la transformée de Fourier inverse (en supposant qu’elle existe,
ce qui est le cas si par exemple L est intégrable au sens de Lebesgue) on obtient,
en tout point t où H f est continue :

Hptq f ptqe´x t “

ż

R
Lpx ` 2πiξqe2πiξt dξ

On obtient alors la formule d’inversion suivante : en tout point t où H f est
continue,

Hptq f ptq “

ż

R
Lpx ` 2πiξqepx`2πiξqt dξ, pour tout x ą a.

D’autre part, si la transformée de Laplace d’une fonction existe, alors elle est
unique :

PROPOSITION 2.23. Si deux fonctions continues sur R` ont la même transformée
de Laplace, alors elles sont identiques.
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PROPOSITION 2.24. Soit f , g : R` Ñ R ou C telles que toutes les quantités ci-
dessous soient bien définies et soit λ,µ P C. Alors,

1. LINÉARITÉ : Lpλ f `µgq “ λLp f q `µLpgq

2. TRANSLATION : la transformée de Laplace de f a : t ÞÑ f pt ´ aq est

Lp f aqpzq “ e´zaLp f qpzq

3. DÉRIVATION : Lp f 1qpzq “ ´ f p0q ` zLp f qpzq

4. INTÉGRATION : L
` ş t

0 f puqdu
˘

pzq “ z´1Lp f qpzq

5. CONVOLUTION : Lp f ˚ gq “ Lp f qLpgq

2.3.3 Table des transformées de Laplace usuelles

f ptq Lp f qpzq

constante 1 1
z

puissance tn

n!
1

zn`1

racine 1
?

t

b

π
z

exponentielle e´at 1
z`a

cosinus cospωtq
z

z2`ω2

sinus sinpωtq
ω

z2`ω2
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Chapter 3

Introduction aux distributions

3.1 Pourquoi les distributions ?

Nous allons commencer par expliquer pourquoi les mathématiciens et physi-
ciens ont ressenti le besoin de définir de nouveaux objets, les distributions.
Cette innovation extrêmement importante du milieu du XXème siècle a eu un
énorme impact en physique, et notamment en mécanique. Cette introduction
est inspirée de Outils Mathématiques pour l’ingénieur 3 écrit par Jérôme Bastien,
disponible à l’adresse

http://utbmj.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/coursOMI3.pdf

On étudie une poutre de longueur L, fixée à gauche, et soumise en son milieu
à une force ponctuelle de norme F et dirigée vers le haut.

LL{2

F

Les équations de la physique nous disent que le moment fléchissant de la poutre
Mpxq et l’effort vertical subi par la poutre Tpxq sont reliés par les équations

29
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suivantes

dTpxq

d x
“ 0, pour tout x P r0, LsztL{2u (3.1)

dMpxq

d x
` Tpxq “ 0, pour tout x P r0, Ls (3.2)

T
`

pL{2q`
˘

´ T
`

pL{2q´
˘

“ ´F (3.3)

D’après (3.1) et (3.3), T est constant sur r0, L{2r et sur sL{2, Ls, et discontinu
en L{2. Puisqu’aucune force verticale n’est appliquée à droite, on a TpLq “ 0,
donc T est nul sur sL{2, Ls. On en déduit d’après (3.3):

Tpxq “

#

F si x ă L{2

0 si x ą L{2
(3.4)

On intègre maintenant (3.2) entre 0 et L, et on obtient

MpLq ´ Mp0q “

ż L

0
´Tpxqd x “ ´FL{2

Comme la poutre est attachée à gauche, on a MpLq “ 0 et ainsi Mp0q “ FL{2.
On intègre de nouveau (3.2), cette fois entre 0 et x , et on obtient

Mpxq “

#

FpL{2 ´ xq si x ď L{2

0 si x ě L{2

On peut supposer sans perte de généralité : F “ 1 et L “ 1.

Le mathématicien aimerait écrire des équations valables pour tout x P r0, 1s,
et notamment : réécrire (3.1) et définir T sur tout l’intervalle.

Lorsqu’on regarde (3.1), on aimerait dériver la fonction T sur tout r0, 1s, mais
pas au sens usuel des fonctions, puisque on voit bien sur (3.4) que T est dis-
continue en 1{2, et a fortiori pas dérivable. On introduit alors la fonction en
escalier notée H et appelée fonction de Heaviside, définie sur tout R par

Hpxq “

#

0 si x ă 0

1 si x ą 0

On a donc
Tpxq “ 1 ´ Hpx ´

1
2q pour tout x P r0, 1s
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Peut-on dériver cette fonction ? Heaviside et Dirac ont écrit que la dérivée
de la fonction H, non dérivable en 0 puisque discontinue, était une fonction
généralisée, notée δ, et qui vérifie donc, formellement

dHpxq

d x
“ δpxq, pour tout x P r0, 1s

On remarque que δ ne peut pas etre définie en 0. En effet, si δp0q avait une
valeur, alors dHp0q{d x aussi, ce qui n’est pas le cas. Par contre, on peut écrire,

δp0q “ lim
hÑ0
hą0

Hphq ´ Hp´hq

2h
“ lim

hÑ0
hą0

1
2h

“ `8

On voit alors que, formellement

δpxq “

$

’

&

’

%

0 si x ă 0

1 si x ą 0

`8 si x “ 0

Notons aussi que, si u est une fonction dérivable sur R, nulle en dehors d’un
intervalle ouvert s ´ A, Ar, alors

ż `8

´8

δpxqupxqd x “ up0q (3.5)

En effet : on écrit, par intégration par parties
ż `8

´8

δpxqupxqd x “

ż A

´A
δpxqupxqd x “

ż A

´A

dH
d x

upxqd x “ ´

ż A

´A
Hpxq

du
d x

d x

(puisque u est nulle en ˘A). Donc, par définition de H,
ż `8

´8

δpxqupxqd x “ ´

ż A

0

du
d x

d x “ ´upAq ` up0q “ up0q.

Grâce à ces fonctions, on remarque alors que les équations de notre poutre
s’écrivent, pour tout x P r0, 1s

dTpxq

d x
`δpx ´

1
2q “ 0

Tpxq “ ´Hpx ´
1
2q ` 1

Mpxq “

#

1
2 ´ x si x ď

1
2

0 si x ě
1
2

et ces équations sont vraies sur tout l’intervalle, tout en respectant la disconti-
nuité en 1

2 !
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3.2 Définition des distributions

Nous allons maintenant introduire le concept de distributions, qui généralise la
notion de fonctions usuelles et qui englobe la fonction de Diracδ. Cette fonction
doit être dérivable autant de fois que l’on veut, dans un sens à préciser (puisque
sa dérivée doit être la fonction de Heaviside). La grande force des distributions,
est justement de rendre la dérivation comme une opération algébrique que
l’on peut appliquer autant de fois que l’on veut sur des fonctions dérivables ou
généralisées. Dans toute la suite, on étudie des fonctions de R dans R.

3.2.1 Les fonctions test DpRq

En physique, on dit parfois : une grandeur physique f n’est connue que par une
mesure physique, ce qui revient donc à prendre la quantité suivante (qui est une
moyenne)

ż

f pxqϕpxqd x

où la fonction ϕ dépend de l’appareil de mesure. Autrement dit, connaître par-
faitement f revient à connaître tous ces nombres, pour tous les appareils de
mesure ! Ces fonctions ϕ sont appelées en mathématiques les fonctions test.
De manière informelle (voir la définition plus rigoureuse ci-après), une distri-
bution f est une application qui, à toute fonction test ϕ, associe un nombre
noté Tpϕq :

• dans le cas où f est une vraie fonction, on la note Tf et elle est définie
comme : pour tout ϕ

Tf pϕq “

ż

f pxqϕpxqd x

• dans le cas déjà introduit précédemment de la fonction δ de Dirac, ce
nombre est : pour tout ϕ

δpϕq “

ż

δpxqϕpxqd x “ ϕp0q

(d’après le calcul effectué en (3.5))

La première chose à faire est donc de choisir un bon ensemble de fonctions test
ϕ :
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DÉFINITION 3.1 (Ensemble de fonctions test). SoitΩĂ R un ouvert. On appelle
ensemble des fonctions test, noté DpΩq, l’ensemble des fonctions indéfiniment
dérivables sur Ω, nulles en dehors d’un intervalle borné, de type rA, Bs Ă Ω.

EXEMPLE 3.2. La fonction η définie sur R par

ηpxq “

#

e1{px2´1q si |x | ă 1

0 si |x | ě 1

est une fonction test de DpRq.

3.2.2 Les distributions D1pRq

DÉFINITION 3.3 (Distribution). Une distribution T sur Ω est une application
linéaire continue de DpΩq dans R. On note Tpϕq ou xT,ϕy l’image de ϕ par T.

La condition de continuité peut être traduite de la façon suivante : pour tout
K Ă Ω fermé borné, il existe un entier NK et une constante CK tels que, pour tout
ϕ P DpΩq qui soit nulle en dehors de K, on ait

|Tpϕq| ď CK sup
nďNK

sup
xPΩ

ˇ

ˇϕpnqpxq
ˇ

ˇ (3.6)

On note D1pΩq l’ensemble de toutes les distributions sur Ω.

REMARQUE 3.4. La condition de continuité peut être formulée de manière
équivalente par : pour toute suite pϕkq qui converge dans DpΩq vers ϕ, la suite
pTpϕkqq converge vers Tpϕq. Cela paraît plus simple, mais il faut bien définir
le sens de “converge dans DpΩq”. La définition rigoureuse est la suivante : une
suite tϕku de fonctions de DpΩq converge vers ϕ si

1. il existe un ensemble borné B Ă Ω (qui ne dépend pas de k) tel que, pour
tout k, ϕk soit nulle en dehors de B ;

2. pour tout entier n ě 0, la suite des dérivées pϕ
pnq

k qnPN converge unifor-
mément sur Ω vers ϕpkq.

REMARQUE 3.5. La condition de continuité (3.6) sera toujours vérifiée en pra-
tique.
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3.2.3 Exemples de distributions associées à des fonctions

L’intégration de Riemann ne suffit plus pour la suite. C’est l’intégrale de Lebesgue
qui sera toujours utilisée dans ce chapitre.

DÉFINITION 3.6. Pour toute fonction f P L2pΩq, on pose

Tf pϕq “

ż

Ω

f pxqϕpxqd x

On vérifie que l’application ϕ ÞÑ Tpϕq est bien linéaire. De plus, la condition
(3.6) est bien vérifiée si f est dans L2 d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz
(Proposition 1.17). En effet : soit ϕ nulle en dehors de K (fermé borné), alors

|Tf pϕq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f pxqϕpxqd x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Ω

| f |2
˙1{2 ˆż

Ω

|ϕ|2
˙1{2

ď CK } f }L2 sup
xPK

|ϕpxq|

On peut en fait étendre cette définition à des fonctions localement sommables :

DÉFINITION 3.7. Une fonction f : RÑ R est dite localement sommable, et on
note f P L1

locpRq, si elle est intégrable (au sens de Lebesgue) sur tout intervalle
borné. À toute fonction f P L1

locpRq on associe la distribution définie par : pour
tout ϕ P DpRq,

Tf pϕq “

ż

f pxqϕpxqd x , que l’on note auss x f ,ϕy

Cette intégrale est bien définie puisque ϕ est nulle en dehors d’un intervalle borné.

EXEMPLE 3.8. La fonction de Heaviside définie par

Hpxq “

#

0 si x ă 0

1 si x ą 0

est une fonction localement sommable, c’est donc une distribution. On a

xH,ϕy “ THpϕq “

ż `8

0
ϕpxqd x

Le résultat suivant nous permet de comprendre pourquoi la notion de distri-
bution généralise bien la notion de fonction :

THÉORÈME 3.9. Soit f1, f2 P L1
locpRq. Si Tf1 “ Tf2 alors f1 “ f2 presque partout.
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Autrement dit, on peut identifier la distribution Tf à la fonction f , et par abus
de notation on notera souvent f à la place de Tf :

x f ,ϕy “

ż

Ω

f pxqϕpxqd x

REMARQUE 3.10. Dans L2, les fonctions sont définies “presque partout près"
(deux fonctions sont égales si l’ensemble des points où elles ne coincident pas
est de mesure nulle, voir Section A.3). En particulier, on peut changer, sans
modifier la distribution, les valeurs de cette fonction sur des ensembles finis
de points. Par exemple, pour la fonction de Heaviside H, on n’a pas besoin de
définir sa valeur en 0. Parfois, de façon purement conventionnelle, on pose
Hp0q “

1
2 mais cela n’a aucune influence sur les calculs !

3.2.4 Distributions qui ne sont pas des fonctions

DÉFINITION 3.11 (Distribution de Dirac). Soit Ω Ă R un ouvert et a P Ω. On
appelle distribution de Dirac en a notée δa, la distribution définie par

xδa,ϕy “ ϕpaq

On peut montrer que la Dirac δa ne provient pas d’une fonction appartenant à
L1

loc, c’est donc bien un nouveau type de distribution.

DÉFINITION 3.12 (Valeur principale). La distribution valeur principale notée
vp 1

x est définie par : pour tout ϕ P DpRq,

xvp 1
x ,ϕy “ lim

ϵÑ0
ϵą0

ż

|x|ąϵ

ϕpxq

x
d x

On doit d’abord montrer que la limite existe. C’est en effet le cas, car pour A
assez grand et ϵ ą 0 fixé, on a

ż ´ϵ

´A

ϕpxq

x
d x`

ż A

ϵ

ϕpxq

x
d x “ ´

ż ϵ

A

ϕp´xq

´x
d x`

ż A

ϵ

ϕpxq

x
d x “

ż A

ϵ

ϕpxq ´ϕp´xq

x
d x

On réécrit cette dernière intégrale comme

ż A

ϵ

ψϵpxqd x , où ψϵpxq “

$

&

%

ϕpxq ´ϕp´xq

x
si x P rϵ, As

0 si x P r0,ϵr
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D’après la formule de Taylor-Lagrange en 0, on a pour tout x ą 0,

ϕpxq “ ϕp0q ` xϕ1p0q `
1
2 x2 ϕ2pθ xq, θ Ps0, 1r

ϕp´xq “ ϕp0q ´ xϕ1p0q `
1
2 x2 ϕ2p´rθ xq, rθ Ps0, 1r

et donc
ϕpxq ´ϕp´xq

x
“ 2ϕ1p0q `

1
2 x

`

ϕ2pθ xq `ϕ2p´rθ xq
˘

Ainsi, la fonction x ÞÑ
ϕpxq´ϕp´xq

x peut être prolongée par continuité en 0 par
la valeur 2ϕ1p0q. On note ψ cette fonction continue sur r0, As. D’autre part, la
fonction ψϵ est bornée indépendamment de ϵ et tend simplement vers ψ sur
r0, As. D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a, pour
tout A fixé

lim
ϵÑ0

ż A

ϵ

ψϵpxqd x “

ż A

0
ψpxqd x .

La limite dans la définition 3.12 existe bien.

On vérifie facilement la linéarité de l’application ϕ ÞÑ xvp 1
x ,ϕy, et on peut

admettre que la condition de continuité est bien vérifiée. On a ainsi défini une
nouvelle distribution, qui ne provient pas d’une fonction localement intégrable.

3.3 Propriétés des distributions

3.3.1 Opérations élémentaires sur les distributions

DÉFINITION 3.13 (Combinaison linéaire de distributions). Si λ,µ P R sont deux
réels et si T1 et T2 sont deux distributions de D1pRq, alors la combinaison linéaire
λT1 `µT2 est la distribution définie de la façon suivante : pour tout ϕ P DpRq,

xλT1 `µT2,ϕy “ λxT1,ϕy `µxT2,ϕy.

De manière générale, pour savoir comment une “opération élémentaire” agit
sur les distributions, on peut d’abord étudier comment ces opérations sont
définies pour une fonction localement sommable, puis on traduit le résultat
obtenu avec le langage des distributions. Par exemple, soit f P L1

loc et soit
a P R. La translatée fa de f est la fonction donnée par fapxq “ f px ´ aq. La
distribution associée à fa vérifie donc, par changement de variable : pour tout
ϕ P DpRq,

xTfa
,ϕy “

ż

f px ´ aqϕpxqd x “

ż

f pyqϕpy ` aqd y “ xTf ,ϕ´ay
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On définit donc

DÉFINITION 3.14 (Translatée d’une distribution et distribution périodique). La
translatée d’une distribution T P D1pRq, notée Ta, est la distribution définie par :
pour tout ϕ P DpRq,

xTa,ϕy “ xT,ϕ´ay

On dit que T est périodique de période a si Ta “ T dans D1pRq.

3.3.2 Limite d’une suite de distributions

Comme les distributions ne sont pas des fonctions, il faut définir une nouvelle
notion de convergence, comme suit :

DÉFINITION 3.15 (Convergence au sens des distributions). Soit pTnq une suite
de distributions sur l’ouvert Ω et soit T une distribution sur l’ouvert Ω. On dit que
la suite tTnu de distributions converge dans D1pRq vers T si et seulement si, pour
tout ϕ P DpΩq, la suite réelle txTn,ϕyu converge vers xT,ϕy.

LEMME 3.16. Soit t fnu une suite de fonctions localement intégrables sur R.

• Si t fnu converge uniformément vers f sur Ω, alors tTfn
u converge vers Tf

dans D1pΩq.

• Si t fnu converge vers f dans L2pΩq, alors tTfn
u converge vers Tf dans D1pΩq

Proof. Pour le premier point il suffit d’écrire

ˇ

ˇx fn,ϕy ´ x f ,ϕy
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

p fnpxq ´ f pxqqϕpxqd x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Ω

|ϕ|

˙

sup
xPΩ

| fnpxq ´ f pxq|

et pour le deuxième, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

ˇ

ˇx fn,ϕy ´ x f ,ϕy
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

p fnpxq ´ f pxqqϕpxqd x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }ϕ}L2pΩq } fn ´ f }L2pΩq

3.3.3 Dérivation des distributions

En procédant de la même manière que pour les opérations élémentaires, on
peut maintenant définir la dérivation :
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DÉFINITION 3.17 (Dérivées des distributions). Soit T P DpΩq une distribution.
La dérivée T1 de T est définie par : pour tout ϕ P DpRq,

xT1,ϕy “ ´xT,ϕ1y

Plus généralement, la dérivée k-ème Tpkq de T est définie par : pour tout ϕ P

DpRq,
xTpkq,ϕy “ p´1qkxT,ϕpkqy

EXEMPLE 3.18. La fonction de Heaviside et la distribution de Dirac sont reliées
par la relation suivante :

H1 “ δ0, dans D1pΩq

En effet :

xH1,ϕy “ ´xH,ϕ1y “ ´

ż `8

0
ϕ1pxqd x “ ϕp0q ´ lim

MÑ8
ϕpMq “ ϕp0q “ xδ0,ϕy

Un résultat fondamental est le suivant :

PROPOSITION 3.19 (Formule des sauts). Soit I Ă R un intervalle ouvert, soit
a0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă aN avec a0 et aN les deux extrémités de I. Soit f une fonction :

• continument dérivable sur sai, ai`1r

• ayant en chaque point ai une limite à droite et une limite à gauche.

On note le saut de f en ai la quantité σai
“ f pa`

i q ´ f pa´
i q. Enfin, on note f 1 la

dérivée usuelle de f sur chaque intervalle sai, ai`1r ( f 1 n’est pas définie aux points
ai car f est discontinue). Alors, dans D1pIq on a

pTf q1 “ Tf 1 `

N´1
ÿ

i“1

σai
δai

Autrement dit, la dérivée de la distribution associée à f est égale à la distribu-
tion associée à f 1 plus la somme de Dirac aux points de discontinuités de f ,
pondérés par les valeurs des sauts.

Une conséquence immédiate est la suivante :

COROLLAIRE 3.20. Soit f une fonction définie sur R, nulle sur R´ et dont la
restriction à R` est dans L1

loc et possède une dérivée appartenant à L1
loc. Notons

f 1 la dérivée usuelle de f sur chacun des intervalles R´ et R`. On suppose que f
admet une limite à droite en 0, notée f p0`q. Alors, dans D1pRq

pTf q1 “ Tf 1 ` f p0`qδ0.
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3.3.4 Multiplication de distributions

Il n’existe aucun moyen de multiplier entre elles deux distributions quelcon-
ques. D’autre part, si f , g P L1

loc, alors il n’est pas vrai que le produit f g est
dans L1

loc (prendre par exemple, f pxq “ gpxq “ 1{
?

x).

Néanmoins, on peut multiplier une distribution par une fonction indéfiniment
dérivable :

DÉFINITION 3.21 (Multiplication par une fonction indéfiniment dérivable).
Soit g une fonction indéfiniment dérivable sur Ω et soit T P D1pΩq. On définit
la distribution produit gT par : pour tout ϕ P DpΩq,

xgT,ϕy “ xT, gϕy

On admet que cela définit bien une distribution, on remarque néanmoins que
gϕ appartient bien à DpΩq et donc que la définition a un sens.

EXEMPLE 3.22. Si f P L1
loc alors, le produit de g indéfiniment dérivable et de

Tf donne :
gTf “ Tf g

EXEMPLE 3.23. Lorsqu’on multiplie la distribution de Dirac δa par g indéfini-
ment dérivable on obtient :

gδa “ gpaqδa

En effet :

xgδa,ϕy “ xδa, gϕy “ rgϕspaq “ gpaqϕpaq “ gpaqxδa,ϕy “ xgpaqδa,ϕy

PROPOSITION 3.24 (Dérivation du produit). Soit g une fonction indéfiniment
dérivable sur Ω et soit T P D1pΩq. Alors, dans D1pΩq on a l’égalité

pgTq1 “ g 1T ` gT1

3.4 Convolution, transformées de Fourier et de Laplace

3.4.1 Convolution de deux distributions

On cherche à étendre le produit de convolution de deux fonctions aux distri-
butions. Pour cela, on commence par le cas de distributions associées à deux
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fonctions f , g P L1
loc localement sommables. Soit ϕ P D. On a

xTf ˚g ,ϕy “

ż

p f ˚ gqptqϕptqd t “

ż
ˆ
ż

f psqgpt ´ sqds
˙

d t

“

ĳ

f pxqgpyqϕpx ` yqd xd y

On a donc :

xTf ˚g ,ϕy “ xTf , hy avec h : x ÞÑ xTg ,ϕpx ` ¨qy

Pour que xTf , hy soit bien défini, il faut que h appartienne à D, ce qui n’est pas
nécessairement le cas !

On généralise cette définition aux distributions quelconques. Pour cela, on
introduit une notation : si S P D1 alors la notation S|y signifie que la distribution
ne s’applique qu’à la variable y , et pas aux autres variables. Par exemple,
l’expression xS|y ,ϕpx ` yqy est une fonction de x (on considère x fixé, comme
un paramètre). On peut aussi la réécrire comme xS,ϕpx ` ¨qy.

DÉFINITION 3.25. Soient T, S P D1. On appelle produit de convolution de T et
S, noté T ˚ S, la distribution définie, si elle existe, par : pour tout ϕ P D,

xT ˚ S,ϕy “
@

T|x , xS|y ,ϕpx ` yqy
D

Autrement dit, on fait d’abord agir la distribution S sur la fonction test y ÞÑ

ϕpy ` xq, quantité qui dépend de x . Puis on fait agir la distribution T sur la
fonction test x ÞÑ xS,ϕp¨ ` xqy, si cette fonction est bien dans D.

REMARQUE 3.26. Pour que le produit de convolution T ˚ S soit bien une dis-
tribution de D1, il faut aussi vérifier la condition de continuité de la définition
3.3, ce qui est loin d’être évident !

Dans tout ce paragraphe, on suppose que les produits de convolution évoqués
existent tous.

PROPOSITION 3.27. Soit S, T deux distributions telles que T ˚ S existe, alors S˚ T
existe et vérifie S ˚ T “ T ˚ S.

Si λ,µ P R et si S1, S2 sont deux distributions telles que T ˚ S1 et T ˚ S2 existent,
alors T ˚ pλS1 `µS2q existent, et on a

T ˚ pλS1 `µS2q “ λT ˚ S1 `µT ˚ S2

Un résultat fondamental est le suivant :
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PROPOSITION 3.28. Pour toute distribution T P D1pRq, le produit δ0 ˚ T existe,
et on a

δ0 ˚ T “ T

Proof. Calculons d’abord, pour x fixé,

xδ0,ϕp¨ ` xqy “
“

ϕp¨ ` xq
‰

y“0 “ ϕpxq

donc cela définit bien une fonction test de DpRq, et

xδ0 ˚ T,ϕy “ xT,ϕy.

De même :

PROPOSITION 3.29. Pour toute distribution T P D1pRq, le produit δ1
0 ˚ T existe,

et on a
δ1

0 ˚ T “ T1

Proof. On calcule, pour x fixé,

xδ1
0,ϕp¨ ` xqy “ ´ϕ1pxq

qui est bien une fonction de DpRq et donc

xδ1
0,ϕy “ ´xT,ϕ1y “ xT1,ϕy.

On conclut avec la dernière proposition fondamentale :

PROPOSITION 3.30. Pour tout couple de distributions pS, Tq tel que S ˚ T existe,
on a

pS ˚ Tq1 “ S1 ˚ T “ S ˚ T1

3.4.2 Transformée de Fourier des distributions

Nous allons maintenant définir une transformée de Fourier pour les distribu-
tions, qui va nous permettre de l’étendre à des fonctions intervenant très sou-
vent en physique (comme δ0, H, etc.).
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a) Définition

Si l’on essaie tout d’abord de définir la transformée de Fourier pour les distri-
butions associées à des fonctions, on obtient : soit f P L1pRq qui définit une
distribution Tf , alors la distribution associée à pf est donnée par

xT
pf ,ϕy “

ż

R
pf ptqϕptqd t “

ĳ

R2

f pxqe´2πi x t d xϕptqd t, pour tout ϕ P DpRq

et en utilisant le théorème de Fubini, on obtient

xT
pf ,ϕy “

ż

R
f pxq pϕpxqd x “ xTf , pϕy

Le problème ici, c’est que si ϕ P DpRq, il n’y a aucune raison pour que sa
transformée de Fourier pϕ appartienne à DpRq. Pour obtenir une définition
satisfaisante de la transformation de Fourier des distributions, on doit donc se
placer sur un espace de fonctions test plus grand que DpRq :

DÉFINITION 3.31 (Espace de Schwartz). Une fonction est dite à décroissance
rapide si pour tout k P N,

lim
xÑ˘8

|x k f pxq| “ 0.

Une telle fonction décroit plus vite que toutes les puissances de 1{|x | à l’infini.

On note S l’ensemble des fonctions de R dans R ou C qui sont indéfiniment dériv-
ables, et à décroissance rapide, ainsi que toutes leurs dérivées. Cet espace est
appelé espace de Schwartz.

Si ϕ P S, alors d’après ce qui précède, on a : pour tout m P N

pϕpmqpξq “

ż

R
p´2πi xqme´2πiξxϕpxqd x

et on en déduit que pϕ ainsi que toutes ses dérivées sont à décroissance rapide.
D’une manière générale, on a le résultat suivant

THÉORÈME 3.32. La transformée de Fourier F est un automorphisme (applica-
tion linéaire bijective) de S dans S. Son application réciproque est S´1.

On peut maintenant définir la transformée de Fourier de certaines distribu-
tions.
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DÉFINITION 3.33 (Distribution tempérée). On appelle distribution tempérée
toute forme linéaire continue sur l’espace S. Les distributions tempérées forment
un sous-espace de D1pRq noté S 1.

REMARQUE 3.34. Dans la pratique, la plupart des distributions sont tempérées
(δa, vp 1

x ). L’ensemble des distributions tempérées contient tous les Dirac, les
dérivées des Dirac, et les distributions associées aux fonctions à croissance
“lente” comme les polynômes ou les fonctions périodiques localement inté-
grables.

DÉFINITION 3.35 (Transformée de Fourier des distributions tempérées). Toute
distribution tempérée T admet une transformée de Fourier notée FpTq ou pT, qui
est également une distribution tempérée. Elle est définie par : pour tout ϕ P S,

xpT,ϕy “ xT, pϕy.

Par ailleurs, on peut définir facilement la convolution des fonctions d’une dis-
tribution tempérée avec une fonction de S. En effet, si ϕ P S, alors la fonction
y ÞÑ ϕpx ´ yq appartient aussi à S. Par conséquent, pour tout T P S, on peut
définir la convolution T ˚ϕ qui est une fonction de R dans R par

pT ˚ϕqpxq “ xT,ϕpx ´ ¨qy

EXEMPLE 3.36 (Convolution avec un Dirac). Soit ϕ P S. On a

pδ0 ˚ϕqpxq “ ϕpxq

3.4.3 Propriétés de la transformée des distributions

On peut définir une transformée de Fourier inverse, comme pour les fonctions,
de la façon suivante : pour tout ϕ P S,

xF´1pTq,ϕy “ xT,F´1pϕqy

Les transformées F et F´1 sont des automorphismes de S 1 et sont inverses
l’une de l’autre.

On a également les propriétés suivantes (similaires à celles des fonctions) :

PROPOSITION 3.37. Soit T P S 1 une distribution tempérée et soit a P R. On
rappelle que Ta est la translatée de T, définie à la définition 3.14. On a alors

1. DÉRIVATION : FpTpmqq “ p2πiξqmFpTq
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2. TRANSLATION :

FpTaq “ e´2πiξaFpTq

Fpe2πiaxTq “ FpTqa

Dans les trois égalités précédentes, on note la multiplication d’une distribu-
tion par une fonction indéfiniment dérivable, ce qui est bien défini, voir la
définition 3.21.

3. CONVOLUTION : pour tout ϕ P S

FpT ˚ϕq “ FpTqFpϕq

3.4.4 Un exemple : le peigne de Dirac

La distribution peigne de Dirac, notée III, est définie comme

III “

`8
ÿ

n“´8

δn

Rappelons la propriété fondamentale de la distribution de Dirac :

xδn,ϕy “ ϕpnq

et ainsi on en déduit

xIII,ϕy “

`8
ÿ

n“´8

ϕpnq

Cette distribution joue un rôle très important en physique.

THÉORÈME 3.38. La distribution peigne de Dirac est une distribution tempérée.
Elle admet une transformée de Fourier au sens des distributions, qui est égale à
elle-même :

FpIIIq “ III
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3.4.5 Table des transformées de Fourier usuelles

f ou T Fp f q

Dirac en 0 δ0 1 (fonction constante égale à 1)

dérivées de Dirac δ
pkq

0 p2πiξqk

Dirac en x0 δx0
e´2πiξx0

valeur principale vp 1
x ´iπsignpξq

peigne de Dirac III III

3.4.6 Transformée de Laplace des distributions

On termine par la définition de la transformée de Laplace pour les distributions.

DÉFINITION 3.39. Soit T une distribution à support dans R`, c’est-à-dire telle
que, pour toute fonction test ϕ P DpRq dont le support est inclus dans R´ on a
xT,ϕy “ 0.

S’il existe α P T tel que la distribution e´αtT soit tempérée (appartient à S 1pRq),
alors on peut définir la transformée de Laplace de T par l’application

LpTq : z ÞÑ xT, e´zty

REMARQUE 3.40. La transformée de Laplace d’une distribution n’est pas une
distribution, mais une fonction de z P C.

a) Propriétés

PROPOSITION 3.41. Soit T, S deux distributions telles que toutes les quantités
ci-dessous soient bien définies. Alors,

1. CONVOLUTION : LpT ˚ Sq “ LpTqLpSq

2. TRANSLATION : LpTaqpzq “ e´zaLpTqpzq

3. DÉRIVATION DE T : LpT1qpzq “ zLpTqpzq

4. DÉRIVATION DE L :
`

LpTq
˘1

pzq “ L
`

´ tTptq
˘

pzq
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b) Table de transformées usuelles

T LpTqpzq

Dirac δ0 1 (fonction constante égale à 1)

Dirac en a δa e´az

dérivée de Dirac δ1
0 z



Chapter 4

Fonctions spéciales

˛ TOUS LES ENCADRÉS VIOLET SONT À CHERCHER POUR LE FOAD ˛

Pour certaines équations différentielles particulières, les solutions présentent
des propriétés intéressantes et sont couramment utilisées en physique, traite-
ment du signal, etc. Pour cette raison, on aborde quelques-unes de ces fonc-
tions dans ce chapitre, afin d’apprendre à les reconnaître et à les manipuler.

4.1 Les fonctions eulériennes

4.1.1 La fonction Gamma

La fonction Γ :s0, `8rÑ R est définie par

Γ pxq “

ż `8

0
e´t t x´1d t

et elle vérifie la propriété de récurrence suivante : pour tout x ą 0,

Γ px ` 1q “ xΓ pxq.

On remarque que Γ p1q “ 1 et donc, d’après la formule de récurrence ci-dessus,
Γ pnq “ pn ´ 1q! pour tout n P N˚. On a aussi la formule des compléments :

Γ pxqΓ p1 ´ xq “
π

sinpπxq
, pour tout x Ps0, 1r.

EXERCICE 4.1. (FOAD) Montrer que cette intégrale Γ pxq est bien finie pour
tout x ą 0. En utilisant les relations ci-dessus, calculer Γ p

5
2q.
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4.1.2 La fonction Bêta

La fonction Bêta B est définie sur s0, `8rˆs0, `8r par

Bpx , yq “

ż 1

0
t x´1p1 ´ tqy´1 d t

Par des changements de variable on peut obtenir d’autres expressions

Bpx , yq “ 2
ż π{2

0
cos2x´1pθq sin2y´1pθq dθ “

ż `8

0

t x´1

p1 ` tqx`y
d t

Cette fonction est reliée à la fonction Γ par la relation suivante : si x ą 0 et
y ą 0,

Bpx , yq “ Bpy, xq “
Γ pxqΓ pyq

Γ px ` yq

EXERCICE 4.2. (FOAD) Calculer Bp2, ´
1
2q. Calculer

ż 1

0

1
a

tp1 ´ tq
d t

4.2 Les polynômes orthogonaux

Rappel : soit I Ă R un intervalle, et soit ω : I Ñs0, `8r une application (le
poids). On considère l’ensemble

L2
ω

pIq :“

"

f : I Ñ R ou C ;
ż

I
| f pxq|2ωpxqd x ă 8

*

Alors sur cet espace, le produit scalaire

x f , gyω :“
ż

I
f pxqgpxqωpxqd x

munit L2
ω

pIq d’une structure d’espace de Hilbert. Très souvent, on recherche
une base de cet espace parmi les polynômes, en effectuant un procédé d’ortho-
normalisation de Schmidt. On en donne ici quelques exemples.

À retenir : ces fonctions sont importantes car ce sont des solutions simples
(polynomiales) de certaines équations différentielles du second ordre à coeffi-
cients non constants, que l’on retrouve dans beaucoup de domaines.
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4.2.1 Polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre sont orthogonaux pour I “ r´1, 1s et ωpxq ” 1. Ils
sont données par

Pnpxq “
1

2nn!
dn

d xn

`

px2 ´ 1qn
˘

Ils vérifient quelques propriétés

1. leur norme est xPn, Pny1 “ 2{p2n ` 1q et ils sont orthogonaux :
ż 1

´1
PnpxqPmpxqd x “ 0, n ‰ m

2. la relation de récurrence

pn ` 2qPn`2pxq ´ p2n ` 3qxPn`1pxq ` pn ` 1qPnpxq “ 0

3. l’équation différentielle

p1 ´ x2qy2pxq ´ 2x y 1pxq ` npn ` 1qypxq “ 0

EXERCICE 4.3. (FOAD) Montrer que le polynôme de Legendre Pn a la même
parité que p´1qn (il est pair si n est pair, et impair si n est impair). Montrer
que

Pnp0q “

$

&

%

p´1qn{2 n!
2npn{2q!

si n est pair

0 si n est impair.

4.2.2 Polynômes de Hermite

Les polynômes de Hermite sont orthogonaux pour I “ R et ωpxq “ e´x2
. Ils

sont données par

Hnpxq “ p´1qnex2 dn

d xn

`

e´x2˘

Ils vérifient quelques propriétés

1. leur norme est xHn, Hnyω “ 2nn!
?
π et ils sont orthogonaux :

ż

R
HnpxqHmpxqe´x2

d x “ 0, n ‰ m
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2. la relation de récurrence

Hn`2pxq ´ 2xHn`1pxq ` 2pn ` 1qHnpxq “ 0

3. l’équation différentielle

y2pxq ´ 2x y 1pxq ` 2nypxq “ 0

4.2.3 Polynômes de Laguerre

Les polynômes de Laguerre sont orthogonaux pour I “ r0, `8r et ωpxq “ e´x .
Ils sont données par

Lnpxq “
ex

n!
dn

d xn

`

e´x xn
˘

Ils vérifient quelques propriétés

1. leur norme est xLn, Lnyω “ 1 et ils sont orthogonaux :

ż `8

0
LnpxqLmpxqe´x d x “ 0, n ‰ m

2. la relation de récurrence

pn ` 2qLn`2pxq ´ px ´ 2n ´ 3qLn`1pxq ` pn ` 1qLnpxq “ 0

3. l’équation différentielle

x y2pxq ` p1 ´ xqy 1pxq ` nypxq “ 0

4.3 Les fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel d’ordre α sont les solutions de l’équation différentielle
de Bessel suivante :

y2pxq `
1
x

y 1pxq `

ˆ

1 ´
α2

x2

˙

ypxq “ 0, avec α P R. (4.1)

On distingue deux cas, en fonction du caractère entier de α :
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1. Si α R Z, dans ce cas on peut trouver deux solutions linéairement in-
dépendantes, Jα et J´α, qui sont définies par

Jαpxq “

ˆ

x
2

˙α 8
ÿ

k“0

p´x2qk

22kk!Γ pα` k ` 1q

Autrement dit, toute solution de (4.1) est combinaison linéaire de Jα et
J´α et s’écrit donc sous la forme

ypxq “ AJαpxq ` BJ´αpxq, A, B P R

Donnons quelques valeurs particulières

J´1{2pxq “

b

2{pπxq cospxq, J1{2pxq “

b

2{pπxq sinpxq.

2. Si α “ n P Z, dans ce cas J´n “ p´1qnJn et Jn, J´n ne sont plus linéaire-
ment indépendantes. On obtient une solution linéairement indépen-
dante de Jn en considérant

Nnpxq “ lim
αÑn

cospαπqJαpxq ´ J´αpxq

sinpαπq

On peut également représenter les fonctions de Bessel par des intégrales, avec
la relation suivante : si αą ´

1
2

Jαpxq “
1

?
πΓ pα`

1
2q

ˆ

x
2

˙α ż 1

´1
p1 ´ t2qα´ 1

2 ei x t d t

avec une expression simplifiée si α“ n P Z,

Jnpxq “
1
π

ż π

0
cospnt ´ x sinptqqd t

On a les relations de récurrence et formules de dérivation suivantes :

Jα`1pxq ` Jα´1pxq “
2α
x

Jαpxq

J1
α
pxq “

1
2

`

Jα´1pxq ´ Jα`1pxq
˘

EXERCICE 4.4. (FOAD)
Déduire des relations précédentes que

d
d x

`

xαJαpxq
˘

“ xαJα´1pxq
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Chapter 5

Résolution d’équations aux
dérivées partielles

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont fondamentales pour compren-
dre de nombreux phénomènes du monde réel ainsi que notre technologie.
C’est grâce à la modélisation de ces phénomènes au travers d’EDP que l’on
a pu comprendre le rôle de certains paramètres, et obtenir des prévisions, par-
fois extrêmement précises. Les EDP mettent en jeu des fonctions de plusieurs
variables, et de relier entre elles : la fonction, ses variables, et ses dérivées
partielles.

5.1 Généralités

DÉFINITION 5.1. Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation en-
tre des variables réelles et les valeurs d’une fonction inconnue f et de ses dérivées
partielles. L’ordre d’une EDP est celui de la dérivée d’ordre le plus élevé qui appa-
raît dans l’équation. On appelle solution toute fonction définie sur un intervalle
ouvert I et vérifiant l’équation.

Il y a différents types de problèmes, qui dépendent des conditions supplémen-
taires nécessaires pour modéliser une phénomène physique : on parle de

• problème de Cauchy lorsque l’on connaît des conditions initiales ;

• problème aux limites lorsque l’on connaît des conditions sur la frontière
du domaine que l’on étudie ;
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• problème mixte lorsque l’on connaît à la fois des conditions initiales, et
des conditions aux limites.

EXEMPLE 5.2. Voici quelques exemples d’EDP à deux variables, dont certains
modélisent l’évolution au cours du temps de systèmes physiques :

• ÉQUATION DE TRANSPORT :

Bt f pt, xq ` cBx f pt, xq “ 0

• ÉQUATION D’ONDE DE CHOC :

Bt f pt, xq ` f pt, xqBx f pt, xq “ 0

• ÉQUATION DE LAPLACE :

B2
x x f px , yq ` B2

y y f px , yq “ 0

• ÉQUATION DES ONDES OU DES CORDES VIBRANTES

B2
t t f pt, xq “ B2

x x f pt, xq

DÉFINITION 5.3. Une équation aux dérivées partielles est linéaire si elle est linéaire
par rapport à la fonction inconnue f et à ses dérivées partielles.

Dans le cadre des EDP linéaires, plusieurs notions déjà vues pour les équations
différentielles ordinaires ré-apparaissent. Soit pEq une EDP linéaire, que l’on
écrit sous la forme

Lp f q “ g (5.1)

où f est la fonction inconnue, g est une fonction donnée sur un domaine Ω et
L est un opérateur. L’équation homogène associée est

Lp f q “ 0 (5.2)

Comme pour les équations différentielles ordinaires, on a : si f est solution
de l’équation homogène (5.1) et si g est solution (particulière) de (5.2) alors
f ` g est solution de (5.1).

EXEMPLE 5.4. On veut trouver les fonctions f : R2 Ñ R telles que

B2
x x f “ 0.
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Autrement dit : BxpBx f q “ 0. Posons gpx , yq “ Bx f px , yq, qui vérifie, pour
tout px , yq P R2

Bx gpx , yq “ 0.

Pour tout y fixé, l’application x ÞÑ gpx , yq doit être une constante, qui dépend
donc de y . On a donc

gpx , yq “ Cpyq

pour une certaine fonction C : RÑ R. On est ramené au problème suivant :
trouver f telle que, pour tout px , yq P R2,

Bx f px , yq “ Cpyq.

De la même manière, on a nécessairement

f px , yq “ Cpyqx ` Dpyq

où D : RÑ R est une certaine fonction. On vérifie a posteriori que n’importe
quelle fonction f de cette forme vérifie bien l’équation, pourvu qu’elle admette
des dérivées partielles.

5.2 Équations du premier ordre

5.2.1 Un exemple : les équations de transport

Considérons un tube horizontal cylindrique, dans lequel coule de l’eau par ex-
emple, à la vitesse constante c. Un polluant est en suspension dans l’eau. On
note upt, xq la concentration de polluant à l’instant t et à l’abscisse x . La fonc-
tion u vérifie l’EDP

Btupt, xq ` cupt, xq “ 0

On va résoudre les EDP de cette forme, ou de manière un peu plus générale,
les équations

aBtupt, xq ` bBxupt, xq “ 0, (5.3)

où a, b P R avec l’un des deux au moins qui est non nul. On cherche toutes les
fonctions u définies sur R2 de classe C1 telles que pour tout pt, xq P R2, l’égalité
(5.3) soit vérifiée. En terme de différentielle, (5.3) se traduit par :

dupt,xqpa, bq “ 0 pour tout pt, xq P R2.

Ainsi : si u est solution de (5.3), alors u est constante le long de chaque droite
de direction pa, bq.
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DÉFINITION 5.5. On appelle caractéristiques de l’équation (5.3) les droites de
vecteur directeur pa, bq. Ce sont toutes les droites Dc d’équation bt ´ ax “ c où
c parcourt R.

Notons maintenant f : R Ñ R la fonction qui à un réel c associe la valeur
de u sur la droite Dc. Soit pt0, x0q P R2. Il existe une et une seule droite
caractéristique Dc0

qui passe par pt0, x0q : c’est celle telle que c0 “ bt0 ´ ax0.
On a donc

upt0, x0q “ f pc0q “ f pbt0 ´ ax0q

Ce raisonnement est valable pour tout pt0, x0q P R2, donc finalement :

upt, xq “ f pbt ´ axq

On vérifie que toute fonction u de cette forme est bien solution. On a ainsi le
résultat suivant

THÉORÈME 5.6. Les fonctions u : R2 Ñ R de classe C1 qui vérifient (5.3) sont
toutes les fonctions qui s’écrivent

upt, xq “ f pbt ´ axq

pour une certaine fonction f : RÑ R de classe C1.

5.2.2 Équations à coefficients variables

Considérons par exemple l’équation

Bxupx , yq ` x Byupx , yq “ 0

Si l’on veut appliquer la même méthode que précédemment (appelée méthode
des caractéristiques), on voit que cette équation se réécrit comme

dupx ,yqp1, xq “ 0

Notons X : R2 Ñ R2 le champ de vecteurs défini par

Xpx , yq “ p1, xq

de telle sorte que l’équation devienne

dupx ,yq

`

Xpx , yq
˘

“ 0. (5.4)
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DÉFINITION 5.7. Soit X : R2 Ñ R2 un champ de vecteur. Une courbe intégrale
de X est une courbe paramétrée γ : I Ă RÑ R2 telle que, pour tout t P I

γ1ptq “ Xpγptqq

On appelle caractéristiques de l’équation (5.4) les courbes intégrales du champ
de vecteurs X.

Et on a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.8. Si u est une solution de l’équation (5.4), alors u est constante
le long des courbes intégrales t ÞÑ γptq du champ X :

d
d t

`

upγptqq
˘

“ 0

EXEMPLE 5.9 (Un problème de Cauchy). Essayons de résoudre le problème de
Cauchy suivant

#

Bxupx , yq ` xByupx , yq “ 0

up0, yq “ ϕpyq
(5.5)

oùϕ : RÑ R est une fonction de classe C1 donnée. On commence par chercher
les courbes caractéristiques de l’équation. Ce sont les courbes intégrales t ÞÑ

γptq “ pxptq, yptqq du champ de vecteurs Xpx , yq “ p1, xq. Par définition on a
donc

#

x 1ptq “ 1

y 1ptq “ xptq

ce qui se résout facilement :

xptq “ t ` x0

yptq “
1
2 t2 ` x0 t ` y0

où l’on a noté px0, y0q le point de γ correspondant à t “ 0 (qui peut être
quelconque).

On veut déterminer la solution du problème de Cauchy. On sait que u est
constante le long de la courbe intégrale qui passe par le point px0, y0q. Cette

courbe coupe l’axe des ordonnées px “ 0q au point px1, y1q “ p0, y0 ´
x2

0
2 q et

l’on sait que
up0, y1q “ upx0, y0q “ ϕpy1q

On obtient donc, pour n’importe quel px0, y0q de R2

upx0, y0q “ ϕpy0 ´
x2

0
2 q
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et il est très simple de vérifier que la fonction

upx , yq “ ϕpy ´
x2

2 q

est bien solution de (5.5).

5.3 Équation des ondes sur un axe

L’étude des vibrations d’une corde, d’une membrane, des oscillations électro-
magnétiques, etc. conduit très souvent à une équation dite équation des ondes,
qui s’écrit, en dimension 1,

B2u
Bt2

´ c2 B2u
Bx2

“ 0, pour tout pt, xq P R2.

Le changement de variables X “ x ` c t et T “ x ´ c t ramène cette équation à
la forme

B2v
BXBT

“ 0

Il est facile de voir, en suivant la méthode de l’exemple 5.4, que les solutions
de cette équation sont toutes les fonctions v qui s’écrivent

vpT, Xq “ f pTq ` gpXq

où f , g sont deux fonctions de classe C2 sur R. Revenant à u, on obtient

upt, xq “ f px ` c tq ` gpx ´ c tq

Rappelons que la solution générale de l’équation de transport associée à Bt`cBx

est une fonction arbitraire de la variable x ´ c t. On voit ici que la solution est
la somme de deux fonctions arbitraires : l’une de la variable x ` ct et l’autre
de la variable x ´ c t. La première décrit une onde arbitraire se déplaçant vers
la gauche à la vitesse c, et la seconde une autre onde arbitraire se déplaçant
vers la droite à la vitesse c.

On va maintenant résoudre un problème de Cauchy :

THÉORÈME 5.10 (Formule de d’Alembert). Soit ϕ,ψ deux fonctions définies sur
R, ϕ de classe C2 et ψ de classe C1. Alors le problème

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

B2u
Bt2

´ c2 B2u
Bx2

“ 0

up0, xq “ ϕpxq

Bu
Bt

p0, xq “ψpxq
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admet une unique solution u de classe C2 sur R2, donnée par

upt, xq “
1
2

`

ϕpx ` c tq `ϕpx ´ c tq
˘

`
1
2c

ż x`ct

x´ct
ψpsqds

Autrement dit : l’effet d’une position ϕpxq à l’instant t “ 0 est une paire
d’ondes qui se propagent dans les deux directions à vitesse c. Si l’on a une
vitesse ψpxq à l’instant t “ 0 on obtient une onde qui s’étale dans les deux
directions à une vitesse inférieure ou égale à c. En résumé : la valeur de la
solution u au point pt, xq ne dépend que des valeurs de ϕ en x ` ct et x ´ c t et
des valeurs de ψ sur l’intervalle rx ´ c t, x ` c ts.

On va maintenant parler d’une quantité très importante en physique : l’énergie.

THÉORÈME 5.11 (Conservation de l’énergie). Soit ϕ,ψ deux fonctions définies
sur R, ϕ de classe C2 et ψ de classe C1. On suppose que ϕ et ψ sont nulles en
dehors d’un intervalle borné r´R, Rs. Soit u l’unique solution du problème

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

τ
B2u
Bt2

´ρ
B2u
Bx2

“ 0

up0, xq “ ϕpxq

Bu
Bt

p0, xq “ψpxq

où τ,ρ sont tous deux positifs. Alors l’énergie de u donnée par

Eptq :“
ρ

2

ż

R

ˆ

Bu
Bt

pt, xq

˙2

d x `
τ

2

ż

R

ˆ

Bu
Bx

pt, xq

˙2

d x (5.6)

est constante au cours du temps (c’est une fonction constante de t).

REMARQUE 5.12. Dans l’expression de l’énergie (5.6), la première intégrale est
la partie énergie cinétique. La deuxième est la partie énergie potentielle, qui
correspond à la tension τ multipliée par l’allongement de la corde élastique.

REMARQUE 5.13. Pour montrer ce résultat, il suffit de dériver Eptq en appli-
quant les résultats de dérivation sous l’intégrale, voir Chapitre 1, section 1.4.

5.4 Équation de Laplace

On s’intéresse maintenant à l’équation de Laplace

∆upx , yq “ f px , yq



60 CHAPTER 5. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

où∆ désigne l’opérateur aux dérivées partielles∆“
B2

Bx2 `
B2

B y2 appelé Laplacien
et f est une fonction continue donnée. Cette équation est très importante en
physique : sa solution u est, par exemple, le potentiel électrique engendré dans
le plan par la répartition de charges ρ “

´1
4π f . Une fonction u qui vérifie cette

équation dans un ouvert Ω est dite harmonique dans Ω.

On donne tout d’abord l’expression du Laplacien en coordonnées polaires (voir
TD) :

LEMME 5.14. Soit u une fonction de classe C2 et soit vpr,θq “ upr cosθ , r sinθq.
On a

∆upr cosθ , r sinθq “
B2v
Br2

pr,θq `
1
r

Bv
Br

pr,θq `
1
r2

B2v
Bθ 2

pr,θq

Grâce à ce lemme, on peut déterminer certaines solutions :

a) Les fonctions invariantes par rotation

On cherche d’abord toutes les fonctions harmoniques qui sont invariantes par
rotation : on cherche les solutions u de classe C2 telles que ∆upx , yq “ 0 et
pour lesquelles, notant vpr,θq “ upr cosθ , r sinθq, on a

Bv
Bθ

pr,θq “ 0 (v ne dépend pas de θ)

D’après le lemme ci-dessus on doit avoir

B2v
Br2

pr,θq `
1
r

Bv
Br

pr,θq “ 0

et on remarque que cette équation s’écrit aussi

B

Br

ˆ

r ˆ
Bv
Br

˙

pr,θq “ 0

que l’on résout facilement : ses solutions sont

vpr,θq “ C1 logprq ` C2

où C1, C2 P R sont des constantes.
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b) La méthode de séparation de variables

On cherche maintenant des solutions vpr,θq de l’équation

B2v
Br2

pr,θq `
1
r

Bv
Br

pr,θq `
1
r2

B2v
Bθ 2

pr,θq “ 0 (5.7)

qui sont à variables séparées, c’est-à-dire qui s’écrivent sous la forme

vpr,θq “ RprqΘpθq

pour certaines fonctions R et Θ. Pour ce type de fonctions l’équation (5.7) se
ramène à

R2prqΘpθq `
1
r

R1prqΘpθq `
1
r2

RprqΘ2pθq “ 0

Supposons que R etΘ ne s’annulent jamais. On divise alors l’équation ci-dessus
par Rprq{r2 et on obtient

r2 R2prq

Rprq
` r

R1prq

Rprq
“ ´

Θ2pθq

Θpθq

Puisque le membre de droite ne dépend pas de r, le membre de gauche non
plus, et la fonction

r ÞÑ r2 R2prq

Rprq
` r

R1prq

Rprq

est constante. Il existe donc un réel λ tel que
#

Θ2pθq `λΘpθq “ 0

r2R2prq ` rR1prq ´λRprq “ 0

On cherche les fonction Θ qui sont périodiques de période 2π. Or,

• si λă 0 alors les solutions de Θ2pθq`λΘpθq “ 0 sont des combinaisons
linéaires d’exponentielles, donc pas périodiques ;

• si λě 0, alors les solutions de Θ2pθq `λΘpθq “ 0 sont les fonctions

Θpθq “ A cosp
?
λθq ` B sinp

?
λθq

et la condition Θp0q “ Θp2πq ne peut être satisfaite que lorsque λ “ n2

pour un certain n P N.
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On obtient finalement une famille de solutions

Θnpθq “ An cospnθq ` Bn sinpnθq

La deuxième équation sur R s’écrit

r2R2prq ` rR1prq ´ n2Rprq “ 0 (5.8)

Cette équation porte le nom d’équation d’Euler. L’étude des solutions générales
est complexe et fait l’objet de la théorie de Fuchs. Ici, on se contentera de
chercher des solutions sous la forme Rprq “ rα. On obtient alors une équation
sur α qui s’écrit

αpα´ 1q `α´ n2 “ 0.

Si n ‰ 0 nécessairement α“ ˘n, et la solution générale s’écrit

Rprq “ Cnrn ` Dnr´n

Le cas n “ 0 a déjà été vu dans le paragraphe a) : les solutions de (5.8) pour
n “ 0 sont

Rprq “ C0 log r ` D0

On récapitule : toutes les fonctions

vnpr,θq “
`

Cnrn ` Dnr´n
˘`

An cospnθq ` Bn sinpnθq
˘

sont solutions, ainsi que

v0pr,θq “ C0 log r ` D0

Si l’on veut que la solution originale u soit de classe C2 à l’origine, alors on
doit éliminer toutes les fonctions qui n’ont pas de limite lorsque r Ñ 0. Il reste
donc les fonctions

vnpr,θq “ rn
`

An cospnθq ` Bn sinpnθq
˘

, n P N.
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5.5 Application de la convolution à la résolution
d’équations différentielles (FOAD)

Nous allons étudier une équation différentielle simple :

yptq ` a yptq “ f ptq, t P R` (5.9)

yp0q “ y0.

Nous allons montrer que sa solution est donnée par la formule de Duhamel

yptq “ y0e´at `

ż t

0
f puqe´apt´uqdu. (5.10)

Cette formule peut se retrouver grâce à la méthode de variation de la constante,
mais nous présentons ici une méthode plus générale qui utilise les distributions
et pourra être appliquée dans de très nombreux cas.

La résolution s’effectue en 3 étapes :

5.5.1 Détermination de la réponse impulsionnelle

On cherche d’abord à résoudre (5.9) lorsqu’elle est soumise à une impulsion
représentée par un Dirac, autrement dit : on résout (5.9) au sens des distribu-
tions sur R, avec un second membre égal à δ0, et dont la solution, qui est notée
Y, vérifie :

pTYq1 ` aTY “ δ0 dans D1pRq. (5.11)

Ici, nous n’avons pas besoin de préciser la condition initiale. Supposons que
la solution Y soit nulle sur R˚

´
et que sa restriction à R˚

`
est dans L1

locpR`q.
En 0 elle peut donc avoir des singularités : on note σ la valeur du saut en 0,
c’est-à-dire σ “ Yp0`q ´ Yp0´q “ Yp0`q.

EXERCICE 5.15. (FOAD) En utilisant un résultat du cours, montrer que

pTYq1 “ TY1 `σδ0,

puis, en injectant dans l’équation ci-dessus montrer que

TY1 `σδ0 ` aTY “ δ0 dans D1pRq

qui est équivalent à

TY1 ` pσ´ 1qδ0 ` aTY “ 0 dans D1pRq (5.12)
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On admet le lemme suivant (qui nous sera très utile par la suite)

LEMME 5.16. S’il existe a, A P R et f P L1
locpRq tels que

Aδa ` Tf “ 0, dans D1pRq

alors
A “ 0 et f “ 0 presque partout sur R.

Autrement dit, les distributions de Dirac et les distributions associées aux fonc-
tions sont “indépendantes” (leur somme est nulle si et seulement si chacune
d’entre elles est nulle).

EXERCICE 5.17. (FOAD) Appliquer ce résultat à (5.12) et en déduire la valeur
de σ puis montrer que

Y1 ` aY “ 0 presque partout sur R.

Sur R´ on avait supposé que Y était nulle, donc la deuxième équation ne nous
apprend rien. Par contre, sur R` on a

Y1 “ ´aY presque partout sur R`.

On sait facilement résoudre cette équation différentielle :

EXERCICE 5.18. (FOAD) En rappelant Yp0`q “ σ, montrer que

Yptq “ e´at pour tout t ě 0.

En résumé, nous avons trouvé une distribution associée à une fonction qui est
solution de (5.11) : c’est la distribution associée à Y donnée par

Yptq “

#

e´at si t ą 0

0 si t ă 0

En physique, cette fonction est appelée fonction de Green, c’est-à-dire la réponse
impulsionnelle du problème (5.9).

5.5.2 Convolution

On considère maintenant l’équation différentielle avec second membre :

X1 ` aX “ F, F P D1pRq (5.13)
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d’inconnue X P D1pRq. Tout d’abord, on cherche une solution particulière.
Admettons que le produit de convolution F ˚ Y ait un sens (où Y est la réponse
impulsionnelle ci-dessus).

EXERCICE 5.19. (FOAD) Montrer que

pF ˚ Yq1 ` apF ˚ Yq “ F

Autrement dit, X “ F ˚ Y est une solution particulière de (5.13), à condition
qu’elle existe.

On recherche maintenant toutes les solutions. Supposons que Xp soit la solu-
tion particulière trouvée, et soit X une solution quelconque de (5.13). Alors
Xp ´ X vérifie

pXp ´ Xq1 ` apXp ´ Xq “ 0 dans D1pRq

Cette fois, le second membre n’est pas un Dirac comme dans (5.11), mais est
égal à 0. Dans ce cas, c’est une équation différentielle ordinaire que l’on sait
résoudre, et Xp ´ X est tout simplement la distribution associée à la fonction

t ÞÑ ce´at , t P R

où c P R est quelconque (puisqu’il n’y a pas de condition initiale).

En résumé, la solution générale de (5.13) est donnée par

X “ F ˚ Y ` ce´at

où Y est la réponse impulsionnelle, et où on a noté par abus de notation ce´at

pour la distribution associée. Cette méthode, dite méthode par convolution ou
par fonction de Green est très souvent utilisée.

5.5.3 Retour au problème initial

Pour conclure, il nous faut réécrire le problème initial (5.9) sous la forme
(5.13). L’équation (5.9) est écrite sur R`, supposons donc que la solution
y soit nulle sur R´. On cherche encore la distribution Ty associée à y . En
raisonnant exactement de la même façon, et en utilisant le corollaire 3.20, on
a

pTyq1 “ y 1 ` yp0qδ0

et donc
pTyq1 ` aTy “ T

rf ` yp0qδ0
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où rf est la fonction f que l’on a prolongé sur R de la façon suivante

rf pxq “

#

f pxq si x ě 0

0 si x ă 0

Ainsi, Ty est solution de (5.13) avec

F “ yp0qδ0 ` T
rf .

EXERCICE 5.20. (FOAD) D’après les calculs précédents, montrer que

Ty “ yp0qY ` rf ˚ Y ` ce´at

où c est un réel quelconque.

On écrit alors le produit de convolution entre rf et Y (qui existe bien si on
suppose f P L1

locpR`q) et on obtient :

yptq “ y0e´at `

ż t

0
f puqe´apt´uqdu ` ce´at

et si on impose la condition yp0q “ y0, on détermine c “ 0, ce qui implique

yptq “ y0e´at `

ż t

0
f puqe´apt´uqdu,

soit exactement la formule de Duhamel.

5.5.4 Récapitulatif

Soit a P R donné.

1. L’équation différentielle suivante, au sens des fonctions

yptq ` a yptq “ f ptq, t P R`

yp0q “ y0.

admet une solution unique, qui est une fonction, donnée par

yptq “ y0e´at `

ż t

0
f puqe´apt´uqdu, pour tout t ě 0.

La régularité de y dépend de celle de f : par exemple, si f est continue,
y est de classe C1.
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2. L’équation différentielle suivante, au sens des distributions

Y1 ` aY “ δ0 dans D1pRq

(sans condition initiale) admet une solution, qui est une distribution as-
sociée à une fonction, donnée par

Yptq “ ce´at `

#

e´at si t ą 0

0 si t ă 0

où c est un réel dans le cas général (dans notre cas précédent on savait
que Y était nul en 0´ ce qui impliquait c “ 0). Cette solution est appelée
réponse impulsionnelle. La fonction Y est dans L1pR`q et discontinue en
0.

3. L’équation différentielle suivante, au sens des distributions

X1 ` aX “ F dans D1pRq

(sans condition initiale) où F P D1pRq est une distribution quelconque,
admet une solution, qui est une distribution, donnée par

X “ F ˚ Y ` ce´at

où c est un réel dans le cas général. Cette distribution existe si F ˚ Y a un
sens. Selon la nature de F, X peut être une distribution associée à une
fonction, ou non.
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Appendix A

Intégrabilité au sens de Lebesgue

Nous allons étendre la notion d’intégrale à une classe plus large de fonctions,
dites mesurables. Tout d’abord, nous avons besoin d’introduire la notion de
mesure de Lebesgue.

A.1 Ensemble élémentaire et ensemble mesurable

DÉFINITION A.1 (Pavés de Rn). Un pavé P d’un ouvert E Ă Rn est un ensemble
de E qui peut s’écrire sous la forme de produit d’intervalles réels contenant ou non
leurs extrémités, par exemple

P “ ra1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran, bns

ou encore
P “ ta1u ˆ ra2, b2rˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran, bnr, etc.

les intervalles pouvant être ouverts ou non.

DÉFINITION A.2 (Mesure de Lebesgue d’un pavé). La mesure de Lebesgue
(notée m) d’un intervalle ra, bs (pouvant être ouvert ou fermée) est sa longueur,
c’est-à-dire

mpra, bsq “ mpsa, bsq “ mpra, brq “ mpsa, brq “ |b ´ a|

La mesure de Lebesgue d’un pavé de E Ă Rn est le produit de la mesure des inter-
valles le constituant : par exemple

m
`

ra1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran, bns
˘

“

n
ź

i“1

|bi ´ ai|

69
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En particulier, si l’un des intervalles constituant P est réduit à un point, alors la
mesure du pavé est nulle.

Dans la suite, pour simplifier nous parlerons de mesure (sans préciser de Lebesgue
à chaque fois).

DÉFINITION A.3 (Ensemble élémentaire). On dit qu’un ensemble A Ă Rn est
élémentaire s’il est réunion disjointe et au plus dénombrable de pavés.

Si A “
Ů

k Pk (union disjointe dénombrable), alors

mpAq :“
ÿ

k

mpPkq

En particulier, si l’union est infinie dénombrable, on remarque que la quantité
ci-dessus est une série à termes positifs, et sa valeur est donc soit finie (si la série
converge), soit `8. La mesure d’un ensemble élémentaire peut donc être infinie.

DÉFINITION A.4 (Mesure extérieure). Soit A une partie d’un ouvert E Ă Rn. On
définit sa mesure extérieure µ‹pAq par

µ‹pAq “ inf

"

ÿ

k

mpPkq ; A Ă
ğ

k

Pk

*

où A Ă
Ů

k Pk désigne tous les recouvrements possibles de A par des ensembles
élémentaires.

Cette mesure extérieure µ‹ peut mesurer n’importe quelle partie de Rn, mais
elle a un désavantage majeur : la mesure extérieure d’une union d’ensembles
deux à deux disjoints n’est pas nécessairement égale à la somme des mesures
extérieures des ensembles en question (il est possible de construire un exemple,
mais on ne le fera pas dans ce cours). Ainsi, la mesure que l’on cherche à
construire ne va pas mesurer toutes les parties de Rn : on ne va garder que les
ensembles dont la frontière est suffisamment “raisonnable” pour pouvoir bien
distinguer par des recouvrements dénombrables de pavés l’ensemble de son
complémentaire. Ceci va se traduire sur la différence symétrique comme suit :

DÉFINITION A.5 (Ensemble mesurable). On rappelle que la différence symétrique
entre deux ensembles A et B est l’ensemble constitué par la réunion des éléments de
A qui ne sont pas dans B, et des éléments de B qui ne sont pas dans A, c’est-à-dire

A∆B “
`

AzB
˘

Y
`

BzA
˘

Une partie A d’un ouvert E Ă Rn est dite mesurable au sens de Lebesgue si, pour
tout ϵ ą 0, il existe un ensemble élementaire B Ă E tel que

µ‹
`

A∆B
˘

ď ϵ
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Autrement dit, les ensembles mesurables sont les ensembles limites d’ensembles
élémentaires (on fait tendre vers 0 la mesure extérieure de leur différence
symétrique). Ils ne sont donc pas simples à trouver ! Heureusement, nous
en connaissons une grande partie (et cela nous suffira pour la suite) :

THÉORÈME A.6. Tous les ensembles suivants sont mesurables (au sens de Lebesgue)

• tout ensemble élémentaire ;

• tout ouvert E Ă Rn ;

• toute réunion au plus dénombrable d’ensembles mesurables ;

• toute intersection finie d’ensembles mesurables.

A.2 Mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable

Il ne nous reste plus qu’à définir la mesure mpAq de tout ensemble A mesurable.
Tout simplement :

DÉFINITION A.7. Si A est mesurable, alors sa mesure mpAq est définie comme
étant égale à sa mesure extérieure :

mpAq :“ µ‹pAq

On termine par deux propriétés très importantes de m :

PROPOSITION A.8. Soit pAnqnPN des ensembles mesurables, et soit A “ YnAn.
Alors

mpAq ď
ÿ

n

mpAnq

De plus, si les An sont deux à deux disjoints, c’est-à-dire A “
Ů

n An alors

mpAq “
ÿ

n

mpAnq

On donne maintenant les exemples à connaître (certains ont déjà été donnés
plus haut) :

EXEMPLE A.9 (Mesures des ensembles classiques).
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1. Si A est un pavé, par exemple A “ ra1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran, bns alors

mpAq “

n
ź

i“1

|bi ´ ai|

2. Si A est un singleton, i.e. A “ txu où x P Rn, alors mpAq “ 0.

3. Si A Ă Rn est au plus dénombrable, alors mpAq “ 0.

A.3 Fonctions mesurables

Avant de parler d’intégrale, il faut maintenant choisir la classe de fonctions que
l’on va pouvoir intégrer. Dans la suite, lorsque rien n’est précisé, les fonctions
peuvent avoir des valeurs réelles ou complexes.

DÉFINITION A.10 (Fonction mesurable). Soit f une fonction à valeurs réelles
définie sur E Ă Rn. On dit que f est mesurable si : pour tout a P R, l’ensemble

A “
␣

x P E ; f pxq ą a
(

est un ensemble mesurable.

De manière similaire à ce qui précède, les fonctions mesurables n’ont pas l’air
simples à caractériser. Heureusement, on a les résultats suivants.

THÉORÈME A.11. Toute fonction continue sur E est mesurable.

Toute limite simple de fonctions mesurables est mesurable, c’est-à-dire : si p fnq est
une suite de fonctions mesurables, et si, pour tout x P E,

fnpxq ÝÝÑ
nÑ8

f pxq

alors f est mesurable.

THÉORÈME A.12. Si f est une fonction mesurable, et si p fnq est une suite de
fonctions mesurables, alors les fonctions

| f |, gpxq “ sup
nPN

fnpxq, hpxq “ limsup
nÑ8

fnpxq

sont mesurables.

Enfin, on introduit une relation d’équivalence sur les fonctions mesurables :
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DÉFINITION A.13. On dit qu’une fonction mesurable f est nulle presque partout
sur E s’il existe un ensemble A de mesure nulle (mpAq “ 0) tel que

f pxq “ 0 pour tout x P EzA

On note f “ 0 p.p. sur E.

Comme l’union de deux ensembles de mesure nulle est également de mesure
nulle, on peut définir une relation d’équivalence : on dit que deux fonctions
mesurables f et g sont équivalentes si et seulement si

f ´ g “ 0 p.p. sur E

autrement dit, la différence entre f et g est nulle presque partout.

REMARQUE A.14. Existe-t-il des fonctions non mesurables ? La réponse est
oui, mais il n’est pas facile d’en construire, exactement comme pour les ensem-
bles mesurables. D’une manière générale, on peut dire que tous les ensembles
“usuels" sont mesurables, et toutes les fonctions “usuelles” sont mesurables.

Par ailleurs, rappelons que la notion de mesure et d’ensemble mesurable est en
réalité bien plus générale que telle que nous le présentons ici. Elle fait appel à
des notions de tribu, additivité, ensemble borélien, etc. que l’on pourra retrouver
par exemple dans le livre Real and Complex Analysis de Walter Rudin ou tout
cours de mathématiques sur le sujet (niveau Licence de Mathématiques).

A.4 Intégrale de Lebesgue

A.4.1 Fonctions étagées

DÉFINITION A.15 (Fonction élémentaire). Une fonction élémentaire sur E est
une fonction valant 1 sur une partie mesurable de E et 0 partout ailleurs (on parle
aussi de fonction indicatrice). On la note

1Apxq “

#

1 si x P A

0 si x R A

En général de telles fonctions peuvent également être définies sur des ensem-
bles non-mesurables, mais ceux-ci ne nous intéressent pas car ils ne jouent
aucun rôle dans la théorie de Lebesgue.
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DÉFINITION A.16 (Fonction étagée). On appelle fonction étagée toute fonction
définie par une combinaison linéaire de fonctions élémentaires, c’est-à-dire : f est
étagée s’il existe des ensembles mesurables A i et des scalaires αi tel que

f pxq “

n
ÿ

i“1

αi1A i
pxq.

L’intérêt des fonctions étagées est le résultat suivant :

THÉORÈME A.17. Les fonctions étagées sont denses dans l’ensemble des fonctions
mesurables.

Autrement dit, les fonctions mesurables peuvent être considérées comme des limites
simples de fonctions étagées.

DÉFINITION A.18 (Intégrale d’une fonction étagée). Soit φ une fonction étagée

φpxq “

n
ÿ

i“1

αi1A i
pxq

Si Ω est un ensemble mesurable, alors on appelle intégrale de φ sur Ω, notée
IΩpφq, la quantitée

IΩpφq “

n
ÿ

i“1

αi mpA i XΩq.

A.4.2 Intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable

On en déduit la définition de l’intégrale de Lebesgue :

DÉFINITION A.19 (Intégrale des fonctions mesurables positives). Soit f une
fonction mesurable sur E à valeurs réelles positives, et soit Ω Ă E une partie
mesurable. L’intégrale de Lebesgue sur Ω est la borne supérieure des intégrales
sur Ω de toutes les fonctions étagées positives majorées par f , c’est-à-dire :

ż

Ω

f “ sup
!

IΩpφq ; φ est étagée et φ ď f
)

Dans la suite on notera indifférement
ż

Ω

f ou
ż

Ω

f pxqd x
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PROPOSITION A.20. Soit f une fonction mesurable sur E positive, et soit Ω Ă E
une partie mesurable. D’après le Théorème A.17, f peut s’écrire comme limite
simple d’une suite de fonctions étagées φn, i.e.

f pxq “ lim
nÑ8

φnpxq, pour tout x P E.

Alors
ż

Ω

f “ lim
nÑ8

IΩpφnq

Autrement dit, au lieu de calculer un supremum, on peut calculer une limite,
à condition de connaître la suite φn. On remarque que

ş

Ω f peut prendre une
valeur infinie.

On a défini l’intégrale de toute fonction mesurable positive. Nous étendons à
un cas plus général : soit f une fonction mesurable à valeurs réelles, et soit f `

et f ´ ses parties positive et négative, données par

f `pxq “ | f pxq| 1tx ; f pxqě0upxq

f ´pxq “ | f pxq| 1tx ; f pxqď0upxq

Alors, f ` et f ´ sont toutes les deux mesurables et positives, et on a, pour
tout x P E, f pxq “ f `pxq ´ f ´pxq. Cette décomposition permet de définir
l’intégrale de Lebesgue pour toute fonction mesurable :

DÉFINITION A.21 (Intégrale des fonctions mesurables à valeurs réelles). Soit f
une fonction mesurable sur E, à valeurs réelles, alors pour tout Ω Ă E mesurable
on définit

ż

Ω

f “

ż

Ω

f ` ´

ż

Ω

f ´

On peut facilement étendre cette définition aux fonctions à valeurs complexes
en décomposant f selon : f “ Rep f q ` i Imp f q et en appliquant la définition
précédente à Rep f q et Imp f q.

Encore une fois, la valeur de l’intégrale
ş

Ω f peut être infinie, voire indéter-
minée (si les deux intégrales

ş

Ω f ` et
ş

Ω f ´ sont infinies, par exemple). On va
donc se restreindre à une certaine classe de fonctions :

DÉFINITION A.22 (Fonctions Lebesgue intégrables). On dit qu’une fonction f
mesurable (à valeurs réelles ou complexes), définie sur E, est Lebesgue intégrable
sur E si

ż

E
| f | ă `8
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On note L1pEq l’ensemble des fonctions Lebesgue intégrables sur E pour lequel on
a identifié toutes les fonctions égales presque partout : deux fonctions f et g sont
égales dans L1pEq si f “ g p.p. sur E.

Le résultat suivant est fondamental :

THÉORÈME A.23. L’intégrale sur E d’une fonction positive f est nulle si et seule-
ment si f est nulle presque partout sur E. Autrement dit :

ż

E
| f | “ 0 ô f “ 0 p.p. sur E
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