
Introduction à la physique statistique

M.Simon

2018-2019



2



Contents

1 Fondements 7

1.1 Motivations et origine de la thermodynamique . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Notions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.2 Les fondements de la mécanique statistique . . . . . . . . 9

1.1.3 Maximisation de l’entropie et loi de Boltzmann . . . . . . 10

1.2 Définitions générales des objets micro-canoniques . . . . . . . . . 13

1.2.1 Distribution micro-canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Dynamique Hamiltonienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.3 Equipartition de l’énergie et thermalisation . . . . . . . . . 17

1.2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 L’équivalence des ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4 Le modèle d’Ising . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4.1 Une transition de phase pour les aimants . . . . . . . . . . 22

1.4.2 Définition du modèle d’Ising . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Transition de phase dans le modèle d’Ising 27

2.1 Limite thermodynamique : pression et magnétisation . . . . . . . 27

2.2 Calculs explicites en dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3 Première définition de la transition de phase . . . . . . . . . . . . 34

3 Mesures de Gibbs 39

3.1 Modèle d’Ising avec conditions au bord fixes . . . . . . . . . . . . 39

3



4 CONTENTS

3.2 Notions de convergence et théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Inégalités de corrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3.1 Fonctions locales et fonctions cylindriques . . . . . . . . . 42

3.3.2 Les inégalités GKS et FKG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.3 Conséquences des inégalités GKS et FKG . . . . . . . . . . 44

3.4 Preuve du Théorème 3.2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.5 Preuve de l’inégalité FKG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5.1 Construction d’une chaîne de Markov à partir de sa mesure
invariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5.2 Couplage monotone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.5.3 Conclusion et preuve de l’inégalité FKG . . . . . . . . . . . 50

3.6 Diagramme de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4 Unicité et finitude 53

4.1 Deux critères pour la non-unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2 La valeur critique βcpdq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 Haute température 59

5.1 Hautes températures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2 Lorsque h ‰ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.3 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6 Modèle de Curie-Weiss 65

6.1 Approximation de champs moyen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2 Comportement lorsque h “ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.3 Comportement en h ‰ 0 lorsque N est suffisamment grand . . . 70



References

• A short course on mean field spin glasses, Anton Bovier and Irina Kurkova.

In book: Spin Glasses: Statics and Dynamics (pp.3-44), Publisher: Birkhäuser
Verlag, Basel. 2009.

• Statistical Mechanics of Lattice Systems: A Concrete Mathematical Intro-
duction, S. Friedli and Y. Velenik.

Cambridge: Cambridge University Press, 2017.

• A Remark on Stirling’s Formula, Herbert Robbins.

The American Mathematical Monthly, Vol. 62, No. 1 (Jan., 1955), pp.
26-29

5



6 CONTENTS



Chapter 1

Fondements de la
thermodynamique et introduction
au modèle d’Ising

1.1 Motivations et origine de la thermodynamique

La théorie de la thermodynamique a connu un grand essor tout au long du
XIXème siècle. L’objectif pour les scientifiques de l’époque est de comprendre
comment l’énergie mécanique peut être convertie en énergie thermique, et ré-
ciproquement. À la fin du XIXème siècle, L. Boltzmann (physicien autrichien),
postule que les lois de la thermodynamique doivent toutes être déduites des
principes mécaniques donnés par les lois de Newton. Le problème est le suiv-
ant : les systèmes mécaniques sont principalement caractérisés par des quan-
tités géométriques, telles que les positions et vitesses des objets. Lorsque l’on
cherche à décrire un gaz, d’autres propriétés deviennent cruciales, en partic-
ulier, la température. Pour cette raison, la mécanique statistique, initiée par
J. W. Gibbs, a fait son apparition et a connu un grand succès dans l’étude mi-
croscopique des gaz.

La physique classique se base souvent sur le postulat suivant : si l’état du sys-
tème est connu précisément à un instant donné, alors les lois de la physique
déterminent complètement son état futur. Cependant, en thermodynamique,
plusieurs affirmations nécessitent d’avoir recours à des concepts probabilistes.
Par exemple : l’eau gêle à 0 degré celsius, ou bien lorsque deux corps à différente
température sont en contact, la chaleur va du plus chaud vers le plus froid. Il est
en effet possible de construire des scénarios qui seraient consistants avec les
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8 CHAPTER 1. FONDEMENTS

lois de la physique, mais qui violeraient chacune de ces affirmations, bien qu’ils
soient extrêmement improbables (POUR ALLER PLUS LOIN : voir le paradoxe du
démon de Maxwell).

1.1.1 Notions de base

Le but de la thermodynamique est de décrire les propriétés de systèmes macro-
scopiques à l’équilibre. Pour cela, on considère un petit nombre de variables,
telles que : le volume V, l’énergie interne E, la pression P, le nombre de partic-
ules N, la température T, etc... Ces variables ne sont pas toutes indépendantes,
il existe des relations thermodynamiques qui relient certaines d’entre elles,
et qui peuvent être valides dans un contexte très général.

˛ Quelques principes de la thermodynamique :

1. Les variables thermodynamiques sont divisées en deux groupes : les vari-
ables extensives, qui changent avec la taille du système (V, E, N) et les
variables intensives, qui restent invariantes (T, P).

2. Un système isolé est à l’équilibre thermique si T est uniforme au sein
du système. Il est à l’équilibre mécanique si P est uniforme.

3. La première loi de la thermodynamique stipule que l’énergie E aug-
mente lorsque l’on apporte de la chaleur au système, ou un travail mé-
canique. Mathématiquement, cela s’écrit :

dE “ δQ `δW,

où δQ et δW sont des différentielles inexactes, c’est à dire que les inté-
grales

ş

δQ et
ş

δW ne dépendent pas seulements des points d’arrivée et
de départ, mais également du chemin parcouru.

Exemple : Sur R2, δz “ xdy ´ ydx n’est pas une forme différentielle
exacte.

4. La deuxième loi de la thermodynamique stipule qu’il existe une fonc-
tion S appelée entropie, telle que, lorsque le système est isolé thermique-
ment (i.e. δQ “ 0), elle vérifie dS ě 0.
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˛ Les trois lois de probabilité les plus utilisées en physique statistique :

1. La loi uniforme sur un sous-ensemble ΩĂ Rd , qui a pour densité

Upxq “

#

1{VolpΩq si x P Ω

0 sinon

2. La loi normale de moyenne µ et de variance σ2, dont la densité est
donnée sur R par

Npxq “
1

σ
?

2π
exp

´px ´µq2

2σ2

¯

, µ P R,σ ą 0. (1.1)

Cette loi de probabilité apparaît très souvent à cause du Théorème Cen-
tral Limite, en particulier, les quantités physiques qui sont supposées
être la somme de plusieurs éléments indépendants (tels que les mesures
d’erreur par exemple) ont des lois très proches des lois normales. Lorsque
µ“ 0 et σ “ 1, la loi normale est dite standard.

3. La loi de Boltzmann-Gibbs, qui a été introduite pour décrire la proba-
bilité d’observer un système de particules X d’énergie EpXq ě 0 à tem-
pérature fixée T:

PpXq “
1
Z

e´EpXq{pkBTq, (1.2)

où kB ą 0 est la constante de Boltzmann et Z est une constante de
normalisation. Autrement dit, la probabilité décroît exponentiellement
vite avec l’énergie.

1.1.2 Les fondements de la mécanique statistique

DÉFINITION 1.1.1. Pour décrire un système thermodynamique, il faut :

1. Un macro-état, qui dépend d’un (relativement petit) nombre de variables
telles que : pression, température.

2. Un micro-état, qui correspond à une description microscopique, i.e. de tous
les constituants du gaz, au moyen de leurs positions et vitesses. Cette de-
scription nécessite un très grand nombre de données, et l’évolution tem-
porelle est souvent extrêmement compliquée.
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La mécanique statistique ne s’intéresse pas à chaque micro-état individuellement,
mais à l’ensemble des micro-états correspondant à un macro-état donné.

Autrement dit, un macro-état pV, Tq (par exemple) correspond exactement à une
loi de probabilité fpV,Tq sur l’ensemble de tous les micro-états.

Le macro-état d’équilibre est celui qui est associé au plus grand nombre de micro-
états, c’est-à-dire qu’il est le plus probable parmi tous les macro-états.

˛ L’exemple de base : Jouons à pile ou face, et considérons la pièce comme
une particule, qui peut être dans deux états : 0 ou 1. Lorsque l’on lance N
pièces, on obtient un système de N particules.

• Les micro-états sont tous les éléments de t0, 1uN, il y en a 2N au total.

• Les macro-états sont caractérisés par deux nombres : N0, le nombre
de particules dans l’état 0, et N1, le nombre de particules dans l’état 1.
Ils satisfont : N0 ` N1 “ N. Le nombre ω de micro-états associés à un
macro-état pN0, N1q est donné par

ω“

ˆ

N
N0

˙

“
N!

N0!pN ´ N0q!
.

• Le macro-état pN, 0q est moins probable que le macro-état pN{2, N{2q.

˛ L’entropie : La seconde loi de la thermodynamique affirme que si un sys-
tème isolé n’est pas à l’équilibre initialement, alors il évoluera jusqu’à un état
d’équilibre caractérisé par une entropie maximale. Par conséquent, l’entropie
SpXq et le nombreω de micro-états associés au macro-état X doivent être reliés
par une fonction monotone. Boltzmann a introduit :

S “ kB logω,

cette formule étant aujourd’hui gravée sur sa tombe. L’entropie S a l’avantage
d’être additive : si deux sous-systèmes n’interagissent pas entre eux, alors S “

S1 ` S2 tandis que ω“ω1ω2.

1.1.3 Maximisation de l’entropie et loi de Boltzmann

On considère maintenant un système de N particules, chacune pouvant être
dans p états différents, notés t1, ..., pu. Soit pN1, ..., Npq un macro-état (Ni étant
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le nombre de particules dans l’état i). Le nombre de micro-états possibles as-
sociés à pN1, ..., Npq est donné par

ω“
N!

N1! ¨ ¨ ¨ Np!
.

On suppose qu’il n’y a aucun échange d’énergie avec le système. En particulier,
non seulement le nombre N “ N1 ` ¨ ¨ ¨ ` Np est fixé, mais cette fois l’energie
totale du système est elle aussi fixée. L’énergie de l’état i P t1, ..., pu est notée
ϵi ą 0.

L’objectif est de définir la notion de température, en recherchant le macro-état
d’équilibre, i.e. celui qui contient le plus grand nombre de micro-états. On doit
donc trouver celui qui réalise le maximum de ω parmi tous les pN1, ..., Npq qui
satisfont

p
ÿ

i“1

Ni “ N,
p
ÿ

i“1

Niϵi “ Nϵ, (1.3)

où ϵ ą 0 est fixé. En pratique, il est plus pertinent de maximiser logpωq plutôt
que ω, et le problème devient :

max
N1,...,Np

"

log
´ N!

N1! ¨ ¨ ¨ Np!

¯

; tel que
p
ÿ

i“1

Ni “ N,
p
ÿ

i“1

Niϵi “ Nϵ

*

.

On peut utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange, et dans ce cas, la
fonction à maximiser est

ΦpN1, ..., Npq “ logpωq `α

p
ÿ

i“1

Ni ` β

p
ÿ

i“1

Niϵi, α,β P R.

On s’intéresse en particulier au comportement lorsque N Ñ 8. En utilisant
la formule de Stirling, on garde le terme dominant dans le développement
asymptotique de Φ, qui devient :

ΦpN1, ..., Npq » log N! ´

p
ÿ

i“1

Ni logpNiq ` pα` 1q

p
ÿ

i“1

Ni ` β

p
ÿ

i“1

Niϵi.

Lorsque l’on dérive par rapport aux Ni et qu’on cherche les points d’annulation,
on obtient :

Ni “ eα`βϵi .

Les multiplicateurs α et β peuvent être déduits de (1.3) et la probabilité de
trouver une particule dans l’état i est donnée par

pi “
Ni

N
“

1
Zpβq

eβϵi avec Zpβq “

p
ÿ

i“1

eβϵi .
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C’est exactement la version discrète de la loi de Boltzmann (1.2) (à condition
que β ă 0), et de plus β est donné de manière implicite par

dplog Zq

dβ
pβq “ ϵ. (1.4)

On verra en exercice que cette équation admet une unique solution β ă 0.

Autrement dit, pi est la densité de particules dans l’état i, et on peut vérifier
les relations

p
ÿ

i“1

pi “ 1,
p
ÿ

i“1

piϵi “ ϵ. (1.5)

Par la suite, ωeq désigne le nombre de micro-états possibles associés à Ni “

tNeβϵi {Zpβqu.

DÉFINITION 1.1.2. Le paramètre T “ p´kBβq´1, où β est la solution de (1.4),
est appelée température du système thermodynamique. En particulier, la tem-
pérature est définie seulement à l’équilibre, et dans la limite thermodynamique
N Ñ 8.

DÉFINITION 1.1.3. La quantité

spp1, ..., ppq :“ ´kB

p
ÿ

i“1

pi logppiq (1.6)

est appelée entropie thermodynamique.

PROPOSITION 1.1.1. L’entropie thermodynamique s’écrit également

spp1, ..., ppq “ spϵ,βq “ kB

`

´ βϵ` log Zpβq
˘

.

On a

lim
NÑ8

kB logpωeqq

N
“ spϵ,βq,

et
Bs
Bβ

“ 0,

et par conséquent s est une fonction de ϵ uniquement.

On remarquera que le macro-état d’équilibre est celui qui maximise l’entropie
fini-dimensionnelle SNpN1, ..., Npq :“ kB logpωq (parmi tous les ω qui vérifient
les conditions (1.3)). Enfin, on notera aussi que

Bs
Bϵ

“
1
T

,

qui correspond à l’une des affirmations célèbres de la thermodynamique.
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1.2 Définitions générales des objets micro-canoniques

Dans cette section nous allons donner des définitions plus générales.

1.2.1 Distribution micro-canonique

DÉFINITION 1.2.1 (Système thermodynamique). Un système thermodynamique
est composé de :

1. un paramètre N P N qui représente le nombre de particules

2. un espace d’état X et l’espace d’états produit XN

3. un Hamiltonien HN : XN Ñ R qui représente la fonction énergie du système

4. éventuellement, des contraintes sur les paramètres macroscopiques.

REMARQUE 1.2.1. Pour un gaz, l’espace X est très généralement l’espace des
phases pour une particule, c’est-à-dire les valeurs possibles prises par x “ pp, qq

où p est le moment, et q la position de la particule. L’Hamiltonien HN contient
toutes les interactions entre les particules, et la contrainte est la fonction indi-
catrice que chaque position doit être à l’intérieur d’un certain volume V.

Par la suite on aura besoin des définitions suivantes :

DÉFINITION 1.2.2. La fonction caractéristique 1A d’un ensemble A est définie
comme

1Apxq “

#

1 si x P A,

0 sinon.

La fonction δ-Dirac sur R est définie comme suit : pour toute fonction lisse ϕ, et
tout a P R, elle satisfait

ż

R
ϕpyqδpy ´ aq dy “ ϕpaq.

DÉFINITION 1.2.3 (Ensemble micro-canonique). L’ensemble micro-canonique
d’un système thermodynamique est la collection de toutes les mesures de proba-
bilités fE,V,N uniformes sur les ensembles

ΩE,V,N :“
␣

x P XN ; HNpxq “ E et x P V
(

.
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La fonction de partition micro-canonique est la fonction

ZE,V,N :“
1
N!

ż

XN
δpE ´ HNpxqq 1xPV dx , (1.7)

où δ est la fonction δ-Dirac surR et 1A est la fonction caractéristique de l’ensemble
A.

L’entropie fini-dimensionnelle est définie comme

SpE, V, Nq :“ logpZE,V,Nq.

On remarquera que le facteur 1{N! est introduit ci-dessus afin de prendre en
compte le caractère indistingable des particules, et d’assurer que S soit propor-
tionnelle à N (et additive). Enfin, la densité de probabilité micro-canonique des
micro-états x P XN associés au macro-état pE, V, Nq est

fE,V,Npxq :“
1

ZE,V,N
ˆ

1
N!
δpE ´ HNpxqq1xPV, x P ΩE,V,N.

REMARQUE 1.2.2. Dans beaucoup de livres de physique, cette dernière mesure
est remplacée par la mesure de Lebesgue (normalisée) de l’ensemble tx P

XN ; |HNpxq ´ E| ď ϵu, qui donne les mêmes résultats en pratique. Notre
choix est cohérent avec la physique classique : tout d’abord, il tient compte
de la conservation de l’énergie, et de plus, le théorème de Liouville affirme
que la mesure uniforme est invariante pour l’évolution du système qui suit une
dynamique Hamiltonienne (voir Section 1.2.2 pour plus de détails).

REMARQUE 1.2.3. On remarque que la définition de la fonction δ-Dirac im-
plique que, si ψ est une fonction sur XN, alors

ż

XN

ż

R
δpy ´ HNpxqqψpxqϕpyq dydx “

ż

XN
ψpxqϕpHNpxqq dx .

Nous pouvons désormais définir les concepts de température et de pression. À
partir de maintenant nous supposerons que la constante de Boltzmann kB est
égale à 1.

DÉFINITION 1.2.4. Supposons que l’entropie micro-canonique vérifie

lim
NÑ8

SpE, V, Nq

N
“ spe, vq, où

V
N

ÝÝÑ
NÑ8

v et
E
N

ÝÝÑ
NÑ8

e.

La pression p et la température T sont définies comme

Bs
Be

pe, vq “
1
T

“ β ,
Bs
Bv

pe, vq “
p
T

.
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1.2.2 Dynamique Hamiltonienne

Dans cette section nous verrons pourquoi la loi micro-canonique est la plus
naturelle. En mécanique Hamiltonienne, le système physique est décrit par ses
coordonnées canoniques r “ pp,qq, où chaque composante ppi, qiq correspond
respectivement au moment et à la position de la particule i, tous deux élements
de Rd . L’ensemble pRd ˆRdqN est l’espace d’état.

DÉFINITION 1.2.5. Les équations Hamiltoniennes sont associées à une fonction
Hamiltonienne donnée

HNpp,qq : pRd ˆRdqN Ñ R

et gouvernent l’évolution temporelle du système de la façon suivante :

dp
dt

“ ´
BHN

Bq
ppptq,qptqq (1.8)

dq
dt

“ `
BHN

Bp
ppptq,qptqq (1.9)

REMARQUE 1.2.4. En réalité, nous effectuons ici un abus de notation : les mo-
ments pi sont des vecteurs définis sur l’espace co-tangent.

Dans nos exemples, l’Hamiltonien représente l’energie totale du système, qui
est la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle, c’est-à-dire, de
manière générale :

HNpp,qq “

N
ÿ

i“1

pT
i pi

2mi
` Vpqq,

où mi ą 0 est la masse de la particule i et V est le potentiel d’interaction.
Dans ce cas, l’équation (1.8) se traduit de la manière suivante : la dérivée
temporelle du moment est égale à la force Newtonienne, i.e. l’opposé du gra-
dient de l’énergie potentielle. L’équation (1.9) dit simplement que la dérivée
temporelle de la position est égale à la vitesse.

REMARQUE 1.2.5. Une solution du système (1.8)+(1.9) vérifie la propriété
suivante : HNppptq,qptqq “ HNppp0q,qp0qq est constante, autrement dit l’énergie
totale est conservée au cours de l’évolution temporelle.

DÉFINITION 1.2.6. Le flot Hamiltonien φt : pRd ˆ RdqN Ñ pRd ˆ RdqN est la
fonction

φtpp‹,q‹q “ ppptq,qptqq, (1.10)

où ppptq,qptqq est la solution du système (1.8)+(1.9) avec les conditions initiales
pp0q “ p‹ et qp0q “ q‹.
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Si l’on veut décrire l’évolution temporelle de n’importe quelle fonction de la
forme Aptq “ Appptq,qptqq, alors on peut vérifier que

dA
dt

“
␣

HN, A
(

ptq,

où le symbole t¨, ¨u est appelé crochet de Poisson et est défini comme

␣

B, A
(

:“
N
ÿ

i“1

BB
Bpi

BA
Bqi

´
BB
Bqi

BA
Bpi

.

Supposons que l’état initial n’est pas connu, mais que l’on connait la densité
de probabilité ρ0pp,qq qui donne la probabilité de trouver initialement pp,qq

quelque part dans l’espace d’états. Si la condition initiale est donnée de cette
manière (en termes de densité de probabilité), dans ce cas l’évolution tem-
porelle doit aussi être décrite de manière probabiliste. Autrement dit, nous
devons travailler avec la loi ρpp,q; tq, qui satisfait au temps initial ρpp,q; 0q “

ρ0pp,qq.

Avec cette notation, la densité de points se trouvant à l’intérieur d’un volume
Ω0 Ă pRd ˆRdqN au temps t est donnée par l’intégrale

NΩ0
ptq “

ż

Ω0

ρpp,q; tqdpdq.

THÉORÈME 1.2.1 (Liouville). L’évolution temporelle de ρpp,q; tq est régie par
l’équation de continuité de Liouville

d
dt
ρpp,q; tq “

␣

HN,ρ
(

“ ´
␣

ρ, HN

(

.

EXEMPLE 1.2.1 (Lois de probabilité invariantes). Le théorème de Liouville im-
plique que si ρ constante sur l’espace des phases (i.e. la probabilité est uni-
forme), alors ρ est invariante, autrement dit dρ{dt “ 0.

Une autre loi de probabilité invariante est donnée par

ρpp,qq “
1
Z

e´HNpp,qq,

où Z est la constante de normalisation.

En général, les lois invariantes sont de bons candidats pour être ergodiques, et
on peut s’attendre à ce qu’elles vérifient : pour toute fonction bornée g définie
sur l’espace des phases,

lim
tÑ8

1
t

ż t

0
g
`

φspp,qq
˘

ds ÝÝÑ
tÑ8

ż

gpp,qqρpp,qqdpdq. (1.11)
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Plus précisément, les moyennes temporelles de la dynamique convergent en
temps long vers les moyennes spatiales prises par rapport aux lois uniformes.
Ce résultat est souvent lié au Théorème ergodique de Birkhoff. Il s’avère que
être invariant est une condition nécessaire pour être ergodique.

Lorsque ρ est la loi micro-canonique définie en Section 1.2, la moyenne tem-
porelle (1.11) est appelée moyenne micro-canonique.

1.2.3 Equipartition de l’énergie et thermalisation

La convergence donnée en (1.11) est intéressante en physique lorsque g corre-
spond à l’énergie potentielle ou l’énergie cinétique d’une particule. Une ques-
tion particulièrement difficile pour les mathématiciens est la suivante : que
peut-on dire des moyennes temporelles des fonctions individuelles d’énergie,
et comment sont-elles reliées entre elles ?

Tout d’abord, prouver que la limite (1.11) existe est déjà non trivial. Il n’est
pas difficile de voir que la moyenne micro-canonique de l’énergie cinétique de
chaque particule prise individuellement est la même pour toutes les particules.
Cette propriété est appelée équipartition de l’énergie. Elle est à la base de la
définition de la température T en mécanique statistique : l’énergie cinétique
moyenne de chaque particule doit être égale à kBT{2.

Néanmoins, ce sont les moyennes temporelles de l’énergie cinétique qui de-
vraient réellement donner une définition de la température. Supposons que le
système soit initialement dans un état où toute l’énergie se concentre sur une
seule particule. Si l’équipartition de l’énergie est vérifiée, on devrait voir un
phénomène d’équilibration se produire : l’énergie cinétique devrait s’équilibrer
équitablement, en moyenne, entre toutes les particules. Ce processus est ap-
pelé thermalisation.

1.2.4 Conclusion

On a vu que la loi micro-canonique, qui est uniforme sur ΩE,V,N est invariante
le long de l’évolution Hamiltonienne, qui correspond exactement à une dy-
namique des molécules consistente avec les lois de la physique classique. Pour
cette raison, cette loi de probabilité est vue comme un macro-état d’équilibre.

REMARQUE 1.2.6. Malheureusement, les compétences mathématiques actuelles
ne permettent pas de donner une preuve rigoureuse des théorèmes ergodiques
qui donnent un lien solide entre la mécanique classique et la thermodynamique.
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Il existe très peu d’exemples avec une démonstration complète : ceux-ci concer-
nent principalement le mouvement de sphères dures dans des boîtes fermées
(les billars de Sinai).

1.3 L’équivalence des ensembles

La difficulté principale qui apparait dans les calculs utilisant l’ensemble micro-
canonique provient de l’intégrale sur un espace contraint tHNpxq “ Eu en très
grande dimension. Cela s’avère un problème de géométrie particulièrement
ardu. C’est pour cette raison qu’il est plus judicieux de changer d’ensembles :
nous allons désormais considérer le système où l’énergie n’est plus fixée mais
peut varier, alors que la température sera fixée.

DÉFINITION 1.3.1. Soit β ą 0. La fonction de partition canonique associée à
pβ , V, Nq est donnée par

ζβ ,V,N “

ż

e´βE ZE,V,N dE “

ż

e´βE`SpE,V,Nq dE “
1
N!

ż

e´βHNpxq dx ,

et est liée à la densité de probabilité canonique (ou mesure de Gibbs)

Gβ ,V,Npxq “

ş

e´βE ZE,V,N fE,V,Npxq dE

ζβ ,V,N
“

e´βHNpxq

ş

e´βHNpxq dx
.

THÉORÈME 1.3.1 (Equivalence des ensembles). Supposons que l’entropie micro-
canonique vérifie

lim
NÑ8

SpE, V, Nq

N
“ spe, vq, (1.12)

lorsque
V
N

ÝÝÑ
NÑ8

v and
E
N

ÝÝÑ
NÑ8

e.

On fait l’hypothèse que s est strictement concave, continue, et vérifie, pour tout
β ě 0,

ż

te ; spe,vq´βeďau

exp
`

Nrspe, vq ´ βes
˘

de ď C exppNaq. (1.13)

On définit la fonction f pβ , vq de la manière suivante :

β f pβ , vq “ min
ePR

␣

eβ ´ spe, vq
(

. (1.14)
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Enfin, on suppose que la convergence dans (1.12) est telle que, uniformément en
e,

SpE, V, Nq ´ βE

Nrspe, vq ´ βes
ÝÝÑ
NÑ8

1. (1.15)

Alors, pour tout β ě 0,

lim
NÑ8

logζβ ,V,N

βN
“ ´ f pβ , vq. (1.16)

REMARQUE 1.3.1. La fonction pβ f q est appelée transformée de Legendre de s.
On peut facilement montrer que, si s est différentiable et strictement concave,
alors

f pβ , vq “ e‹pβ , vq ´ β´1 spe‹pβ , vq, vq (1.17)

où e‹ est l’unique solution de l’équation

β “
Bspe, vq

Be
.

Une fois de plus, on retrouve une relation fondamentale de la thermodynamique.

Preuve. On note

Dδ :“
␣

e P R ; spe, vq ´ βe ą spe‹, vq ´ βe‹ ´δ
(

,

et Dc
δ

le complément de Dδ. D’une part, l’hypothèse sur la convergence uni-
forme (1.15) implique que, pour tout N suffisamment grand, on peut remplacer
l’intégrande dans

ż

e´βE`SpE,V,Nq dE (1.18)

par sa limite : en effet, pour tout ϵ ą 0, il existe N0 P N tel que, pour tout
N ě N0, pour tout e P R,

ˇ

ˇ

ˇN´1
“

SpE, V, Nq ´ βE
‰

´
“

spe, vq ´ βe
‰

ˇ

ˇ

ˇ ď ϵ
ˇ

ˇ

ˇspe, vq ´ βe
ˇ

ˇ

ˇ.

Plus précisément, pour de tels N ě 0, on effectue le changement de variables
E “ eN dans (1.18) et on majore

ż

Dc
δ

e´βeN`SpeN,V,Nqde ď

ż

Dc
δ

eNrs´βes`rS´βE´Nps´βeqsde

ď

ż

Dc
δ

eNrps´βeq`ϵ|s´βe|sde

ď C exp
`

Nrspe‹, vq ´ βe‹ ` ϵ|spe‹, vq ´ βe‹| ´δs
˘

.
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D’autre part, pour N suffisamment grand, l’intégrale sur Dδ peut être majorée
d’après (1.13) comme suit :

ż

Dδ

e´βeN`SpeN,V,Nqde ď C exp
`

Nrspe‹, vq ´ βe‹sp1 ` ϵq
˘

.

De plus, puisque la fonction s a des dérivées bornées, sur un ensemble de taille
N´1 l’intégrande ne peut pas varier plus qu’une constante c ą 0, c’est-à-dire
que l’on peut écrire :

ż

Dδ

e´βeN`SpeN,V,Nqde ě cN´1 exp
`

Nrspe‹, vq ´ βe‹sp1 ` ϵq
˘

.

On prend le logarithme, on divise par N, et pour tout ϵ ą 0 on obtient

´β f pβ , vqp1 ´ ϵq ď lim inf
NÑ8

1
N

log

ˆ

N
ż

e´βeN`SpeN,V,Nqde
˙

et

limsup
NÑ8

1
N

log

ˆ

N
ż

e´βeN`SpeN,V,Nqde
˙

ď ´β f pβ , vqp1 ` ϵq.

Ceci implique (1.16).

˛ Conclusion : Le théorème d’équivalence des ensembles justifie l’utilisation
de l’ensemble canonique pour calculer des quantités thermodynamiques, et
donc l’utilisation de la fonction de partition canonique plutôt que micro canon-
ique. On peut en particulier tout calculer à l’aide de transformées de Legendre.

On souligne que cette équivalence n’est valide que lorsque le nombre de partic-
ules (et donc, le volume, l’énergie, etc...) devient infini. Ceci illustre le fait que
la mécanique statistique ne s’intéresse qu’à la description du système lorsque
sa taille devient très grande.
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RÉSUMÉ: La mécanique statistique ne cherche pas à donner une description
complète de tous les constituants d’un gaz (au nombre de l’ordre de 1023), mais
cherche une loi de probabilité sur tous les micro-états qui soit compatible
avec un macro-état donné.
La modélisation microscopique des gaz à l’équilibre peut être décrite ainsi :

1. Si N “ nombre de particules, E “ énergie totale du système,

et V “ volume dans lequel se situent les particules:

pHN,ΩE,V,Nq ÞÑ loi de probabilité micro-canonique fE,V,N à énergie fixée:

HNpxq “ E, x P ΩE,V,N.

Cette mesure est difficile à manipuler (mesure uniforme sur des niveaux
d’énergie a priori très compliqués), on préfère fixer la température, mais
on ne peut pas le faire comme précédemment car il n’existe pas de fonc-
tion similaire à l’Hamiltonien pour la température.

2. On préfère donc utiliser la mesure de Gibbs canonique

Gβ ,V,Npxq “
e´βHNpxq

ş

ΩV,N
e´βHNpzqdz

, avec x P ΩV,N :“ tx P XN ; x P Vu

et β ą 0 nommé inverse de la température est relié à l’énergie :

(i) Si |X| ă 8 (on exclut donc le cas X “ Rd ˆRd de la Section 1.2.2,
mais on se place dans le cadre de la Section 1.1.3, où le paramètre
V n’est plus une donnée du problème), alors, grâce aux multiplica-
teurs de Lagrange, on peut voir que la mesure de probabilité dis-
crète

µβpxq “
e´βHNpxq

ř

yPXN e´βHNpyq
, x P XN (1.19)

est celle qui maximise l’entropie

´
ÿ

xPXN

µpxq logpµpxqq,

sur l’ensemble de toutes les mesures de probabilitéµ à support dans
XN et vérifiant la condition

ÿ

xPXN

µpxqHNpxq “ E. (1.20)

Le paramètre β est uniquement déterminé par la relation (1.20)
une fois que l’on sait que le maximiseur de l’entropie s’écrit sous la
forme (1.19).

(ii) Si |X| “ 8, alors β et E ne sont reliés a priori que dans la lim-
ite thermodynamique N Ñ 8. C’est le résultat du théorème de
l’équivalence des ensembles.
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À partir de maintenant nous allons considérer le cas |X| ă 8.

1.4 Le modèle d’Ising

1.4.1 Une transition de phase pour les aimants

Le modèle d’Ising a été introduit par Wilhelm Lenz en 1920, dans le but de
comprendre les transitions de phase entre des comportements dits ferromag-
nétiques et paramagnétiques (Ising était étudiant en thèse sous la supervision
de Lenz). En effet, il avait été observé en 1895 par Pierre Curie qu’un même
matériau pouvait être ferromagnétique ou paramagnétique, en fonction de sa
température (d’où une transition de phase entre les deux comportements).
Plus précisément, ce phénomène peut être mesuré quantitavement grâce à la
magnétisation. Supposons que le matériau soit soumis à un champ magné-
tique extérieur hu⃗, d’intensité h P R orienté dans la direction u⃗. Le matériau est
lui composé d’atomes qui portent chacun un moment magnétique d’intensité
1, qui a tendance à s’aligner sur le champ extérieur. La magnétisation m cor-
respond à la moyenne de tous les spins, projetés sur u⃗. Si tous les spins sont
alignés sur le champ extérieur, alors la magnétisation m sera très proche de
sgnphq “ ˘1.

Imaginons maintenant que l’on fasse décroitre l’intensité h jusque 0. Deux
phénomènes peuvent se produire :

1. la paramagnétisation : la magnétisation tend elle aussi vers 0, c’est-à-
dire que les spins perdent complètement leur alignement

2. la ferromagnétisation : les interactions entre spins restent suffisam-
ment fortes pour conserver un certain alignement, même sans la présence
d’un champ extérieur. Dans ce cas, m tend vers une valeur appelée mag-
nétisation spontanée ˘m‹, dont le signe dépend si le champ extérieur
h tend vers 0 par valeurs positives ou négatives :
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1.4.2 Définition du modèle d’Ising

Le modèle d’Ising s’est avéré le premier système atomique avec interactions
pour lequel il a été possible de prouver rigoureusement la présence d’une telle
transition de phase.

Dans le modèle d’Ising, l’ensemble des micro-états (aussi appelés configura-
tions) est

ΩΛ :“ t´1, 1uΛ, où ΛĂ Zd .

La valeur ˘1 au site x P Λ est appelé spin. L’ensemble Λ est un réseau pour
lequel x et y sont voisins, notés x „ y , si et seulement si }x ´ y}1 “ 1.

Les interactions, encodées dans l’Hamiltonien, sont définies de telle sorte que

• les seules interactions possibles sont entre deux voisins x „ y de Λ ;

• l’interaction doit favoriser les configurations pour lesquelles les spins de
deux sites voisins sont identiques. Autrement dit, si ωx “ ωy , alors
l’énergie totale (ou l’Hamiltonien) décroît (ce qui augmente la valeur de
la probabilité), et si ωx ‰ωy alors l’énergie totale croît ;

• les spins cherchent à s’aligner avec un champ magnétique extérieur h P

R.

Ceci conduit à la définition de l’Hamiltonien pour le modèle d’Ising :

HΛ,β ,hpωq :“ ´β
ÿ

x„y

ωxωy ´ h
ÿ

xPΛ

ωx .

La mesure de Gibbs est notée

GΛ,β ,hpωq “
e´HΛ,β ,hpωq

ZΛ,β ,h
.
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La limite thermodynamique est lorsque Λ devient très grand, par exemple
lorsque Λ “ t´n, . . . , nud avec n Ñ 8. Dans ce cas le nombre de spins est
N “ nd “ |Λ|.

DÉFINITION 1.4.1 (Magnétisation). La magnétisation totale est l’observable don-
née par

MΛpωq “
ÿ

xPΛ

ωx .

La densité de magnétisation est

mΛpωq “
MΛpωq

|Λ|
P r´1, 1s.

Si mΛ est proche de 0, alors la quantité de ´1 et `1 est pratiquement égale. Si
mΛ est proche de l’une de ces deux valeurs, alors les spins sont presque tous alignés
dans le même sens.

Enfin, on définit la magnétisation moyenne

mΛpβ , hq “
ÿ

ωPΩΛ

mΛpωqGΛ,β ,hpωq.

QUESTIONS QUE L’ON VA SE POSER :

1. Si h ‰ 0, les spins ont-ils tendance à s’aligner sur sgnphq ? Autrement
dit, est-ce que la magnétisation moyenne mΛpβ , hq est proche de sgnphq,
quelque soit β , lorsque Λ devient infiniment grand ?

2. Si h “ 0, peut-on observer les comportements distincts :

(i) ou bien, la magnétisation moyenne est proche de 0 (la proportion
de ˘1 est presque identique)
ÝÑ oui à haute température (β petit)

(ii) ou bien, la mesure de Gibbs GΛ,β ,0 se concentre essentiellement sur
deux configurations : la configuration ω` où tous les spins sont
égaux à `1, et la configuration ω´ où tous les spins sont ´1
ÝÑ oui à faible température (β grand)
ÝÑ dans ce cas, il est judicieux de regarder le comportement de
mΛpβ , hq lorsque h Ñ 0` et h Ñ 0´. On s’attend en effet à ce que
les deux limites ne coïncident pas.

3. Dans le cas h “ 0, y a-t-il une valeur de β critique où l’on passe d’un
comportement à un autre ? Comme peut-on décrire cette transition de
phase ?
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LES DIFFICULTÉS :
Ces comportements seront observés dans la limite thermodynamique (Λ infini-
ment grand), et pour commencer, dans les limites à faible et haute température
(β Ñ 0 et β Ñ 8). On sera aussi intéressé à la limite h Ñ 0 (pour connaître la
magnétisation spontanée). Donc, au total, trois limites, à prendre dans le bon
ordre !



26 CHAPTER 1. FONDEMENTS



Chapter 2

Transition de phase dans le
modèle d’Ising

2.1 Limite thermodynamique : pression et mag-
nétisation

DÉFINITION 2.1.1 (Pression). La pression micro-canonique du modèle d’Ising
est définie comme

ψΛpβ , hq “
1

|Λ|
logpZΛ,β ,hq.

LEMME 2.1.1. La pression et la magnétisation moyenne sont reliés par

mΛpβ , hq “
BψΛpβ , hq

Bh
.

La fonction pβ , hq ÞÑψΛpβ , hq est convexe.

Proof. La première égalité est un simple calcul. Soit α P r0, 1s. On remarque
tout d’abord que HΛ,β ,h est une fonction affine du couple pβ , hq. On peut donc
écrire l’égalité suivante, puis appliquer l’inégalité d’Hölder:

ZΛ,αβ1`p1´αqβ2,αh1`p1´αqh2
“

ÿ

ωPΩΛ

exp
`

´αHΛ,β1,h1
pωq ´ p1 ´αqHΛ,β2,h2

pωq
˘

ď

ˆ

ÿ

ωPΩΛ

e´HΛ,β1,h1
pωq

˙αˆ
ÿ

ωPΩΛ

e´HΛ,β2,h2
pωq

˙1´α

,

ce qui prouve que ψΛ est convexe.

27
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On considérera principalement deux cas :

1. le modèle symétrique centré en 0, i.e. Λ“ t´n, . . . , nud “: Bpnq

2. le modèle sur le tore, i.e. défini de la manière suivante : l’ensemble des
sites sur lesquels sont disposés les spins est

Λ“ t0, . . . , n ´ 1ud “: Vpnq

et deux sites x , y sont voisins si et seulement si

d
ÿ

i“1

|px i ´ yiq mod n| “ 1.

Dans ce cas, pour se rappeler que les conditions au bord sont périodiques,
on notera l’Hamiltonien

Hper
Vpnq,β ,hpωq “ ´β

ÿ

x„y

ωxωy ´ h
ÿ

xPVpnq

ωx

et de même pour Gper
Vpnq,β ,h Zper

Vpnq,β ,h Mper
Vpnq

etc.

THÉORÈME 2.1.2. Dans la limite thermodynamique n Ñ 8, la pression

ψpβ , hq “ lim
nÑ8

ψΛn
pβ , hq

est bien définie et ne dépend pas du réseau Λn “ Bpnq ou Λn “ Vpnq choisi, ni des
conditions de bord (périodiques ou non). De plus, elle est convexe sur R` ˆR et
vérifie ψpβ , hq “ψpβ , ´hq.

Proof. Step 1: existence de la limite. On commence par montrer que la limite
existe dans le cas Λ“ Bpnq.

Pour cela, on considère d’abord Λ “ Dpnq “ t1, 2, . . . , 2nud et ceci impliquera
que la limite existe pour Λ “ Bpnq et Λ “ Vpnq (sans conditions de bord péri-
odiques).

On va montrer que la pression dans la boîte Dpn ` 1q est très proche de la
pression dans la boîte Dpnq. Il est possible de décomposer Dpn ` 1q en 2d

translatés disjoints de Dpnq, notés D1pnq, . . . , D2d
pnq.
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L’Hamiltonien sur Dpn ` 1q se décompose alors :

HDpn`1qpωq “

2d
ÿ

i“1

HDipnqpωq ` Rn,

où Rn contient toutes les interactions entre des spins qui appartiennent à des
sous-boîtes différentes, c’est-à-dire ceux qui sont situés sur les faces de contact.
Il y a exactement d faces, et chacune de ces faces contient p2n`1qd´1 points. On
peut donc borner :

|Rn| ď βdp2n`1qd´1.

On écrit donc

HDpn`1qpωq ě

2d
ÿ

i“1

HDipnqpωq ´ βdp2n`1qd´1,

ce qui implique

ZDpn`1q ď eβd2pn`1qpd´1q
ÿ

ωPΩDpn`1q

2d
ź

i“1

exp
`

´ HDipnqpωq
˘

.

Dans la somme, on peut de nouveau décomposer Dpn ` 1q et on écrit alors 2d

sommes sur ωi P Dipnq :

ÿ

ωPΩDpn`1q

2d
ź

i“1

exp
`

´ HDipnqpωq
˘

“

2d
ź

i“1

ÿ

ωiPΩDi pnq

exp
`

´ HDipnqpω
iq
˘

“ pZDpnqq
2d

.

On obtient de la même façon une borne inférieure, et en résumé :

e´βd2pn`1qpd´1q

pZDpnqq
2d

ď ZDpn`1q ď eβd2pn`1qpd´1q

pZDpnqq
2d

.
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On prend alors le logarithme, on divise par |Dpn ` 1q| “ 2dpn`1q, et on obtient

|ψDpn`1q ´ψDpnq| ď
βd2pn`1qpd´1q

2dpn`1q
“ βd2´pn`1q.

Ceci implique que pψDpnqq est une suite de Cauchy : pour tout n ď m,

|ψDpmq ´ψDpnq| ď βdp2´n ´ 2´mq.

Donc la limite limnÑ8ψDpnq existe et on la note ψ.

Step 2: limite dans le cas général Λn “ Bpnq ou Λn “ Vpnq. Commençons
par quelques remarques utiles. Le bord de Λn noté BΛn est composé de 2d faces
de dimension d ´ 1, c’est-à-dire :

• |BΛn| “ 2dp2n ` 1qd´1 points, dans le cas Λn “ Bpnq,

• |BΛn| “ 2dnd´1 points dans le cas Λn “ Vpnq.

Enfin, rΛnszΛn contient au plus |BΛn||Dk| points.

On fixe un entier k P N et on partitionne Zd en partant de Dk et en pavant tout
le domaine par des translatés de Dk, tous adjacents. Pour chaque n P N on
note rΛns un recouvrement minimal de Λn par des éléments de cette partition,
c’est-à-dire : il existe J Ă N tel que

Λn Ă rΛns :“
ď

jPJ

Dp jq
k

et de plus, si pour un certain J1 Ă N on a

Λn Ă
ď

jPJ1

Dp jq
k , alors J Ă J1.

On compare alors ψΛn
avec la limite précédente ψ, en utilisant l’inégalité tri-

angulaire de la manière suivante :

|ψΛn
´ψ| ď |ψΛn

´ψrΛns| ` |ψrΛns ´ψDk
| ` |ψDk

´ψ|.

Soit ϵ ą 0. Puisque, d’après l’étape précédente, ψDk
Ñ ψ lorsque k Ñ 8, il

existe k0 (qui dépend des paramètres β , h et de ϵ) tel que

|ψDk
´ψ| ď ϵ{3, pour tout k ě k0.

On calcule ensuite ψrΛns : de manière similaire à ce qui précède, on montre
facilement que

HrΛnspωq “
ÿ

jPJ

HDp jq
k

pωq ` Wn,
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où Wn contient toutes les interactions entre les sites qui sont situées sur les
faces de dimension d ´1 des boîtes Dk (qui sont adjacentes). Il y a exactement
|J| “ |rΛns| { |Dk| telles boîtes. On en déduit

|Wn| ď β
|rΛns|

|Dk|

2dp2kqd´1

2
“ βd2´k|rΛns|.

Par conséquent, un calcul très identique à celui effectué dans l’étape 1 montre
qu’il existe k1 (qui dépend de β et ϵ) tel que

|ψrΛns ´ψDk
| ď

|Wn|

|rΛns|
“ βd2´k ď ϵ{3.

On fixe alors k ě maxtk0, k1u. Et on définit ∆n :“ rΛnszΛn. On voit facilement
que

|HΛn
pωq ´ HrΛnspωq| ď p2dβ ` |h|q|∆n| ď p2dβ ` |h|q|BΛn||Dk|, ω P ΩrΛns.

On en déduit :

ZrΛns “
ÿ

ωPΩrΛns

e´HrΛnspωq ď
ÿ

ω1PΩΛn

e´HΛn pω1q
ÿ

ω2PΩ∆n

ep2dβ`|h|q|∆n|

“ ep2dβ`|h|`log2q|∆n| ZΛn
.

On en déduit,

| log ZrΛns ´ log ZΛn
| ď |BΛn||Dk| p2dβ ` |h| ` log2q.

Enfin, puisque

1 ď
|rΛns|

|Λn|
ď 1 `

|BΛn||Dk|

|Λn|

et en utilisant le fait que |BΛn|{|Λn| Ñ 0, on a pour n assez grand

|ψΛn
´ψrΛns| ď ϵ{3.

On en déduit que, pour n assez grand

|ψΛn
´ψ| ď ϵ.

Step 3: indépendance des conditions de bord (périodiques ou non). On
doit maintenant comparer ψper

Vpnq
avec ψVpnq (pour lequel on sait que la limite

existe).
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On le fait de la même façon que précédemment : dans Hper
Vpnq

il y a dnd´1 inter-
actions supplémentaires (celles entre les faces de dimension d ´ 1), et on peut
montrer de manière similaire que

e´βdnd´1
ZVpnq ď Zper

Vpnq
ď eβdnd´1

ZVpnq,

and therefore

|ψ
per
Vpnq

´ψVpnq| ď
βdnd´1

nd
“ βdn´1 ÝÝÑ

nÑ8
0.

Step 4: convexité et symétrie. Puisque pβ , hq ÞÑ ψΛpβ , hq est convexe
(Lemme 2.1.1), sa limite est également convexe. De même, il est facile de
voir que h ÞÑ ψΛpβ , hq et h ÞÑ ψ

per
Λ pβ , hq sont paires, quelque soit β . Il en est

donc de même pour la limite.

2.2 Calculs explicites en dimension 1

Dans toute cette section on supposera d “ 1. Nos deux espaces deviennent
Bpnq “ t´n, . . . , nu et Vpnq “ Z{nZ.

THÉORÈME 2.2.1. Pour tout β ě 0 et tout h P R, la pression ψpβ , hq est égale à

ψpβ , hq “ log
!

eβ coshphq `

b

e2β cosh2
phq ´ 2sinhp2βq

)

Proof. Puisque la limite ψpβ , hq “ limnÑ8ψΛn
pβ , hq ne dépend pas de Λn, on

va choisir Λn “ Vpnq avec conditions au bord périodiques. Grâce à ce choix,
on va écrire Zper

Vpnq,β ,h comme la trace d’une matrice 2ˆ2. En effet, pour chaque
ω P ΩVpnq, on a ω “ pω0, . . . ,ωn´1q, et on définit par convention ωn “ ω0.
Alors, la fonction de partition s’écrit

Zper
Vpnq,β ,h “

ÿ

ωPΩVpnq

e´Hper
Vpnq,β ,hpωq

“
ÿ

ω0“˘1

ÿ

ω1“˘1

¨ ¨ ¨
ÿ

ωn´1“˘1

n´1
ź

i“0

eβωiωi`1`hωi .

On note A la matrice:

A :“

ˆ

A`` A`´

A´` A´´

˙

:“

ˆ

eβ`h e´β´h

e´β`h eβ´h

˙

.
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Cette définition nous permet d’écrire Zper
Vpnq,β ,h comme

Zper
Vpnq,β ,h “

ÿ

ω0“˘1

ÿ

ω1“˘1

¨ ¨ ¨
ÿ

ωn´1“˘1

n´1
ź

i“1

Aωi`1,ωi
.

On remarque alors que, pour tout n, le coefficient de la n-ème puissance de A
se calcule :

pAnqω0ω0
“

ÿ

ω1“˘1

Aω1ω0
pAn´1qω0ω1

“
ÿ

ω1“˘1

Aω1ω0

ÿ

ω2“˘1

Aω2ω1
pAn´2qω0ω2

“ ¨ ¨ ¨

“
ÿ

ω1“˘1

¨ ¨ ¨
ÿ

ωn´1“˘1

Aω1ω0
¨ ¨ ¨ Aω0ωn´1

.

Et ainsi
Zper

Vpnq,β ,h “ TrpAnq.

Il suffit donc de calculer les valeurs propres de la matrice A. Elles sont données
par

λ˘ “ eβ coshphq ˘

b

e2β cosh2
phq ´ 2sinhp2βq,

avec λ` ą λ´. On en déduit

log Zper
Vpnq,β ,h

n
“ logλ` `

1
n

log
´

1 `

´λ´

λ`

¯n¯

ÝÝÑ
nÑ8

logλ`.

COROLLAIRE 2.2.2. La densité de magnétisation moyenne

mpβ , hq :“ lim
nÑ8

mΛn
pβ , hq

est bien définie, ne dépend pas du choix Λn “ Bpnq ou Λ“ Vpnq, et elle vérifie

mpβ , hq “
Bψ

Bh
pβ , hq.

De plus, h ÞÑ mpβ , hq est continue sur R (quelque soit β) et

lim
hÑ0

mpβ , hq “ mpβ , 0q “ 0.

C’est ce qu’on appelle un comportement paramagnétique : lorsque l’intensité du
champ extérieur tend vers 0, les spins perdent complètement leur alignement, et
la proportion de ˘1 devient comparable.
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Proof. Pour prouver que la limite existe, il suffit d’inverser deux limites :

lim
nÑ8

mΛn
pβ , hq “ lim

nÑ8

BψΛn
pβ , hq

Bh
“

B

Bh
lim
nÑ8

ψΛn
pβ , hq “

Bψ

Bh
pβ , hq.

Pour montrer la deuxième égalité, on utilise la propriété suivante : Soit tgnu

une suite de fonctions convexes qui convergent ponctuellement vers une fonction
g. Si g est différentiable en x, alors limnÑ8 B` gnpxq “ limnÑ8 B´ gnpxq “ g 1pxq.

Pour montrer le dernier point, on peut facilement vérifier que

Bψpβ , 0q

Bh
“ 0

en utilisant la parité de h ÞÑψpβ , hq donnée par le Théorème 2.1.2.

REMARQUE 2.2.1. On remarque que ce résultat ne dépend pas de l’aspect uni-
dimensionnel, mais seulement du fait que ψpβ , ¨q est suffisamment régulière.
En fait, ce résultat peut se généraliser, c’est l’objet du paragraphe suivant.

2.3 Première définition de la transition de phase

On note

Dβ : “
␣

h P R ; ψpβ , ¨q n’est pas différentiable en h
(

“

!

h P R ;
Bψ

Bh´
pβ , hq ‰

Bψ

Bh`
pβ , hq

)

LEMME 2.3.1 (Rappels sur les fonctions convexes). L’ensemble Dβ est au plus
dénombrable.

Proof. On va le montrer pour n’importe quelle fonction f : R Ñ R convexe.
Puisque R est une union dénombrable d’intervalles fermés ra, bs, il suffit de se
restreindre à un tel intervalle. La définition d’une fonction convexe nous dit
que, pour tout x ă y ă z,

f pyq ´ f pxq

y ´ x
ď

f pzq ´ f pxq

z ´ x
ď

f pzq ´ f pyq

z ´ y
.

Par conséquent, les fonctions

x ÞÑ
f pyq ´ f pxq

y ´ x
, y ÞÑ

f pyq ´ f pxq

y ´ x
.
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sont croissantes, et les dérivées à droite et à gauche B` f et B´ f sont bien
définies. De plus, pour tout x ă y , elles vérifient

B´ f pxq ď B` f pxq, B` f pxq ď
f pyq ´ f pxq

y ´ x
ď B´ f pyq. (2.1)

En particulier, B` f et B´ f sont croissantes. Soit ϵ ą 0. On va d’abord borner
les dérivées à droite et à gauche. Pour cela, soit ϵ ą 0. Puisque f est continue,
on peut définir

M :“ Ma,b,ϵ “ sup
xPra´ϵ,b`ϵs

| f pxq| ă 8.

D’après (2.1),

B` f pbq ď
f pb ` ϵq ´ f pbq

ϵ
ď

2M
ϵ

B´ f paq ě
f paq ´ f pa ´ ϵq

ϵ
ě ´

2M
ϵ

.

Comme, par ailleurs,

B´ f paq ď B´ f pxq ď B` f pxq ď B` f pbq, pour tout x P ra, bs,

on en déduit
sup

xPra,bs

|B˘ f pxq| ď
2M
ϵ

.

Soit r P N. On remarque que
␣

x P ra, bs ; B` f pxq ą B´ f pxq
(

“
ď

rě1

␣

x P ra, bs ; B` f pxq ´ B´ f pxq ě
1
r

(

.

Il suffit donc de montrer que pour tout r P N, r ě 1, l’ensemble

Ar :“
␣

x P ra, bs ; B` f pxq ´ B´ f pxq ě
1
r

(

ne contient qu’un nombre fini de points. Soit x1, . . . , xN des points distincts de
Ar , ordonnés de la manière suivante

x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ xN.

D’après (2.1), B` f pxkq ď B´ f pxk`1q et donc

N
ÿ

k“1

`

B` f pxkq ´ B´ f pxkq
˘

ď B` f pxNq ´ B´ f pxNq `

N´1
ÿ

k“1

`

B´ f pxk`1q ´ B´ f pxkq
˘

“ B` f pxNq ´ B´ f px1q

ď
4M
ϵ

.
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Par ailleurs, par définition de Ar , on a également

N
ÿ

k“1

`

B` f pxkq ´ B´ f pxkq
˘

ě
N
r

,

on en déduit donc
N ď

4Mr
ϵ

,

et Ar est fini.

PROPOSITION 2.3.2 (Régularité de la pression et magnétisation).

1. Comportement en dehors de Dβ : Pour tout point pβ , hq tel que h R Dβ ,
la densité de magnétisation moyenne

mpβ , hq :“ lim
nÑ8

mΛn
pβ , hq

est bien définie, ne dépend pas du choix Λn “ Bpnq ou Λn “ Vpnq, ni des
conditions de bord. Elle est donc bien définie presque partout.

De plus, elle est continue en h et satisfait

mpβ , hq “
Bψ

Bh
pβ , hq.

2. Comportement sur Dβ : Pour tout pβ , hq tel que h P Dβ , soit

• th`

k u une suite à valeurs dans RzDβ qui tend vers h par valeurs ą h,

• th´

k u une suite à valeurs dans RzDβ qui tend vers h par valeurs ă h.

Alors :

lim
h`

k Ñh

h`
k ąh

mpβ , h`

k q “
Bψ

Bh`
pβ , hq, lim

h´
k Ñh

h´
k ăh

mpβ , h´

k q “
Bψ

Bh´
pβ , hq.

En particulier, h ÞÑ mpβ , hq est discontinue en tout point h P Dβ .

Proof. Comme nous l’avons rappelé précédemment, les dérivées à droite et à
gauche d’une fonction convexe f vérifient plusieurs propriétés :

1. les fonctions x ÞÑ B` f pxq et x ÞÑ B´ f pxq sont croissantes;,

2. x ÞÑ B` f pxq est continue à droite, et x ÞÑ B´ f pxq est continue à gauche,
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3. si t fnu est une suite de fonctions convexes qui converge ponctuellement
vers une fonction f , et si f est différentiable en x , alors limnÑ8 B` fnpxq “

limnÑ8 B´ fnpxq “ f 1pxq.

Les deux premiers points se déduisent directement de (2.1). On montre rapi-
dement le troisième point : de nouveau en utilisant (2.1), on a quelque soit
h ą 0,

limsup
nÑ8

B` fnpxq ď limsup
nÑ8

fnpx ` hq ´ fnpxq

h
“

f px ` hq ´ f pxq

h
,

et en faisant h Ñ 0, h ą 0, on obtient

B` f pxq ě limsup
nÑ8

B` fnpxq.

On montre de la même manière

B´ f pxq ď lim inf
nÑ8

B´ fnpxq.

Enfin, comme fn est convexe, les deux inégalités donnent

B´ f pxq ď lim inf
nÑ8

B´ fnpxq ď limsup
nÑ8

B` fnpxq ď B` f pxq

et comme f est différentiable en x , les deux extrémités sont égales : B` f pxq “

B´ f pxq et toutes les inégalités sont des égalités. Revenons au théorème :

1. Comportement en dehors de Dβ : puisque ψpβ , ¨q est différentiable en
h R Dβ , on peut intervertir les limites d’après le point 3 ci-dessus :

Bψ

Bh
pβ , hq “

B

Bh
lim
nÑ8

ψΛn
pβ , hq “ lim

nÑ8

BψΛn
pβ , hq

Bh
“ lim

nÑ8
mΛn

pβ , hq.

La continuité de m est une conséquence du point 2 ci-dessus.

2. Comportement sur Dβ : On applique directement ce qui précède à h`

k et
h´

k , qui n’appartiennent pas à Dβ .

DÉFINITION 2.3.1 (Transition de phase). On définit la densité de magnétisation
spontanée

m‹pβq :“ lim
hÑ0
hą0

mpβ , hq,

qui est toujours bien définie, quitte à prendre une suite thku à valeurs dans RzDβ .

On dit qu’il y a transition de phase en pβ0, h0q si h ÞÑψpβ0, hq n’est pas différen-
tiable en h0 (i.e. h0 P Dβ0

).
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La pression nous apporte donc des informations sur le comportement ferro-
magnétique ou paramagnétique du modèle d’Ising. Malheureusement, elle est
souvent très difficile (voire impossible) à calculer. La dimension 1 est un cas
très particulier.

Dans le chapitre suivant, nous allons voir que la régularité de la pression est
également liée à l’unicité des mesures de Gibbs en volume infini.



Chapter 3

Mesures de Gibbs en volume infini
et inégalités de corrélations

La compréhension des mesures de Gibbs GΛ,β ,h va nous permettre :

1. de détecter la présence ou non d’une transition de phase, lorsque Λ“ Zd

(on va donc commencer par construire les mesures de Gibbs en volume
infini),

2. d’obtenir des propriétés statistiques du modèle, par exemple les fluctua-
tions de la densité de magnétisation, ou bien les corrélations entre des
spins éloignés.

3.1 Modèle d’Ising avec conditions au bord fixes

DÉFINITION 3.1.1. SoitΛĂ Zd un réseau fini, etη P t´1, 1uZ
d

une configuration
donnée. On définit le modèle d’Ising sur Λ avec condition au bord η de la
manière suivante :

• son espace d’états est ΩηΛ :“ tω P t´1, 1uZ
d

; ωx “ ηx @ x R Λu ;

• l’ensemble des arêtes comportant des interactions est

E b
Λ

:“
␣

px , yq P Zd ˆZd ; }x ´ y}1 “ 1 et tx , yu XΛ‰ H
(

;

• l’énergie d’une configuration ω P Ω
η
Λ est

Hb
Λ,β ,hpωq :“ ´β

ÿ

tx ,yuPE b
Λ

ωxωy ´ h
ÿ

xPΛ

ωx ;

39
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• sa mesure de Gibbs est la mesure de probabilité sur ΩηΛ donnée par

Gη
Λ,β ,h :“

1
Zη
Λ,β ,h

exp
`

´ Hb
Λ,β ,h

˘

,

où Zη
Λ,β ,h est la fonction de partition

Zη
Λ,β ,h :“

ÿ

ωPΩ
η
Λ

exp
`

´ Hb
Λ,β ,hpωq

˘

.

Deux conditions au bord joueront un rôle important par la suite :

1. la condition au bord η`, qui vérifie η`
x “ 1 pour tout x ,

2. la condition au bord η´, qui vérifie η´
x “ ´1 pour tout x .

Dans ce cas, on notera les mesures de Gibbs respectivement G`

Λ,β ,h et G´

Λ,β ,h (et
de la même façon, Ω`

Λ , Ω´
Λ , etc.). Afin d’unifier les notations, les mesures de

Gibbs vues précédemment seront notées : GH

Λ,β ,h si les conditions au bord sont
libres, et GPer

Λ,β ,h si les conditions au bord sont périodiques.

Notation: Plus généralement, G#
Λ,β ,h désigne la mesure de Gibbs du modèle

d’Ising sur le réseau Λ avec conditions au bord #. Les autres caractéristiques
du modèle sont notées de la même manière : Z#

Λ,β ,h, etc.

Enfin, à partir de maintenant on notera l’espérance d’une fonction f par rap-
port à une mesure de probabilitéµ entre crochets : plus précisément, l’espérance
de f par rapport à G#

Λ,β ,h est notée

x f y#
Λ,β ,h :“

ÿ

ωPΩ#
Λ

f pωqG#
Λ,β ,hpωq.

Dans les sections suivantes, on va construire des mesures de Gibbs en volume
infini en considérant les limites de suites de type

G#n
Λn,β ,h,

où Λn Ñ Zd et #n est une suite de conditions au bord bien choisies.
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3.2 Notions de convergence et théorème

On va d’abord donner un sens plus précis à la convergence de réseauxΛn Ñ Zd .

DÉFINITION 3.2.1. On dit que la suite de réseaux finis tΛnu converge vers Zd si

1. la suite est croissante : Λn Ă Λn`1

2. la réunion recouvre Zd :
Ť

ně1Λn “ Zd .

DÉFINITION 3.2.2 (Fonctions locales). Une fonction f : t´1, 1uZ
d

Ñ R est dite
locale s’il existe ∆ Ă Zd de cardinal fini tel que f pωq “ f pω1q dès que ω et ω1

coïncident sur ∆ (c’est-à-dire ωx “ ω1
x pour tout x P ∆). Le plus petit ensemble

∆ vérifiant cette propriété est appelé le support de f et est noté Suppp f q.

DÉFINITION 3.2.3. Soit Λn Ñ Zd et t#nu une suite de conditions de bord.

On dit que la suite de mesures de Gibbs tG#n
Λn,β ,hu converge vers l’état x¨y si et

seulement si,
lim
nÑ8

x f y
#n
Λn,β ,h “ x f y

pour toute fonction locale f : t´1, 1uZ
d

Ñ R.

Cet état x¨y est appelé état de Gibbs en volume infini à température β´1 et
champ extérieur h.

REMARQUE 3.2.1. En particulier, les propriétés suivantes sont automatique-
ment vérifiées par la limite x¨y :

1. Normalisation : x1y “ 1

2. Positivité : si f ě 0, alors x f y ě 0

3. Linéarité : pour tout λ P R, x f `λgy “ x f y `λxgy.

DÉFINITION 3.2.4. On dit qu’un état x¨y est invariant par translation si, pour
tout fonction locale f et tout x P Zd ,

x f o θxy “ x f y,

où θx est la fonction de translation définie par

pθxωqy :“ωy´x .
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L’un des premiers théorèmes que l’on va montrer est le suivant :

THÉORÈME 3.2.1. Soit β ě 0 et h P R, et soit tΛnu une suite de réseaux qui
converge vers Zd . Les mesures de Gibbs suivantes convergent lorsque n Ñ 8 :

x¨y`

Λn,β ,h ÝÝÑ
nÑ8

x¨y`

β ,h, x¨y´

Λn,β ,h ÝÝÑ
nÑ8

x¨y´

β ,h

et les deux état de Gibbs obtenus, x¨y`

β ,h et x¨y´

β ,h ne dépendent pas de la suite tΛnu

choisie. De plus, ils sont invariants par translation.

Nous allons introduire maintenant les outils nécessaires à la démonstration de
ce résultat.

3.3 Inégalités de corrélation

3.3.1 Fonctions locales et fonctions cylindriques

Puisque l’on doit calculer la limite de

x f y˘

Λn,β ,h

pour toute fonction locale f , commençons d’abord par étudier la structure de
ces fonctions locales. Pour cela, quelque soit ω P t´1, 1uZ

d
, et quelque soit

A Ă Zd sous-réseau fini, on note

ωA :“
ź

xPA

ωx P t´1, 1u,

nApωq :“
ź

xPA

nxpωq, avec nxpωq :“
1
2

p1 `ωxq P t0, 1u.

LEMME 3.3.1. Soit f : t´1, 1uZ
d

Ñ R une fonction locale.

Il existe deux suites de coefficients tpfAuAĂSuppp f q et trfAuAĂSuppp f q telles que

f “
ÿ

AĂSuppp f q

pfAωA, f “
ÿ

AĂSuppp f q

rfA nApωq.

Proof. La preuve est donnée en exercice (Feuille 3).

Grâce à ce lemme, pour montrer la convergence de x f y˘

Λn,β ,h, il suffit d’étudier
la convergence de

xωAy˘

Λn,β ,h pour tout A Ă Suppp f q,

ou
xnApωqy˘

Λn,β ,h pour tout A Ă Suppp f q.
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3.3.2 Les inégalités GKS et FKG

L’inégalité GKS (Griffiths–Kelly–Sherman) montrent que ωx et ωy sont posi-
tivement corrélés lorsque les conditions au bord sont libres, ou périodiques ou
η`. Elle est en fait vérifiée dans un contexte plus général : soit B “ tβx yu une
suite de réels ě 0 indexés par les arêtes tx , yu P E b

Λ
, et soit h “ thxu une suite

de réels indexés par les sites x P Λ. On définit alors l’Hamiltonien généralisé,
pour tout ω P Ω

η
Λ, par

Hb
Λ,B,hpωq :“ ´

ÿ

tx ,yuPE b
Λ

βx yωxωy ´
ÿ

xPΛ

hxωx .

THÉORÈME 3.3.2 (Inégalité GKS). Soit ΛĂ Zd un réseau fini, soit B et h comme
ci-dessus, et supposons hx ě 0 pour tout x P Λ.

Alors, quelque soit A, A1 Ă Λ, on a

xωAy`

Λ,B,h ě 0

xωAωA1y
`

Λ,B,h ě xωAy`

Λ,B,hxωA1y
`

Λ,B,h.

Ces inégalités sont vraies également pour les mesures x¨y
H

Λ,B,h et x¨yPer
Λ,B,h.

Proof. La preuve sera donnée en exercice (Feuille 3).

L’inégalité FKG (Fortuin–Kasteleyn–Ginibre) s’intéresse aux événements crois-
sants. Pour cela, nous devons d’abord définir un ordre partiel sur les configu-
rations ω : on dit que ωďω1 si et seulement si ωx ďω1

x pour tout x P Λ.

DÉFINITION 3.3.1. On dit qu’un événement E Ă t´1, 1uΛ est croissant si
`

ω P E et ωďω1
˘

ñ ω1 P E.

On dit qu’une fonction f : t´1, 1uZ
d

Ñ R est croissante si et seulement si

f pωq ď f pω1q pour tout ωďω1.

En particulier, si E est croissant, alors la fonction indicatrice 1E est croissante.

Par exemple, les fonctions suivantes sont des fonctions croissantes : pour tout
x P Λ et A Ă Λ,

ω ÞÑωx , ω ÞÑ nxpωq

ainsi que
ω ÞÑ nApωq, ω ÞÑ

ÿ

xPA

nxpωq ´ nApωq.

Cette fois, l’inégalité FKG est valide quelque soit les valeurs prises par les
champs hx :
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THÉORÈME 3.3.3 (Inégalité FKG). Soit ΛĂ Zd un réseau fini, soit B et h comme
ci-dessus, et soit # n’importe quelle condition de bord.

Alors, pour toutes fonctions croissantes f et g,

x f gy#
Λ,B,h ě x f y#

Λ,B,hxgy#
Λ,B,h.

Proof. La preuve sera faite au chapitre suivant.

3.3.3 Conséquences des inégalités GKS et FKG

L’une des conséquences les plus importantes pour construire les états de Gibbs
en volume infini est la suivante :

LEMME 3.3.4. Soit f une fonction croissante, et Λ1 Ă Λ2 Ă Zd deux réseaux finis.
Alors, pour tout β ě 0 et h P R;

x f y`

Λ1,β ,h ě x f y`

Λ2,β ,h.

La même inégalité est vérifiée pour la condition au bord négative ´ si f est une
fonction décroissante.

Proof. La propriété suivante se montre facilement : soit ΛĂ Zd fini. Pour tout
∆ Ă Λ, pour toute configuration η P t´1, 1uZ

d
, et tout ω1 P Ω

η
Λ, on a l’égalité

des mesures suivantes :

Gη
Λ,β ,h

´

¨
ˇ

ˇωx “ω1
x pour tout x P Λz∆

¯

“ Gω
1

∆,β ,hp¨q. (3.1)

Pour montrer cette égalité (on donne seulement quelques éléments), on com-
mence par le cas h “ 0, et on remarque que

E b
Λ

“ E b
∆

Y
␣

tx , yu P E b
Λ

; tx , yu X∆“ H
(

.

Puis on utilise la formule des probabilités conditionnelles. Si ω P Ωω
1

Λ
, on peut

facilement décomposer le terme exponentiel :

exp
´

β
ÿ

tx ,yuPE b
Λ

ωxωy

¯

“ exp
´

β
ÿ

tx ,yuPE b
∆

ωxωy

¯

exp
´

β
ÿ

tx ,yuPE b
Λ

tx ,yuX∆“H

ω1
xω

1
y

¯

.

La fonction de partition peut être décomposée de la même façon : la somme sur
ω P ΩΛ est écrite comme une somme surω∆ P Ω∆ et une somme surω P ΩΛz∆.

Zη
Λ,β ,0 “ Zω

1

∆,β ,0

ÿ

ωPΩΛz∆

exp
´

β
ÿ

tx ,yuPE b
Λ

tx ,yuX∆“H

ωxωy

¯
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Le cas h ą 0 en découle facilement, puisqu’il n’ajoute qu’une somme
ř

ωx qui
peut être décomposée de la même manière sur ∆ et sur Λz∆. Après quelques
calculs la propriété (3.1) est démontrée.

On utilise cette propriété avec ∆ “ Λ1 et Λ “ Λ2, et ω1 “ η “ η`. On calcule
l’espérance de f :

@

f
D`

Λ1,β ,h “
@

f
ˇ

ˇωx “ 1, @ x P Λ2zΛ1

D`

Λ2,β ,h

“

@

f 1tωx “1, @ xPΛ2zΛ1u

D`

Λ2,β ,h
@

1tωx “1, @ xPΛ2zΛ1u

D`

Λ2,β ,h

.

Puisque la fonction 1tωx “1, @ xPΛ2zΛ1u est une fonction croissante, on peut appli-
quer l’inégalité FKG, et on obtient :

@

f
D`

Λ1,β ,h ď

@

f
D`

Λ2,β ,h x1tωx “1, @ xPΛ2zΛ1u

D`

Λ2,β ,h
@

1tωx “1, @ xPΛ2zΛ1u

D`

Λ2,β ,h

“
@

f
D`

Λ2,β ,h.

Une autre conséquence importante est le rôle des conditions au bord ` et ´ :

LEMME 3.3.5. Soit ΛĂ Zd fini et soit f une fonction croissante. Pour tout β ě 0,
tout h P R, et toute condition au bord η,

x f y´

Λ,β ,h ď x f y
η

Λ,β ,h ď x f y`

Λ,β ,h

Proof. On introduit la fonction

Ipωq “ exp
´

β
ÿ

xPΛ,yRΛ
x„y

ωxpη`
y ´ηyq

¯

“ exp
´

β
ÿ

xPΛ,yRΛ
x„y

ωxp1 ´ηyq

¯

.

Tout d’abord, on observe que
ÿ

ωPΩ`
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωq

“
ÿ

ωPΩ
η
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωqIpωq.

À chaque ω P Ω`
Λ dans la somme correspond un unique rω P Ω

η
Λ qui vérifie

rω ď ω. Et par conséquent, puisque f est croissante, f pω1q ď f pωq, on en
déduit :

ÿ

ωPΩ`
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωq f pωq ě

ÿ

ωPΩ
η
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωqIpωq f pωq.
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Ce qui implique :

x f y`

Λ,β ,h “

ř

ωPΩ`
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωq f pωq

ř

ωPΩ`
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωq

ě

ř

ωPΩ
η
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωqIpωq f pωq

ř

ωPΩ
η
Λ

e´Hb
Λ,β ,hpωqIpωq

“
xI f y

η

Λ,β ,h

xIyη
Λ,β ,h

.

Puisque I est croissante, on peut utiliser l’inégalité FKG, et on obtient :

x f y`

Λ,β ,h ě x f y
η

Λ,β ,h.

3.4 Preuve du Théorème 3.2.1

Considérons la condition au bord positive `. Soit f une fonction locale. D’après
le Lemme 3.3.1, et par linéarité,

x f y`

Λn,β ,h “
ÿ

AĂSuppp f q

rfAxnApωqy`

Λn,β ,h.

Puisque les fonctionsω ÞÑ npωqA sont croissantes, on peut appliquer le Lemme
3.3.4, et on obtient, pour tout n ě 1,

xnApωqy`

Λn,β ,h ě xnApωqy`

Λn`1,β ,h.

La suite txnApωqy`

Λn,β ,huně1 est décroissante et minorée par 0, donc elle con-
verge lorsque n Ñ 8 vers une limite, que l’on note ℓA. On pose alors

x f y`

β ,h :“
ÿ

AĂSuppp f q

rfA ℓA “ lim
nÑ8

x f y`

Λn,β ,h.

On vérifie facilement que x¨y`

β ,h vérifie les propriétés de normalisation, linéarité
et positivité.

Nous vérifions maintenant que la limite ne dépend pas de la suite tΛnu choisie.
Soient Λ1

n Ñ Zd et Λ2
n Ñ Zd deux suites de réseaux, et notons x¨y

`,1
β ,h et x¨y

`,2
β ,h

les limites respectivement obtenues. Il existe une suite t∆nuně1 telle que, pour
tout k ě 1,

∆2k´1 Ă
ď

ně1

Λ1
n, ∆2k Ă

ď

ně1

Λ2
n, ∆k Ĺ∆k`1.

Par définition, ∆n Ñ Zd , et on sait d’après ce qui précède que limkÑ8x f y`

,∆k ,β ,h
existe quelque soit f locale. Or,
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• tx f y`

∆2k´1,β ,huk est une sous suite de tx f y`

Λ1
n,β ,hun

• tx f y`

∆2k ,β ,huk est une sous suite de tx f y`

Λ2
n,β ,hun,

ce qui implique que les limites x f y
`,1
β ,h et x f y

`,2
β ,h coïncident quelque soit f .

Enfin, nous prouvons l’invariance par translation. Soit f une fonction locale.
Quelque soit x P Zd , f ˝ θx est aussi une fonction locale, et la suite de réseaux
θ´xΛn :“ Λn ´ x converge vers Zd . De plus, on vérifie facilement

x f ˝ θxy`

θ´xΛn,β ,h “ x f y`

Λn,β ,h.

Comme la limite ne dépend pas de la suite de réseaux choisis, on a d’après ce
qui précède

x f ˝ θxy`

θ´xΛn,β ,h ÝÝÑ
nÑ8

x f ˝ θxy`

β ,h,

et
x f y`

Λn,β ,h ÝÝÑ
nÑ8

x f y`

β ,h,

ce qui prouve l’invariance par translations.

3.5 Preuve de l’inégalité FKG

Nous donnons ici une preuve élégante de l’inégalité FKG, dans le cas où B est
constante égale à β ě 0 et h est constante égale à h P R.

Pour cela, nous commençons par quelques rappels sur les chaînes de Markov
à temps discret.

3.5.1 Construction d’une chaîne de Markov à partir de sa
mesure invariante

Soit Λ Ă Zd , et soit µ une mesure de probabilité sur l’espace ΩΛ “ t´1, 1uΛ

(de cardinal fini). On suppose que

µpωq ą 0, pour tout ω P ΩΛ.

On souhaite construire une chaîne de Markov pXnq sur l’espace d’états ΩΛ telle
que µ soit son unique mesure invariante. Cela peut être réalisé grâce à la
construction suivante, due à Gibbs :



48 CHAPTER 3. MESURES DE GIBBS

1. On choisit X0 P ΩΛ selon une loi quelconque.

2. Supposons que l’on ait construit Xn “ ω P ΩΛ. On construit Xn`1 “ ω1

de la façon suivante :

(a) On tire un nombre u P r0, 1s selon la loi uniforme sur r0, 1s.

(b) On choisit un sommet x P Λ selon la loi uniforme sur l’ensemble
des sommets Λ.

(c) On définit ω1 sur Λztxu :

ω1
y “ωy , pour tout y ‰ x .

(d) La valeur de ω1
x est choisie selon la valeur de u :

ω1
x “

#

`1 si u ď µ
`

rωx “ `1 | rωy “ωy , pour tout y ‰ x
˘

´1 sinon.

Autrement dit, les transitions Xn Ñ Xn`1 changent la valeur d’un seul site de
la configuration, et de plus, la probabilité de transition pour passer de ω à ω1,
si ω et ω1 ne différent d’au plus d’une valeur sur un seul site, est égale à :

ppωÑω1q “
1

|Λ|
µ
`

rωx “ `1 | rωy “ωy , pour tout y ‰ x
˘

“
1

|Λ|

µpω1q

µpωq `µpω1q
.

On montre facilement les propriétés suivantes :

LEMME 3.5.1. La chaîne de Markov pXnq ainsi construite est irréductible, apéri-
odique, et son unique mesure invariante est µ.

Proof. Montrons d’abord qu’elle est irréductible. Soit ω ‰ ω1 deux configura-
tions de ΩΛ. Alors il existe une suite

pω“ω0,ω1, . . . ,ωk “ω1q

telle que, pour tout i P t0, . . . , k ´ 1u, ωi et ωi`1 ne différent que par la valeur
d’un seul site, et k est fini (au plus égal à |Λ|). Chaque transition ωi Ñ ωi`1

a une probabilité strictement positive. Donc il existe un entier k tel que la
probabilité que Xk soit égal à ω1 sachant que X0 “ω est strictement positive.

La chaîne est apériodique car ppωÑωq “ 1{p2|Λ|q ą 0.
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Enfin, ceci implique que la mesure invariante est unique, donc il suffit de mon-
trer que µ est bien invariante pour la chaîne. C’est en effet le cas car pXnq est
réversible pour la mesure µ : on a

µpωqppωÑω1q “
1

|Λ|

µpωqµpω1q

µpωq `µpω1q
“ µpω1qppω1 Ñωq.

3.5.2 Couplage monotone

On considère maintenant deux mesures de probabilités µ et rµ sur ΩΛ telles que
µpωq ą 0 et rµpωq ą 0 pour tout ω. On suppose de plus : pour tout rω,ω1 P ΩΛ
tels que ω1 ď rω, et pour tout x P Λ,

µ
`

ωx |ωy “ω1
y , pour tout y ‰ x

˘

ď rµ
`

ωx |ωy “ rωy , pour tout y ‰ x
˘

.
(3.2)

DÉFINITION 3.5.1. Un couplage monotone de µ et rµ est la donnée des deux
chaînes de Markov pXnq et prXnq construites comme précédemment, mais avec la
même valeur u P r0, 1s et le même sommet x P Λ.

LEMME 3.5.2. Soit pXn,rXnq un couplage monotone de µ et rµ.

Si, au rang n P N, Xn ď rXn alors Xn`1 ď rXn`1.

Proof. On suppose Xn ď rXn.

Soit x P Λ et u P r0, 1s le sommet et la valeur qui ont été sélectionnés pour
construire Xn`1 et rXn`1. Par l’absurde, si l’inégalité au rang n ` 1 n’est pas
vérifiée, alors nécessairement :

pXn`1qx “ `1, prXn`1qx “ ´1.

Ceci implique

u ď µ
`

ωx |ωy “ pXnqy , pour tout y ‰ x
˘

.

D’après (3.2), on obtient

u ď µ
`

ωx |ωy “ prXnqy , pour tout y ‰ x
˘

,

ce qui donne prXn`1qx “ `1, d’où la contradiction.
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COROLLAIRE 3.5.3. Pour tout fonction f : ΩΛ Ñ R croissante,

x f yµ ď x f y
rµ.

On dit que rµ domine stochastiquement µ.

Proof. On considère le couplage monotone pXn,rXnq construit avec les valeurs
initiales X0 “ η´ ” ´1 et rX0 “ η` ” `1. On note P la mesure de prob-
abilité des deux chaînes de Markov tpXn,rXnqunPN. Puisque ces deux chaînes
convergent respectivement vers µ et rµ, on peut écrire

x f y
rµ ´ x f yµ “ lim

nÑ8

ÿ

ω, rωPΩΛ

`

f p rωq ´ f pωq
˘

P
`

Xn “ω,rXn “ rω
˘

.

Puisque le couplage est monotone, on a,

P
`

rXn ě Xn, pour tout n P N
˘

“ 1.

On peut donc restreindre la somme sur les couples rω ě ω, ce qui implique
(puisque f est croissante) f p rωq ě f pωq. Ainsi, la limite précédente est posi-
tive.

3.5.3 Conclusion et preuve de l’inégalité FKG

Soit Λ Ă Zd , β ě 0, h P R, et f , g : ΩΛ Ñ R deux fonctions croissantes. Soit
η P t´1, 1uZ une condition au bord. Nous allons montrer

x f gy
η

Λ,β ,h ě x f y
η

Λ,β ,h xgy
η

Λ,β ,h. (3.3)

Tout d’abord, nous pouvons supposer que, pour toutσ P Ω
η
Λ, gpσq ą 0, puisque

remplacer g par g ´ c avec c constante ne change pas l’inégalité (3.3).

On définit alors deux mesures de probabilités sur ΩΛ : pour tout ω P ΩΛ, ωη

correspond à la configuration qui coïncide avec ω sur Λ et avec η en dehors
de Λ. Les mesures µ et rµ sont données par

µpωq :“ Gη
Λ,β ,hpωηq, rµpωq :“

gpωηq

xgy
η

Λ,β ,h

Gη
Λ,β ,hpωηq.

Par définition, pour tout ω P ΩΛ, on a µpωq ą 0 et rµpωq ą 0. L’inégalité (3.3)
se réécrit tout simplement

x f y
rµ ě x f yµ.
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Pour utiliser le Corollaire 3.5.3, on va montrer que (3.2) est vérifiée. Soit
rω,ω1 P ΩΛ tels que ω1 ď rω, et soit x P Λ. On note p`1q rω (resp. p´1q rω) la
configuration qui coïncide avecω sur tous les sites y ‰ x , et qui vaut `1 (resp.
´1) au site x . On calcule :

rµ
`

ωx “ 1 |ωy “ rωy , @ y ‰ x
˘

“
rµ
`

p`1q rω
˘

rµpp`1q rωq ` rµpp´1q rωq

“
µpp`1q rωqgpp`1q rωq

µpp`1q rωqgpp`1q rωq `µpp´1q rωqgpp´1q rωq

“

ˆ

1 `
µpp´1q rωqgpp´1q rωq

µpp`1q rωqgpp`1q rωq

˙´1

.

Puisque p´1q rωď p`1q rω, on utilise le fait que g est croissante pour écrire que
cette dernière expression est supérieure à

ˆ

1 `
µpp´1q rωq

µpp`1q rωq

˙´1

. (3.4)

On calcule maintenant, de la même façon,

µ
`

ωx “ 1 |ωy “ω1
y , @ y ‰ x

˘

“

ˆ

1 `
µpp´1qω1q

µpp`1qω1q

˙´1

. (3.5)

Il suffit donc de comparer (3.4) avec (3.5), sachant que ω1 ď rω. On calcule
donc

µpp´1q rωq

µpp`1q rωq
“

Gη
Λ,β ,hppp´1q rωqηq

Gη
Λ,β ,hppp`1q rωqηq

“ exp

ˆ

´ 2β
ÿ

y ; y„x

p rωηqy ´ 2h
˙

,

qui est une fonction décroissante de rω. On en déduit que (3.4) est plus grand
que (3.5), et c’est ce qu’on voulait montrer pour appliquer le Corollaire 3.5.3
et conclure la preuve de l’inégalité FKG.

3.6 Diagramme de phase

Nous allons maintenant nous intéresser à la question suivante : est-ce que les
deux états de Gibbs en volume infini, x¨y`

β ,h et x¨y´

β ,h sont distincts, ou bien sont-
ils identiques ? Que se passe-t-il si l’on choisit une autre suite de conditions
au bord t#nu ? Autrement dit, est-ce que les conditions au bord imposées en
volume fini survivent à la limite en volume infini ?

Nous allons énoncer le principal théorème de l’ensemble du cours :
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THÉORÈME 3.6.1. 1. Quelque soit la dimension d ě 1 : si h ‰ 0, alors il
existe un unique état de Gibbs infini, quelque soit la valeur de β ě 0.

2. En dimension d “ 1 : l’état de Gibbs infini est toujours unique quelque
soit pβ , hq P r0, `8q ˆR.

3. En dimension d ě 2 : si h “ 0, alors il existe une valeur critique βc “

βcpdq ą 0 finie, telle que

• si β ă βc, alors l’état de Gibbs infini pour pβ , 0q est unique ;

• si β ą βc, alors x¨y`

β ,0 ‰ x¨y´

β ,0.

REMARQUE 3.6.1. Il est aussi vrai que l’état de Gibbs au point critique pβc, 0q

est unique, mais c’est un résultat récent et difficile, qui ne rentre pas dans les
objectifs du cours.

Ce théorème sera démontré tout au long des chapitres suivants.



Chapter 4

Caractérisation de l’unicité et
finitude de la température critique

4.1 Deux critères pour la non-unicité

Nous allons voir le rôle important joué par x¨y`

β ,h et x¨y´

β ,h.

THÉORÈME 4.1.1. Soit β ě 0 et h P R. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Il existe un unique état de Gibbs infini pour pβ , hq.

2. x¨y`

β ,h “ x¨y´

β ,h.

3. xω0y`

β ,h “ xω0y´

β ,h.

Proof. Les implications 1 ñ 2 ñ 3 sont triviales. Nous commençons par mon-
trer 3 ñ 2. Soit Λn Ñ Zd et A un sous réseau fini de Zd . La fonction

ω ÞÑ
ÿ

xPA

nxpωq ´ nApωq “
ÿ

xPA

´1
2

p1 `ωxq

¯

´
ź

xPA

´1
2

p1 `ωxq

¯

est croissante (en effet, il suffit de montrer que f pωq ď f pω1q pour tout ω,ω1

qui ne diffèrent au plus de la valeur sur un seul site x , avec ωx “ ´1 et ω1
x “

`1).

On peut donc appliquer le Lemme 3.3.5 et on obtient

A

ÿ

xPA

nxpωq ´ nApωq

E´

Λnβ ,h
ď

A

ÿ

xPA

nxpωq ´ nApωq

E`

Λnβ ,h

53
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On utilise la linéarité de l’espérance et en faisant n Ñ 8 on obtient
ÿ

xPA

`

xnxpωqy`

β ,h ´ xnxpωqy´

β ,h

˘

ě xnApωqy`

β ,h ´ xnApωqy´

β ,h.

Par invariance par translation :

xnxpωqy`

β ,h ´ xnxpωqy´

β ,h “ xn0pωqy`

β ,h ´ xn0pωqy´

β ,h “
1
2

`

xω0y`

β ,h ´ xω0y´

β ,h

˘

,

qui est donc nul si 3 est vérifié. D’après le Lemme 3.3.5 on a également

xnApωqy`

β ,h ´ xnApωqy´

β ,h ě 0.

On obtient donc :
xnApωqy`

β ,h “ xnApωqy´

β ,h

quelque soit A. D’après le Lemme 3.3.1, c’est aussi vrai quelque soit f fonction
locale, et donc 2 est vérifié.

On montre maintenant 2 ñ 1. On rappelle (Lemme 3.3.5) que, quelque soit
la condition au bord fixe η,

x f y´

Λn,β ,h ď x f y
η

Λn,β ,h ď x f y`

Λn,β ,h

et dans le partiel, on a vu que la même inégalité est vérifiée pour la condition
au bord libre H:

x f y´

Λn,β ,h ď x f y
H

Λn,β ,h ď x f y`

Λn,β ,h

et on peut facilement montrer que la même inégalité est satisfaite pour les
conditions au bord périodiques. En particulier, n’importe quel état de Gibbs
noté x¨yβ ,h (construit comme limite d’une suite quelconque x¨y

#n
Λn,β ,h) satisfait :

xnApωqy´

β ,h ď xnApωqyβ ,h ď xnApωqy`

β ,h.

Donc, si 2 est vérifié, les inégalités ci-dessus sont des égalités. Et ces égalités
s’étendent à n’importe quelle fonction f d’après le Lemme 3.3.1.

On étudie maintenant la magnétisation en volume infini. On rappelle la défi-
nition :

m#
Λ

pβ , hq “
@

mΛpωq
D#

Λ,β ,h “
1

|Λ|

ÿ

xPΛ

xωxy#
Λ,β ,h.

PROPOSITION 4.1.2. Soit Λn Ñ Zd telle que |BinΛn|{|Λn| Ñ 0 lorsque n Ñ 8,
où

BinΛ :“
␣

x P Λ ; Dy R Λ ; y „ x
(

.
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Alors, quelque soit β ě 0 et h P R, les limites

m`
pβ , hq “ lim

nÑ8
m`

Λn
pβ , hq, m´

pβ , hq “ lim
nÑ8

m´

Λn
pβ , hq

existent et de plus elles sont égales à

m`
pβ , hq “ xω0y`

β ,h, m´
pβ , hq “ xω0y´

β ,h

De plus, la fonction h ÞÑ m`
pβ , hq est continue à droite, et la fonction h ÞÑ

m´
pβ , hq est continue à gauche.

REMARQUE 4.1.1. D’après la Proposition 2.3.2, on obtient : si h R Dβ , alors
m`

pβ , hq “ mpβ , hq. Par conséquent, si thku est une suite décroissante vers 0
telle que hk R Dβ pour tout k, alors on a les égalités :

m‹pβq “ lim
kÑ8

m`
pβ , hkq “ m`

pβ , 0q “ xω0y`

β ,0.

Proof. Soit Λn Ñ Zd telle que |BinΛn|{|Λn| Ñ 0. D’après l’invariance par trans-
lation de x¨y`

β ,h, et par le Lemme 3.3.4,

xω0y`

β ,0 “ xmΛn
y`

β ,h ď xmΛn
y`

Λn,β ,h.

On en déduite
xω0y`

β ,h ď lim inf
nÑ8

xmΛn
y`

Λn,β ,h.

Il nous manque l’autre borne. On fixe k ě 1 et x P Λn. D’une part, si x `Bpkq Ă

Λn, alors toujours le Lemme 3.3.4 implique

xωxy`

Λn,β ,h ď xωxy`

x`Bpkq,β ,h “ xω0y`

Bpkq,β ,h.

D’autre part, si x ` Bpkq n’est pas inclus dans Λn, alors dans ce cas x ` Bpkq

intersecte BinΛn. Par conséquent

xmΛn
y`

Λn,β ,h “
1

|Λn|

ÿ

xPΛn
x`BpkqĂΛn

xωxy`

Λn,β ,h `
1

|Λn|

ÿ

xPΛn
x`BpkqXBinΛn‰H

xωxy`

Λn,β ,h

ď xω0y`

Bpkq,β ,h `
2|Bpkq| |BinΛn|

|Λn|
,

ce qui implique, quelque soit k ě 1,

limsup
nÑ8

xmΛn
y`

Λn,β ,h ď xω0y`

Bpkq,β ,h,

et on conclut en faisant tendre k Ñ 8. On montre maintenant un lemme
intermédiaire :
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LEMME 4.1.3. Quelque soit β ě 0, la fonction h ÞÑ xω0y`

β ,h est croissante et
continue à droite, et la fonction h ÞÑ xω0y´

β ,h est croissante et continue à gauche.

Quelque soit h ě 0, la fonction β ÞÑ xω0y`

β ,h est croissante, et, quelque soit h ď 0,
la fonction β ÞÑ xω0y´

β ,h est décroissante.

Nous allons montrer seulement les affirmations pour xω0y`

β ,h (le reste s’en dé-
duit facilement). Soit ΛĂ Zd fini. D’après l’inégalité FKG,

B

Bh
xω0y`

Λ,β ,h “
ÿ

xPΛ

`

xω0ωxy`

Λ,β ,h ´ xω0y`

Λ,β ,h xωxy`

Λ,β ,h

˘

ě 0.

Donc la fonction h ÞÑ xω0y`

Λ,β ,h est croissante pour tout Λ fixé. La propriété de
monotonie est conservée par passage à la limite Λn Ñ Zd .

Soit thmu une suite de réels qui tend vers h en décroissant (hm ą h) et soit
Λn Ñ Zd . Le lemme 3.3.4 implique que la suite double txω0y`

Λn,β ,hm
un,m est

bornée et décroissante. On peut donc intervertir les limites :

lim
mÑ8

xω0y`

β ,hm
“ lim

mÑ8
lim
nÑ8

xω0y`

Λn,β ,hm

“ lim
nÑ8

lim
nÑ8

xω0y`

Λn,β ,hm
“ lim

nÑ8
xω0y`

Λn,β ,h “ xω0y`

β ,h.

La dernière égalité provient de la continuité en h de la fonction h ÞÑ xω0y`

Λn,β ,h
(à n fixé).

De la même manière, et en utilisant cette fois l’inégalité GKS pour h ě 0, on
obtient

B

Bβ
xω0y`

Λ,β ,h “
ÿ

tx ,yuPE b
Λ

`

xω0ωxωyy`

Λ,β ,h ´ xω0y`

Λ,β ,h xωyωxy`

Λ,β ,h

˘

ě 0,

et la propriété de monotonie est conservée par passage à la limite.

4.2 La valeur critique βcpdq

Lorsque h “ 0, on a xω0y´

β ,0 “ ´xω0y`

β ,0. Par conséquent, la condition d’unicité
p3.q du Théorème 4.1.1 est équivalente à m‹pβq “ 0. On sait également que la
fonction β ÞÑ m‹pβq est monotone, et on peut donc définir :

DÉFINITION 4.2.1. La température inverse critique est

βcpdq :“ inf
␣

β ě 0 ; m‹pβq ą 0
(

“ sup
␣

β ě 0 ; m‹pβq “ 0
(

.
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Ceci signifie que βcpdq est l’unique valeur de β telle que m‹pβq “ 0 si β ă βc

et m‹pβq ą 0 is β ą βc. On ne sait pas encore si 0 ă βcpdq ă 8.

REMARQUE 4.2.1. Par invariance par translation, xωxy`

β ,0 “ xω0y`

β ,0 “ m‹pβq

quelque soit x P Zd . On utilise l’inégalité de FKG et on obtient

xω0ωxy`

β ,0 ě xω0y`

β ,0xωxy`

β ,0 “ pm‹pβqq2.

En particulier, si β ą βcpdq alors

inf
xPZd

xω0ωxy`

β ,0 ą 0.

C’est ce qu’on appelle un effet d’ordre à longue portée.

On admet le théorème suivant :

THÉORÈME 4.2.1. Pour tout d ě 2, βcpdq ă 8.

On fait maintenant le lien avec la régularité de la pression :

THÉORÈME 4.2.2. Quelque soit β ě 0 et h P R, on a

Bψ

Bh`
pβ , hq “ m`

pβ , hq,
Bψ

Bh´
pβ , hq “ m´

pβ , hq.

En particulier, on a la caractérisation suivante : il existe un unique état de Gibbs
infini en pβ , hq si et seulement si h1 ÞÑψpβ , h1q est différentiable en h.

Proof. Rappelons que l’ensemble Dβ des points h où h ÞÑ ψpβ , hq n’est pas
différentiable est au plus dénombrable. Par conséquent, quelque soit h P R, il
est possible de trouver une suite thku qui tend en décroissant vers h telle que
hk R Dβ pour tout k. On déduit de la Proposition 2.3.2 que

Bψ

Bh`
pβ , hq “ lim

hkÑh
mpβ , hkq “ lim

hkÑh
m`

pβ , hkq “ m`
pβ , hq.

La dernière égalité provient de la continuité à droite de la fonction h ÞÑ m`
pβ , hq.

Par symétrie, on a

Bψ

Bh´
pβ , hq “ ´

Bψ

Bh`
pβ , ´hq “ ´m`

pβ , ´hq “ m´
pβ , hq.

Par conséquent :

Bψ

Bh
pβ , hq existe si et seulement si m`

pβ , hq “ m´
pβ , hq.

On conclut d’après le Théorème 4.1.1.
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Chapter 5

Unicité à haute température et en
présence de champ magnétique

5.1 Hautes températures

Nous allons maintenant considérer le cas des hautes températures, c’est-à-dire
des β ă βc et nous allons montrer l’unicité de l’état de Gibbs.

Pour cela, on écrit d’abord l’égalité suivante : puisque ωxωy ne peut prendre
que les valeurs ˘1, on a

eβωxωy “ coshpβq `ωxωy sinhpβq “ coshpβq
`

1 ` tanhpβqωxωy

˘

.

Ceci implique : pour tout ΛĂ Zd fini, et tout ω P Ω`
Λ ,

e´Hb
Λ,β ,0pωq

“
ź

tx ,yuPE b
Λ

eβωxωy “
`

coshpβq
˘|E b

Λ|
ź

tx ,yuPE b
Λ

`

1 ` tanhpβqωxωy

˘

.

En exercice nous montrerons : quelque soit E un ensemble de cardinal fini et
non vide,

ź

ePE
p1 ` f peqq “

ÿ

EĂE

ź

ePE

f peq.

Ceci implique :

Z`

Λ,β ,0 “
`

coshpβq
˘|E b

Λ|
ÿ

EĂE b
Λ

ˆ

`

tanhpβq
˘|E|

ÿ

ωPΩ`
Λ

ź

xPΛ

ωIpx ,Eq
x

˙

,

où Ipx , Eq est le nombre d’incidence défini par

Ipx , Eq :“ #
␣

y P Zd ; tx , yu P E
(

.

59
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On peut alors calculer la somme sur ω à x fixé :

ÿ

ωx “˘1

ωIpx ,Eq
x “

#

2 si Ipx , Eq est pair

0 sinon.

On en conclut :

Z`

Λ,β ,0 “ 2|Λ|
`

coshpβq
˘|E b

Λ|
ÿ

EPE`
Λ,even

`

tanhpβq
˘|E|

, (5.1)

où
E`
Λ,even :“

␣

E Ă E b
Λ

; Ipx , Eq est pair pour tout x P Λ
(

.

L’égalité (5.1) est appelée représentation à haute température de la fonction de
partition. De la même façon, il est facile de voir que

xω0y`

Λ,β ,0 “
1

Z`

Λ,β ,0

2|Λ|
`

coshpβq
˘|E b

Λ|
ÿ

EPE`
Λ,odd

`

tanhpβq
˘|E|

“

ř

EPE`
Λ,odd

`

tanhpβq
˘|E|

ř

EPE`
Λ,even

`

tanhpβq
˘|E|

(5.2)

où

E`

Λ,odd :“
␣

E Ă E b
Λ

; Ipx , Eq est pair pour tout x P Λzt0u, et Ip0, Eq est impair
(

.

Pour tout E Ă E b
Λ
, on note ∆pEq l’ensemble de toutes les arêtes de E b

Λ
qui

n’intersectent aucun point présent dans E.

Tout E P E`

Λ,odd peut se décomposer comme E “ E0 Y E1 où E0 ‰ H est la
composante connexe de E qui contient 0, et E1 P E`

Λ,even satisfait E1 Ă ∆pE0q.
Par conséquent

xω0y`

Λ,β ,0 “
ÿ

E0PE`
Λ,odd

E0 connexe,0PE0

`

tanhpβq
˘|E0|

ř

E1PE`
Λ,even,E1Ă∆pE0q

`

tanhpβq
˘|E1|

ř

EPE`
Λ,even

`

tanhpβq
˘|E|

(5.3)

On est maintenant prêt à prouver :

PROPOSITION 5.1.1. Pour tout d ě 1, βcpdq ą 0.
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Proof. Choisissons Λ “ Bpnq. Si on borne la fraction dans (5.3) par 1, on
obtient

xω0y`

Bpnq,β ,0 ď
ÿ

E0PE`

Bpnq,odd
E0 connexe,0PE0

`

tanhpβq
˘|E0|

On utilise le lemme suivant :

LEMME 5.1.2. Soit G un graph connexe qui contient N arêtes. Pour n’importe
quel sommet g de G il existe un chemin partant de g qui visite chaque arête de G
exactement 2 fois.

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur N. On remarque qu’un
graphe connexe peut toujours être construit pas à pas par une suite de graphe
pG1, . . . , Gk, ¨ ¨ ¨ , GNq, on construisant une arête à chaque étape de telle manière
que le graphe reste toujours connexe (Gi contient i arêtes). Lorsque N “ 1, le
résultat du lemme est trivial. Supposons que le résultat soit vrai pour N “ k.
On va montrer que la propriété est conservée lorsqu’on ajoute une arête au
graphe de telle façon à ce qu’il soit connexe. Soit e cette arête, donc Gk`1 “

Gk Y e. Elle contient forcément un sommet v qui appartient au graphe Gk. Soit
g un sommet dans Gk`1, et soit π“ pπp1q, . . . ,πp2kqq un chemin d’arêtes dans
Gk qui visite chaque arête de G exactement 2 fois et qui part de v. Si g P Gk

alors on suit le chemin π jusqu’à rencontrer v, puis on parcourt la nouvelle
arête deux fois (une fois dans chaque sens), puis on continue de suivre π. Si
g est le nouveau sommet ajouté, alors on parcourt une fois la nouvelle arête,
on suit le chemin π puis on parcourt de nouveau la nouvelle arête.

En utilisant ce lemme, on voit que le nombre de graphes E0 qui contiennent
exactement ℓ arêtes et qui donnent une contribution non nulle à la somme
précédente peut être borné par le nombre de chemins de longueurs 2ℓ par-
tant de 0. Ce dernier est nécessairement plus petit que p2dq2ℓ puisque chaque
nouvelle arête peut être choisie parmi au plus 2d directions possibles. D’autre
part, E0 doit nécessairement connecter 0 au complémentaire de Bpnq. En effet,
on a

ÿ

xPZd

Ipx , E0q “ 2|E0|

qui est pair. Puisque Ip0, E0q est impair par hypothèse, il existe au moins un
sommet x ‰ 0 tel que Ipx , E0q est impair. Ce sommet ne peut pas appartenir
à Bpnq puisque Ipx , E0q est pair pour tout x P Bpnqzt0u. On en conclut que
|E0| ě n, et puisque tanhpβq ď β ,

xω0y`

Bpnq,β ,0 ď
ÿ

ℓěn

p4d2βqℓ ď e´cn,
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où c “ cpβ , dq ą 0 quelque soit β ă 1{p4d2q. En particulier, xω0y`

β ,0 “ 0 pour
tout β ă 1{p4d2q, ce qui implique βcpdq ą 0.

On va maintenant voir ce qui se passe en dimension 1 :

PROPOSITION 5.1.3. βcp1q “ 8.

Proof. Considérons le modèle d’Ising en dimension 1 dans la boîte Bpnq “

t´n, . . . , nu avec condition au bord `. Il existe seulement un petit nombre
de graphes E Ă E b

Bpnq
qui apparaissent dans l’expression (5.2), et ils sont par-

ticulièrement simples. Commençons par le dénominateur. Puisque le nombre
d’incidence de chaque sommet i doit être 0 ou 2, l’ensemble E`

Bpnq,even contient
seulement deux graphes : celui où l’ensemble des arêtes E “ H est vide, et celui
où l’ensemble des arêtes est l’ensemble entier, c’est à dire E “ E b

Bpnq
. D’autre

part, l’ensemble E`

Bpnq,odd contient également deux graphes : celui où toutes
les valeurs positives (y compris 0) sont reliées, et celui où toutes les valeurs
négatives (y compris 0) sont reliées. Par conséquent, (5.2) se réécrit

xω0y`

Bpnq,β ,0 “
2
`

tanhpβq
˘n`1

1 `
`

tanhpβq
˘2pn`1q

,

qui tend vers 0 quand n Ñ 8, quelque soit β ă 8.

5.2 Lorsque h ‰ 0

Nous laissons de côté la preuve de l’unicité de l’état de Gibbs pour n’importe
quelle valeur de β dès que h ‰ 0. Elle repose sur des résultats d’analyse com-
plexe appliqués à la fonction de pression. En particulier on admettra le résultat
suivant :

THÉORÈME 5.2.1. Quelque soit β ě 0,

h ÞÑψpβ , hq est différentiable en tout point h ‰ 0.

5.3 Résumé

Le résumé des résultats énoncés peut s’effectuer de la manière suivante :
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THÉORÈME 5.3.1. Soit βcpdq l’inverse de la température critique pour le modèle
d’Ising en dimension d. D’une part :

βcp1q “ 8, 0 ă βcpdq ă 8, pour tout d ě 2.

D’autre part,

1. Pour tout β ă βcpdq, la densité de magnétisation moyenne mpβ , hq est bien
définie (indépendamment de la suite de conditions au bord et de la suite de
réseaux utilisées) pour tout h P R.

Quelque soit β ă βcpdq, h ÞÑ mpβ , hq est une fonction impaire, croissante
et continue, et en particulier mpβ , 0q “ 0.

2. Pour tout β ą βcpdq, la densité de magnétisation moyenne mpβ , hq est bien
définie (indépendamment de la suite de conditions au bord et de la suite de
réseaux utilisées) pour tout h ‰ 0.

Quelque soit β ą βcpdq, h ÞÑ mpβ , hq est une fonction impaire, croissante,
continue partout sauf en h “ 0 :

lim
hÑ0
hą0

mpβ , hq “ m`
pβ , 0q ą 0, lim

hÑ0
hă0

mpβ , hq “ m´
pβ , 0q ă 0.

Enfin, la magnétisation spontanée vérifie :

m‹pβq

#

“ 0 si β ă βcpdq,

ą 0 si β ą βcpdq.

Proof. On a vu :

• pour tout β ě 0, la fonction h ÞÑψpβ , hq est différentiable en tout h ‰ 0
(Théorème 5.2.1)

• pour tout β ă βcpdq, la fonction h ÞÑψpβ , hq est différentiable en h “ 0

• pour tout β ą βcpdq, la fonction h ÞÑ ψpβ , hq n’est pas différentiable en
h “ 0.

Ceci implique :

Dβ “

#

H si h ‰ 0 ou β ă βcpdq

t0u si h “ 0 et β ą βcpdq.
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D’après la Proposition 2.3.2, ceci implique que mpβ , hq est bien définie et in-
dépendant de la condition de bord dès que h ‰ 0 ou β ă βcpdq. Ceci montre
en particulier :

mpβ , hq “ m`
pβ , hq, pour tout h ą 0.



Chapter 6

Modèle de Curie-Weiss

6.1 Approximation de champs moyen

Nous allons considérer dans ce chapitre une approximation du modèle d’Ising,
où les interactions d’un spin avec ses voisins seront remplacées par une moyenne
de toutes les interactions. Plus précisément, dans le modèle d’Ising le terme
d’interaction qui apparaît dans l’Hamiltonien s’écrit :

´β
ÿ

x„y

ωxωy “ ´β
ÿ

xPΛ

ωx

ˆ

ÿ

y ; y„x

ωy

˙

.

Supposons que le réseauΛN Ă Zd contienne exactement N sites. L’approximation
de champs moyen consiste à remplacer chaque ωy par la moyenne

1
N

ÿ

zPΛN

ωz

Le terme d’interaction devient donc

´βp2dq
1
N

ÿ

x ,zPΛN

ωxωz.

On donne donc la définition suivante :

DÉFINITION 6.1.1. L’Hamiltonien de Curie–Weiss pour une suite de spins tωxuxPΛN

sur un réseau ΛN en dimension d et de cardinal N est donné par

HCW
N,β ,hpωq “ ´

dβ
N

ÿ

x ,yPΛN

ωxωy ´ h
ÿ

xPΛN

ωx .

65
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On définit de la même manière que dans les chapitres précédents la mesure de
Gibbs pour le modèle de Curie–Weiss : pour tout ω P ΩN :“ t´1, 1uΛN ,

µCW
N,β ,hpωq “

e´HCW
N,β ,hpωq

ZCW
N,β ,h

, avec ZCW
N,β ,h “

ÿ

ωPt´1,1uΛN

e´HCW
N,β ,hpωq.

On note x¨yCW
N,β ,h l’espérance selon la mesure µCW

N,β ,h.

6.2 Comportement lorsque h “ 0

Comme pour le modèle d’Ising, on remarque que, lorsque h “ 0,

µCW
N,β ,0

ˆ

1
N

ÿ

xPΛN

ωx “ m
˙

“ µCW
N,β ,0

ˆ

1
N

ÿ

xPΛN

ωx “ ´m
˙

et par conséquent,
A 1

N

ÿ

xPΛN

ωx

ECW

N,β ,h
“ 0.

On s’attend à ce que : lorsque β est petit, les spins soient essentiellement
indépendants (donc la magnétisation moyenne proche de 0), et lorsque β est
grand, les spins aient tendance à tous s’aligner, soit sur la valeur `1 soit sur la
valeur ´1. On note

mNpωq “
1
N

ÿ

xPΛN

ωx .

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 6.2.1. On suppose h “ 0. On note βc “ βcpdq “
1

2d .

1. Lorsque β ď βc, la magnétisation est très proche de 0 : pour tout ϵ ą 0, il
existe c “ cpβ ,ϵq ą 0 tel que, pour tout N suffisamment grand,

µCW
N,β ,0

`

mN P p´ϵ,ϵq
˘

ě 1 ´ 2e´cN.

2. Lorsque β ą βc, la magnétisation n’approche pas 0 : il existe une mag-
nétisation spontanée m‹

CWpβq ą 0 telle que, pour tout ϵ ą 0, il existe
b “ bpβ ,ϵq ą 0 tel que pour tout N suffisamment grand,

µCW
N,β ,0

`

mN P J‹pϵq
˘

ě 1 ´ 2e´bN

où

J‹pϵq :“
`

´ m‹
CWpβq ´ ϵ, ´m‹

CWpβq ` ϵ
˘

Y
`

m‹
CWpβq ´ ϵ, m‹

CWpβq ` ϵ
˘

.
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Autrement dit, pour N suffisamment grand :

pour tout β ď βc, mN » 0 avec grande probabilité ,

et

pour tout β ą βc, mN »

#

m‹
CWpβq avec probabilité proche de 1

2

´m‹
CWpβq avec probabilité proche de 1

2 .

Dans les deux cas, ce comportement est compatible avec le fait que

xmNyCW
N,β ,h “ 0.

Proof. Le modèle de Curie–Weiss possède une propriété remarquable par rap-
port au modèle d’Ising : puisque

ÿ

x ,y

ωxωy “

ˆ

ÿ

x

ωx

˙2

on remarque que l’Hamiltonien peut se réécrire :

HCW
N,β ,hpωq “ ´dβpmNq2N.

On définit trois fonctions qui nous seront utiles par la suite : pour tout m P

r´1, 1s :

epmq “ ´dm2

spmq “ ´
1 ´ m

2
log

´1 ´ m
2

¯

´
1 ` m

2
log

´1 ` m
2

¯

f CW
β

pmq “ βepmq ´ spmq.

La fonction f CW
β

est appelée énergie libre du modèle de Curie–Weiss. Nous al-
lons montrer l’équivalent du théorème de convergence de la pression (Théorème
2.1.2), qui s’énonce ainsi :

PROPOSITION 6.2.2. Pour tout β ě 0,

lim
NÑ8

1
N

log ZCW
N,β ,0 “ ´ min

mPr´1,1s
f CW
β

pmq.

De plus, pour tout intervalle J Ă r´1, 1s,

lim
NÑ8

1
N

logµCW
N,β ,0

`

mN P J
˘

“ ´ min
mPJ

ICW
β

pmq,

où
ICW
β

pmq “ f CW
β

pmq ´ min
m1Pr´1,1s

f CW
β

pm1q.
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Dans le langage des grandes déviations, la fonction ICW
β

est appelée une fonc-
tion de taux. On voit facilement que : ICW

β
ě 0 et que

min
mPr´1,1s

ICW
β

pmq “ 0.

Par conséquent, si J Ă r´1, 1s est un intervalle sur lequel on sait que ICW
β

est
strictement positive, alors

min
mPJ

ICW
β

pmq ą 0

et la proposition nous dit que

µCW
N,β ,0pmN P Jq

converge exponentiellement vite vers 0 lorsque N Ñ 8, ce qui signifie que
la magnétisation mN prendra très probablement ses valeurs en dehors de J.
En particulier, les valeurs typiques de la magnétisation se trouvent dans des
régions où la fonction de taux ICW

β
s’annule.

On démontre maintenant la Proposition. On remarque qu’à N fixé, mN prend
ses valeurs dans l’ensemble

AN “

!

´ 1 `
2k
N

; k “ 0, . . . , N
)

Ă r´1, 1s.

Soit J Ă r´1, 1s un intervalle. Alors

µCW
N,β ,0

`

mN P J
˘

“
ÿ

mPJXAN

µCW
N,β ,0

`

mN “ m
˘

.

Or, il y a exactement
ˆ

N
1`m

2 N

˙

configurations ω telles que mNpωq “ m. Donc on calcule directement

µCW
N,β ,0

`

mN “ m
˘

“
ÿ

ωPt´1,1uΛN

mNpωq“m

e´HCW
N,β ,0pωq

ZCW
N,β ,0

“
1

ZCW
N,β ,0

ˆ

N
1`m

2 N

˙

edβm2N.

De la même façon,

ZCW
N,β ,0 “

ÿ

mPAN

ˆ

N
1`m

2 N

˙

edβm2N.

Cette somme comporte N ` 1 termes positifs. On garde uniquement le terme
dominant, et on encadre :

max
mPAN

"ˆ

N
1`m

2 N

˙

edβm2N

*

ď ZCW
N,β ,0 ď pN ` 1q max

mPAN

"ˆ

N
1`m

2 N

˙

edβm2N

*

.
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Un raffinement de la formule de Stirling s’écrit de la manière suivante : pour
tout n ě 1,

e
1

12n`1
?

2πnnne´n ď n! ď e
1

12n
?

2πnnne´n.

Ceci implique qu’il existe deux constantes c´ et c` positives telles que, pour
tout m P AN,

c´N´1{2eNspmq ď

ˆ

N
1`m

2 N

˙

ď c`N´1{2eNspmq.

Ainsi,

ZCW
N,β ,0 ď c`pN ` 1qN´1{2 exp

´

N max
mPAN

␣

dβm2 ` spmq
(

¯

ď c`pN ` 1qN´1{2 exp
´

´ N min
mPr´1,1s

f CW
β

pmq

¯

,

ce qui implique la borne supérieure :

limsup
NÑ8

1
N

log ZCW
N,β ,0 ď ´ min

mPr´1,1s
f CW
β

pmq.

Pour la borne inférieure, on utilise la continuité de la fonction m ÞÑ dβm2 `

spmq sur r´1, 1s et on considère m1 P r´1, 1s tel que f CW
β

pm1q “ minmPr´1,1s f CW
β

pmq.
Soit ϵ ą 0 et soit m P AN tel que

ˇ

ˇ f CW
β

pmq ´ f CW
β

pm1q
ˇ

ˇ ď ϵ

(ceci est toujours possible pour N suffisamment grand). On a alors

ZCW
N,β ,0 ě c´N´1{2 exp

`

´ N
`

f CW
β

pm1q ` ϵ
˘˘

.

Ceci implique

lim inf
NÑ8

1
N

log ZCW
N,β ,0 ě ´ min

mPr´1,1s
f CW
β

pmq ´ ϵ.

Comme ϵ ą 0 est arbitraire, ceci montre la première assertion de la Proposi-
tion. Les mêmes calculs sur la somme sur m P J XAN montrent la convergence

lim
NÑ8

1
N

log
ÿ

mPJXAN

ˆ

N
1`m

2 N

˙

edβm2N “ ´ min
mPJ

f CW
β

pmq.

On passe maintenant à la preuve du théorème. Comme nous l’avons vu, nous
devons trouver les zéros de la fonction ICW

β
, qui sont aussi ses minima car

ICW
β

ě 0, ce qui équivaut à résoudre

BICW
β

Bm
pmq “ 0 ô tanhp2dβmq “ m.
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Cette équation admet toujours au moins une solution, et une analyse complète
de la fonction m ÞÑ tanhp2dβmq nous permet de dire que le nombre de so-
lutions dépend de la position de 2dβ par rapport à 1 : plus précisément, si
β ď βc alors l’équation ci-dessus a une unique solution m “ 0 ; si β ą βc,
alors il y a deux autres solutions non triviales m‹

CWpβq et ´m‹
CWpβq. De plus, la

solution m “ 0 est un maximum local pour ICW
β

alors que les valeurs m‹
CWpβq

et ´m‹
CWpβq sont des minima globaux.

REMARQUE 6.2.1. On retrouve une propriété générale de la physique statis-
tique que nous avions évoquée au premier chapitre : les valeurs typiques de la
magnétisation sont celles qui minimisent l’énergie libre.

REMARQUE 6.2.2. Le changement de comportement a lieu au moment où deux
nouveaux minima apparaissent pour la fonction d’énergie libre. La fonction
epmq, la densité d’énergie, est concave et est minimale en m “ ˘1. D’autre
part, la fonction spmq, la densité d’entropie est concave et maximale en m “ 0.
La compétition entre les deux donne la transition de phase : si β est petit, alors
l’entropie domine et f CW

β
pmq est strictement convexe. Si β est grand, alors

l’énergie joue un rôle plus important : f CW
β

n’est plus convexe et possède deux
minima.

6.3 Comportement en h ‰ 0 lorsque N est suff-
isamment grand

En présence d’un champ extérieur h, on a besoin de considérer la pression.

THÉORÈME 6.3.1. La pression

ψCW
β

phq “ lim
NÑ8

1
N

log ZCW
N,β ,h

existe, et est convexe. De plus, elle est égale à la transformée de Legendre de
l’énergie libre :

ψCW
β

phq “ max
mPr´1,1s

␣

hm ´ f CW
β

pmq
(

.

Proof. La preuve est simple car elle repose sur les calculs précédents :

ZCW
N,β ,h “

ÿ

mPAN

ÿ

ωPt´1,1uΛN

mNpωq“m

e´HCW
N,β ,hpωq

“
ÿ

mPAN

ˆ

N
1`m

2 N

˙

ephm`dβm2qN.
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On obtient le même type de bornes, par exemple,

ZCW
N,β ,h ď c`pN ` 1qN´1{2 exp

´

N max
mPr´1,1s

␣

hm ´ f CW
β

pmq
(

¯

.

La transformée de Legendre d’une fonction est toujours convexe.

Cette fois, pour trouver les maxima de la nouvelle fonction m ÞÑ hm´ f CW
β

pmq,
on doit résoudre B f CW

β
{Bm “ h, qui équivaut à

tanhp2dβm ` hq “ m. (6.1)

Lorsque β ă βc, il existe une unique solution m à (6.1), que l’on note mCW
β

phq.
Lorsque β ą βc, il peut y avoir plus qu’une solution, en fonction de la valeur
de h : si h ą 0 on choisit la plus grande ; si h ă 0, on choisit la plus petite
(et on la note toujours mCW

β
phq). L’étude de fonction nous permet également

d’affirmer :

• si β ď βc,
lim
hÑ0

mCW
β

phq “ 0,

• si β ą βc,

lim
hÑ0
hą0

mCW
β

phq “ m‹
CWpβq ą ´m‹

CWpβq “ lim
hÑ0
hă0

mCW
β

phq.

D’après le théorème des fonctions implicites, la fonction h ÞÑ mCW
β

phq est de
classe C8 sur p´8, 0q et sur p0, `8q. De plus, par définition de la transformée
de Legendre,

ψCW
β

phq “ ´dβ
`

mCW
β

phq
˘2

` log cosh
`

2dβmCW
β

phq ` h
˘

` log2,

et ainsi ψCW
β

phq est aussi de classe C8 sur p´8, 0q et p0, `8q. Si on dérive par
rapport à h, on obtient

BψCW
β

Bh
phq “ mCW

β
phq, pour tout h ‰ 0.

Puisque ψCW
β

est convexe, alors on sait que les dérivées à droite et à gauche en
0 existent et de plus :
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• si β ď βc, on a

BψCW
β

Bh´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h“0
“ lim

hÑ0´

BψCW
β

Bh
“ lim

hÑ0´
mCW
β

phq

“ 0

“ lim
hÑ0`

mCW
β

phq “ lim
hÑ0`

BψCW
β

Bh
“

BψCW
β

Bh`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h“0

et donc ψCW
β

est différentiable en 0.

• si β ą βc, le même argument montre que

BψCW
β

Bh´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h“0
“ ´m‹

CWpβq ă 0 ă m‹
CWpβq “

BψCW
β

Bh`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h“0
,

et donc ψCW
β

n’est pas différentiable en 0.
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