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Chapter 1

Fondements de la
thermodynamique et introduction
au modele d’Ising

1.1 Motivations et origine de la thermodynamique

La théorie de la thermodynamique a connu un grand essor tout au long du
XIXeme siecle. L'objectif pour les scientifiques de 'époque est de comprendre
comment '’énergie mécanique peut étre convertie en énergie thermique, et ré-
ciproquement. A la fin du XIXéme siecle, L. Boltzmann (physicien autrichien),
postule que les lois de la thermodynamique doivent toutes étre déduites des
principes mécaniques donnés par les lois de Newton. Le probléme est le suiv-
ant : les systémes mécaniques sont principalement caractérisés par des quan-
tités géométriques, telles que les positions et vitesses des objets. Lorsque I'on
cherche a décrire un gaz, d’autres propriétés deviennent cruciales, en partic-
ulier, la température. Pour cette raison, la mécanique statistique, initiée par
J. W. Gibbs, a fait son apparition et a connu un grand succes dans I'étude mi-
croscopique des gaz.

La physique classique se base souvent sur le postulat suivant : si '’état du sys-
teme est connu précisément a un instant donné, alors les lois de la physique
déterminent completement son état futur. Cependant, en thermodynamique,
plusieurs affirmations nécessitent d’avoir recours a des concepts probabilistes.
Par exemple : Ueau géle a 0 degré celsius, ou bien lorsque deux corps a différente
température sont en contact, la chaleur va du plus chaud vers le plus froid. Il est
en effet possible de construire des scénarios qui seraient consistants avec les
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8 CHAPTER 1. FONDEMENTS

lois de la physique, mais qui violeraient chacune de ces affirmations, bien qu’ils
soient extrémement improbables (POUR ALLER PLUS LOIN : voir le paradoxe du
démon de Maxwell).

1.1.1 Notions de base

Le but de la thermodynamique est de décrire les propriétés de systémes macro-
scopiques a 'équilibre. Pour cela, on considere un petit nombre de variables,
telles que : le volume V, I'énergie interne E, la pression P, le nombre de partic-
ules N, la température T, etc... Ces variables ne sont pas toutes indépendantes,
il existe des relations thermodynamiques qui relient certaines d’entre elles,
et qui peuvent étre valides dans un contexte tres général.

¢ Quelques principes de la thermodynamique :

1. Lesvariables thermodynamiques sont divisées en deux groupes : les vari-
ables extensives, qui changent avec la taille du systeme (V, E, N) et les
variables intensives, qui restent invariantes (T, P).

2. Un systeme isolé est a ’équilibre thermique si T est uniforme au sein
du systéme. Il est a I’équilibre mécanique si P est uniforme.

3. La premiere loi de la thermodynamique stipule que I'énergie E aug-
mente lorsque 'on apporte de la chaleur au systeme, ou un travail mé-
canique. Mathématiquement, cela s’écrit :

dE =0Q + 6W,

ol 6Q et OW sont des différentielles inexactes, c’est a dire que les inté-
grales { 6Q et { 5W ne dépendent pas seulements des points d’arrivée et
de départ, mais également du chemin parcouru.

Exemple : Sur R?, 6z = xdy — ydx n’est pas une forme différentielle
exacte.

4. La deuxieme loi de la thermodynamique stipule qu'’il existe une fonc-
tion S appelée entropie, telle que, lorsque le systéme est isolé thermique-
ment (i.e. 5Q = 0), elle vérifie dS > 0.
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< Les trois lois de probabilité les plus utilisées en physique statistique :

1. La loi uniforme sur un sous-ensemble 2 — R?, qui a pour densité

Ulx) = {1/\/01((2) s? x €N
0 sinon

2. La loi normale de moyenne u et de variance o2, dont la densité est
donnée sur R par

1 Xp((X—mZ)’

N(x) =
(x) oV 2T 202

ueR,o>0. (1.1)
Cette loi de probabilité apparait trés souvent a cause du Théoreme Cen-
tral Limite, en particulier, les quantités physiques qui sont supposées
étre la somme de plusieurs éléments indépendants (tels que les mesures
d’erreur par exemple) ont des lois tres proches des lois normales. Lorsque
u = 0et o =1, laloi normale est dite standard.

3. La loi de Boltzmann-Gibbs, qui a été introduite pour décrire la proba-
bilité d’observer un systéme de particules X d’énergie E(X) > 0 a tem-

pérature fixée T:

P(X) = %e—E(XV(kBT), (1.2)

ou kg > O est la constante de Boltzmann et Z est une constante de
normalisation. Autrement dit, la probabilité décroit exponentiellement
vite avec I’énergie.

1.1.2 Les fondements de la mécanique statistique

DEFINITION 1.1.1. Pour décrire un systéme thermodynamique, il faut :

1. Un macro-état, qui dépend d’un (relativement petit) nombre de variables
telles que : pression, température.

2. Un micro-état, qui correspond a une description microscopique, i.e. de tous
les constituants du gaz, au moyen de leurs positions et vitesses. Cette de-
scription nécessite un trés grand nombre de données, et U'évolution tem-
porelle est souvent extrémement compliquée.
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La mécanique statistique ne s’intéresse pas a chaque micro-état individuellement,
mais a ensemble des micro-états correspondant a un macro-état donné.

Autrement dit, un macro-état (V, T) (par exemple) correspond exactement a une
loi de probabilité fy 1) sur Uensemble de tous les micro-états.

Le macro-état d’équilibre est celui qui est associé au plus grand nombre de micro-
états, c’est-a-dire qu’il est le plus probable parmi tous les macro-états.

¢ Lexemple de base : Jouons a pile ou face, et considérons la piece comme
une particule, qui peut étre dans deux états : 0 ou 1. Lorsque l'on lance N
piéces, on obtient un systéme de N particules.

e Les micro-états sont tous les éléments de {0,1}", il y en a 2N au total.

e Les macro-états sont caractérisés par deux nombres : N,, le nombre
de particules dans I'état O, et N;, le nombre de particules dans I'état 1.
Ils satisfont : Ny + N; = N. Le nombre «w de micro-états associés a un
macro-état (N, N; ) est donné par

o= (%) =

e Le macro-état (N, 0) est moins probable que le macro-état (N/2,N/2).

¢ L'entropie : La seconde loi de la thermodynamique affirme que si un sys-
teme isolé n’est pas a I’équilibre initialement, alors il évoluera jusqu’a un état
d’équilibre caractérisé par une entropie maximale. Par conséquent, 'entropie
S(X) et le nombre w de micro-états associés au macro-état X doivent étre reliés
par une fonction monotone. Boltzmann a introduit :

S = kglogw,

cette formule étant aujourd’hui gravée sur sa tombe. L'entropie S a 'avantage
d’étre additive : si deux sous-systemes n’interagissent pas entre eux, alors S =
S, + S, tandis que w = w;w,.

1.1.3 Maximisation de ’entropie et loi de Boltzmann

On considere maintenant un systeme de N particules, chacune pouvant étre
dans p états différents, notés {1,..., p}. Soit (N, ...,N,) un macro-état (N; étant
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le nombre de particules dans I’état i). Le nombre de micro-états possibles as-
sociés a (N, ...,N,) est donné par

N!

w=—".
N;!--N,!

On suppose qu’il n’y a aucun échange d’énergie avec le systeme. En particulier,
non seulement le nombre N = N; + --- + N, est fixé, mais cette fois 'energie
totale du systéme est elle aussi fixée. L'énergie de I'état i € {1,...,p} est notée
g >0.

L'objectif est de définir la notion de température, en recherchant le macro-état
d’équilibre, i.e. celui qui contient le plus grand nombre de micro-états. On doit
donc trouver celui qui réalise le maximum de « parmi tous les (N, ...,N,) qui

satisfont
p p
DN/ =N, YN =Ne, (1.3)
i=1 i=1

ou ¢ > 0 est fixé. En pratique, il est plus pertinent de maximiser log(w) plut6t
que w, et le probleme devient :

Nma§P{10g<N1 ) tel que ZN N, ZNs }

On peut utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange, et dans ce cas, la
fonction a maximiser est

&(Ny,...,N,) = log(w +aZN+[32Nsl, a,p eR.

On s’'intéresse en particulier au comportement lorsque N — co. En utilisant
la formule de Stirling, on garde le terme dominant dans le développement
asymptotique de ¢, qui devient :

p
®(Ny,...,N,) ~ logN! — ZN log(N;) + (a+1 Z ; ﬁZNiei.
i=1 i=1 i=1
Lorsque I'on dérive par rapport aux N; et qu’on cherche les points d’annulation,

on obtient :
N. — ea+ﬁ€i
; .

Les multiplicateurs a et 3 peuvent étre déduits de (1.3) et la probabilité de
trouver une particule dans 1’état i est donnée par

p; = & _ ! ePei avec Z(fB) = zp:e’“i
l N Z(ﬁ) i=1 .
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C’est exactement la version discréte de la loi de Boltzmann (1.2) (a condition
que f3 < 0), et de plus 8 est donné de maniere implicite par

d(logZ)
dp

On verra en exercice que cette équation admet une unique solution 3 < 0.

(B) =e. 1.4

Autrement dit, p; est la densité de particules dans I’état i, et on peut vérifier

les relations
p P
ZPiZL Zpigizg- (1.5)
i=1 i=1
Par la suite, w., désigne le nombre de micro-états possibles associés a N; =
[NeP/Z()).
DEFINITION 1.1.2. Le paramétre T = (—kzf3)~", ot f est la solution de (1.4),
est appelée température du systéme thermodynamique. En particulier, la tem-

pérature est définie seulement a Uéquilibre, et dans la limite thermodynamique
N — oo.

DEFINITION 1.1.3. La quantité

p
$(p1s-sPp) i= —kg ), p;log(p;) (1.6)
i=1

est appelée entropie thermodynamique.

PROPOSITION 1.1.1. Lentropie thermodynamique s’écrit également

5(p1>"'app) = S<83ﬁ) = kB( - /58 +10gz(/‘3>)

Ona

. kB log(weq)
ng{}o N s(e, B),
et p
&
op

et par conséquent s est une fonction de € uniquement.

On remarquera que le macro-état d’équilibre est celui qui maximise I'entropie
fini-dimensionnelle Sy(Ny,...,N,) := kglog(w) (parmi tous les w qui vérifient
les conditions (1.3)). Enfin, on notera aussi que

o 1

oe T’

qui correspond a l'une des affirmations célebres de la thermodynamique.
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1.2 Définitions générales des objets micro-canoniques

Dans cette section nous allons donner des définitions plus générales.

1.2.1 Distribution micro-canonique

DEFINITION 1.2.1 (Systeme thermodynamique). Un systeme thermodynamique
est composé de :

1. un paramétre N € N qui représente le nombre de particules

2. un espace d’état X et U'espace d’états produit XN

3. un Hamiltonien Hy, : XN — R qui représente la fonction énergie du systéme
4. éventuellement, des contraintes sur les paramétres macroscopiques.

REMARQUE 1.2.1. Pour un gaz, 'espace X est tres généralement I'espace des
phases pour une particule, c’est-a-dire les valeurs possibles prises par x = (p,q)
ou p est le moment, et g la position de la particule. 'Hamiltonien Hy contient
toutes les interactions entre les particules, et la contrainte est la fonction indi-
catrice que chaque position doit étre a 'intérieur d’'un certain volume V.

Par la suite on aura besoin des définitions suivantes :

DEFINITION 1.2.2. La fonction caractéristique 1, d'un ensemble A est définie
comme
1 sixeA,
La(x) = .
0 sinon.

La fonction §-Dirac sur R est définie comme suit : pour toute fonction lisse ¢, et
tout a € R, elle satisfait

qub(y)é(y—a) dy = $(a).

DEFINITION 1.2.3 (Ensemble micro-canonique). Lensemble micro-canonique
d’un systéme thermodynamique est la collection de toutes les mesures de proba-
bilités fy y uniformes sur les ensembles

Qpyn = {xeX"; Hy(x) =Eet x e V}.
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La fonction de partition micro-canonique est la fonction

1
Zpyn = _J 6(E—Hy(x)) 1 ey dx, (1.7)
N! Jxn
ol 0 est la fonction 0-Dirac sur R et 1, est la fonction caractéristique de 'ensemble
A

Lentropie fini-dimensionnelle est définie comme
S(E,V, N) = 1Og(ZE,V,N)'

On remarquera que le facteur 1/N! est introduit ci-dessus afin de prendre en
compte le caractére indistingable des particules, et d’assurer que S soit propor-
tionnelle a N (et additive). Enfin, la densité de probabilité micro-canonique des
micro-états x € XN associés au macro-état (E,V,N) est

1 1
= Zoun X ﬁ5(E — Hy(x))1 ey, X € Qpyn-

fevn(x):

REMARQUE 1.2.2. Dans beaucoup de livres de physique, cette derniére mesure
est remplacée par la mesure de Lebesgue (normalisée) de 'ensemble {x €
XN ; |Hy(x) — E| < €}, qui donne les mémes résultats en pratique. Notre
choix est cohérent avec la physique classique : tout d’abord, il tient compte
de la conservation de I’énergie, et de plus, le théoréme de Liouville affirme
que la mesure uniforme est invariante pour I'évolution du systeme qui suit une
dynamique Hamiltonienne (voir Section 1.2.2 pour plus de détails).

REMARQUE 1.2.3. On remarque que la définition de la fonction 6-Dirac im-
plique que, si v est une fonction sur X~, alors

| [ 8= )e() dydx = | 96 a1y(x))

Nous pouvons désormais définir les concepts de température et de pression. A
partir de maintenant nous supposerons que la constante de Boltzmann kj est
égale a 1.

DEFINITION 1.2.4. Supposons que Uentropie micro-canonique vérifie

. S(E,V,N) .V E
lim ————= =s(e,v), ol ———Vv et ——>e.
N—oo N N N-ow N N-w

La pression p et la température T sont définies comme

A

0s 1 0s p

%(e»")=§=ﬁ, 5(6,")2?
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1.2.2 Dynamique Hamiltonienne

Dans cette section nous verrons pourquoi la loi micro-canonique est la plus
naturelle. En mécanique Hamiltonienne, le systeme physique est décrit par ses
coordonnées canoniques r = (p, q), ou chaque composante (p;,q;) correspond
respectivement au moment et a la position de la particule i, tous deux élements
de RY. Lensemble (R? x RY)N est I'espace d’état.

DEFINITION 1.2.5. Les équations Hamiltoniennes sont associées a une fonction
Hamiltonienne donnée

Hy(p,q) : (R xRN - R

et gouvernent 'évolution temporelle du systéme de la fagon suivante :

dp _ JHy
G~ 5 P.a) 1.8)
dg _ , dHy
i op (p(t),q(t)) (1.9)

REMARQUE 1.2.4. En réalité, nous effectuons ici un abus de notation : les mo-
ments p; sont des vecteurs définis sur 'espace co-tangent.

Dans nos exemples, 'Hamiltonien représente I'energie totale du systeme, qui
est la somme de lénergie cinétique et de l’énergie potentielle, c’est-a-dire, de
maniere générale :
N T
p i Pi
HN(p: q) = Z om.

i=1 L

+V(q),

ou m; > 0 est la masse de la particule i et V est le potentiel d’interaction.
Dans ce cas, I’équation (1.8) se traduit de la maniére suivante : la dérivée
temporelle du moment est égale a la force Newtonienne, i.e. 'opposé du gra-
dient de I’énergie potentielle. L'équation (1.9) dit simplement que la dérivée
temporelle de la position est égale a la vitesse.

REMARQUE 1.2.5. Une solution du systéme (1.8)+(1.9) vérifie la propriété
suivante : Hy(p(t),q(t)) = Hyx(p(0),q(0)) est constante, autrement dit 'énergie
totale est conservée au cours de I'évolution temporelle.

DEFINITION 1.2.6. Le flot Hamiltonien ¢, : (R? x RO)N — (R? x RN est la
fonction

(P, q.) = (P(t),q(t)), (1.10)
ou (p(t),q(t)) est la solution du systéme (1.8)+(1.9) avec les conditions initiales
p(0) = p. et q(0) = q..
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Si 'on veut décrire I'évolution temporelle de n’importe quelle fonction de la
forme A(t) = A(p(t),q(t)), alors on peut vérifier que
dA
E = {HN’A}(t>’
ou le symbole {, -} est appelé crochet de Poisson et est défini comme
N
0B 0A (OB 0A
(Ba}:=Y BOA_ BOA
= dp; 0q;  0q; Op;
Supposons que I’état initial n’est pas connu, mais que 'on connait la densité
de probabilité p,(p,q) qui donne la probabilité de trouver initialement (p, q)
quelque part dans I'espace d’états. Si la condition initiale est donnée de cette
maniere (en termes de densité de probabilité), dans ce cas 1’évolution tem-
porelle doit aussi étre décrite de maniere probabiliste. Autrement dit, nous
devons travailler avec la loi p (p, q; t), qui satisfait au temps initial p(p,q;0) =

pO(p: q)

Avec cette notation, la densité de points se trouvant a l'intérieur d'un volume
Q, < (RY x RY)N au temps t est donnée par l'intégrale

Ng, (t) =L p(p,q; t)dpdq.
0

THEOREME 1.2.1 (Liouville). Lévolution temporelle de p(p,q;t) est régie par
I’équation de continuité de Liouville

% (P.q;t) = {Hy, p} = —{p, H}.

EXEMPLE 1.2.1 (Lois de probabilité invariantes). Le théoreme de Liouville im-
plique que si p constante sur I'espace des phases (i.e. la probabilité est uni-
forme), alors p est invariante, autrement dit dp /dt = 0.

Une autre loi de probabilité invariante est donnée par

1
p(p’ q) e Ee_HN(p7q),

ou Z est la constante de normalisation.

En général, les lois invariantes sont de bons candidats pour étre ergodiques, et
on peut s’attendre a ce qu’elles vérifient : pour toute fonction bornée g définie
sur I’espace des phases,
1 t
lim = | g(o(p,q))ds —> fg(p, 9)p (p,q)dpdq. (1.11)

t—o t Jo
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Plus précisément, les moyennes temporelles de la dynamique convergent en
temps long vers les moyennes spatiales prises par rapport aux lois uniformes.
Ce résultat est souvent lié au Théoréme ergodique de Birkhoff. Il s’avere que
étre invariant est une condition nécessaire pour étre ergodique.

Lorsque p est la loi micro-canonique définie en Section 1.2, la moyenne tem-
porelle (1.11) est appelée moyenne micro-canonique.

1.2.3 Equipartition de I’énergie et thermalisation

La convergence donnée en (1.11) est intéressante en physique lorsque g corre-
spond a I'énergie potentielle ou ’énergie cinétique d’une particule. Une ques-
tion particulierement difficile pour les mathématiciens est la suivante : que
peut-on dire des moyennes temporelles des fonctions individuelles d’énergie,
et comment sont-elles reliées entre elles ?

Tout d’abord, prouver que la limite (1.11) existe est déja non trivial. Il n’est
pas difficile de voir que la moyenne micro-canonique de ’énergie cinétique de
chaque particule prise individuellement est la méme pour toutes les particules.
Cette propriété est appelée équipartition de l’énergie. Elle est a la base de la
définition de la température T en mécanique statistique : I'énergie cinétique
moyenne de chaque particule doit étre égale a k;T/2.

Néanmoins, ce sont les moyennes temporelles de I'énergie cinétique qui de-
vraient réellement donner une définition de la température. Supposons que le
systeme soit initialement dans un état ou toute I'énergie se concentre sur une
seule particule. Si I'’équipartition de I’énergie est vérifiée, on devrait voir un
phénomene d’équilibration se produire : '’énergie cinétique devrait s’équilibrer
équitablement, en moyenne, entre toutes les particules. Ce processus est ap-
pelé thermalisation.

1.2.4 Conclusion

On a vu que la loi micro-canonique, qui est uniforme sur Qg y y est invariante
le long de I'évolution Hamiltonienne, qui correspond exactement a une dy-
namique des molécules consistente avec les lois de la physique classique. Pour
cette raison, cette loi de probabilité est vue comme un macro-état d’équilibre.

REMARQUE 1.2.6. Malheureusement, les compétences mathématiques actuelles
ne permettent pas de donner une preuve rigoureuse des théoremes ergodiques
qui donnent un lien solide entre 1a mécanique classique et la thermodynamique.
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Il existe trés peu d’exemples avec une démonstration compléte : ceux-ci concer-
nent principalement le mouvement de sphéres dures dans des boites fermées
(les billars de Sinai).

1.3 D’équivalence des ensembles

La difficulté principale qui apparait dans les calculs utilisant 'ensemble micro-
canonique provient de l'intégrale sur un espace contraint {Hy(x) = E} en trés
grande dimension. Cela s’avere un probléme de géométrie particulierement
ardu. C’est pour cette raison qu’il est plus judicieux de changer d’ensembles :
nous allons désormais considérer le systeme ou I'énergie n’est plus fixée mais
peut varier, alors que la température sera fixée.

DEFINITION 1.3.1. Soit 3 > 0. La fonction de partition canonique associée a
(B,V,N) est donnée par

1
gﬁ’V’N = Je—ﬂE ZE,V,N dE = Je—ﬁE+S(E,V,N) dE = ﬁ e—[J’HN(x) dX,

et est liée a la densité de probabilité canonique (ou mesure de Gibbs)

_ Se_ﬁE Zgyn fE,V,N(X) dE e~ PHN(x)

g/j,V,N(x) = g[a’,V,N - Se*ﬁHN(x) dx’

THEOREME 1.3.1 (Equivalence des ensembles). Supposons que Uentropie micro-
canonique vérifie

. S(E,V,N)
I\}EI})OT =s(e,v), (1.12)
lorsque
\Y
———>v and ——e.
N N—-w N N-w

On fait Uhypothése que s est strictement concave, continue, et vérifie, pour tout
B =0,

f exp (N[s(e,v) — Be]) de < Cexp(Na). (1.13)
{e;s(e,v)—Pe<a}
On définit la fonction f (f,v) de la maniére suivante :

Bf(B,v) =min{ep —s(e,v)}. (1.14)

ecR
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Enfin, on suppose que la convergence dans (1.12) est telle que, uniformément en
e)

S(E,V,N) — BE
1 (1.15)
N[s(e,v) — Be] N—w
Alors, pour tout 3 > 0,
. log gﬂ,V,N
léth}Oﬂ—N:_f(ﬁ’v)' (116)

REMARQUE 1.3.1. La fonction (f3f) est appelée transformée de Legendre de s.
On peut facilement montrer que, si s est différentiable et strictement concave,
alors

f(B,v)=e"(B,v) =B s(e(B,v),v) (1.17)
ou e* est 'unique solution de I'équation
os(e,v)
b= de

Une fois de plus, on retrouve une relation fondamentale de la thermodynamique.

Preuve. On note
Ds :={eeR; s(e,v) — fe>s(e*,v) — fe* — 65},

et D; le complément de Ds. D’une part, 'hypothese sur la convergence uni-
forme (1.15) implique que, pour tout N suffisamment grand, on peut remplacer
I'intégrande dans

Je—ﬁ“S(E’V’N) dE (1.18)

par sa limite : en effet, pour tout ¢ > 0, il existe N, € N tel que, pour tout
N > N,, pour tout e € R,

‘N_I[S(E,V,N) — BE] — [s(e,v) — ﬁe]‘ < 8‘s(e,v) — /J’e‘.

Plus précisément, pour de tels N > 0, on effectue le changement de variables
E = eN dans (1.18) et on majore

J e—ﬁeN+S(eN,V,N)de<f eN[s—[J’e]+[S—ﬁE—N(s—/3e)]de
DC

c
& D5

< f oNI(s—Be)els—Pell 4
=

< Cexp (N[s(e*,v) — Be* +¢|s(e*,v) — Be*| — 5]).
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D’autre part, pour N suffisamment grand, I'intégrale sur Dy peut étre majorée
d’apres (1.13) comme suit :

J e PNTSENVNIde < Cexp (N[s(e*,v) — Be*](1 +¢)).
Ds

De plus, puisque la fonction s a des dérivées bornées, sur un ensemble de taille
N~! I'intégrande ne peut pas varier plus qu'une constante ¢ > 0, c’est-a-dire
que l'on peut écrire :

J e PNHSENVN) 4o > cN~exp (N[s(e*,v) — Be*](1+ s))
Ds
On prend le logarithme, on divise par N, et pour tout € > 0 on obtient

—Bf(B,v)(1—¢)< lim inf log (N f eﬂEN”(eN’V’N)de)
N—ow N

et
1
lim sup — log (NJeﬂeN”(eN’V’N)de) <—Bf(B,v)(1+e).
N—oo N
Ceci implique (1.16). O

< Conclusion : Le théoreme d’équivalence des ensembles justifie I'utilisation
de I'ensemble canonique pour calculer des quantités thermodynamiques, et
donc l'utilisation de la fonction de partition canonique plutét que micro canon-
ique. On peut en particulier tout calculer a I'aide de transformées de Legendre.

On souligne que cette équivalence n’est valide que lorsque le nombre de partic-
ules (et donc, le volume, 1’énergie, etc...) devient infini. Ceci illustre le fait que
la mécanique statistique ne s’intéresse qu’a la description du systeme lorsque
sa taille devient tres grande.
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RESUME: La mécanique statistique ne cherche pas a donner une description
compléte de tous les constituants d’'un gaz (au nombre de 'ordre de 10%*), mais
cherche une loi de probabilité sur tous les micro-états qui soit compatible
avec un macro-état donné.
La modélisation microscopique des gaz a I’équilibre peut étre décrite ainsi :
1. Si N = nombre de particules, E = énergie totale du systeme,
et V = volume dans lequel se situent les particules:

(Hy, Qgy ) — loi de probabilité micro-canonique f; y \ a énergie fixée:
Hy(x) =E, X € Qgyn-

Cette mesure est difficile a manipuler (mesure uniforme sur des niveaux
d’énergie a priori trés compliqués), on préfere fixer la température, mais
on ne peut pas le faire comme précédemment car il n’existe pas de fonc-
tion similaire a ’Hamiltonien pour la température.

2. On préfere donc utiliser la mesure de Gibbs canonique

e_ﬂHN(x)
SQWNe*ﬁHN@)dZ,

avec x € Qyy = {xeX"; x eV}

9pvN (x) =

et f > 0 nommé inverse de la température est relié a '’énergie :

(i) Si [X| < oo (on exclut donc le cas X = RY x R? de la Section 1.2.2,
mais on se place dans le cadre de la Section 1.1.3, ou le parametre
V n’est plus une donnée du probleme), alors, grace aux multiplica-
teurs de Lagrange, on peut voir que la mesure de probabilité dis-

crete
efﬂHN(x)
g (x) = S5 xeXxN (1.19)

yexy e PN G)”

est celle qui maximise ’entropie

— > ulx)log(u(x)),

xeXN

sur 'ensemble de toutes les mesures de probabilité u a support dans
XN et vérifiant la condition

> w(x)Hy(x) = E. (1.20)

xexN

Le parametre 3 est uniquement déterminé par la relation (1.20)
une fois que I'on sait que le maximiseur de I'entropie s’écrit sous la
forme (1.19).

(ii) Si |X| = o, alors B et E ne sont reliés a priori que dans la lim-
ite thermodynamique N — oo. C’est le résultat du théoréme de
I’équivalence des ensembles.
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A partir de maintenant nous allons considérer le cas |X| < co.

1.4 Le modele d’Ising

1.4.1 Une transition de phase pour les aimants

Le modele d’Ising a été introduit par Wilhelm Lenz en 1920, dans le but de
comprendre les transitions de phase entre des comportements dits ferromag-
nétiques et paramagnétiques (Ising était étudiant en these sous la supervision
de Lenz). En effet, il avait été observé en 1895 par Pierre Curie qu'un méme
matériau pouvait étre ferromagnétique ou paramagnétique, en fonction de sa
température (d’ou une transition de phase entre les deux comportements).
Plus précisément, ce phénomene peut étre mesuré quantitavement grace a la
magnétisation. Supposons que le matériau soit soumis a un champ magné-
tique extérieur hii, d’intensité h € R orienté dans la direction 1i. Le matériau est
lui composé d’atomes qui portent chacun un moment magnétique d’intensité
1, qui a tendance a s’aligner sur le champ extérieur. La magnétisation m cor-
respond a la moyenne de tous les spins, projetés sur 4. Si tous les spins sont
alignés sur le champ extérieur, alors la magnétisation m sera tres proche de
sgn(h) = +1.

Imaginons maintenant que l'on fasse décroitre l'intensité h jusque 0. Deux
phénomenes peuvent se produire :

1. la paramagnétisation : la magnétisation tend elle aussi vers 0, c’est-a-
dire que les spins perdent complétement leur alignement

T A At [PA Rt e v
o7 T S A S N N NI A
T T4 th*r's R AL
A toa| |1 A L Rs oAt
vt N N I LRI
TP (A2 At A ks Ko

2. la ferromagnétisation : les interactions entre spins restent suffisam-
ment fortes pour conserver un certain alignement, méme sans la présence
d’'un champ extérieur. Dans ce cas, m tend vers une valeur appelée mag-
nétisation spontanée +m?*, dont le signe dépend si le champ extérieur
h tend vers O par valeurs positives ou négatives :



1.4. LE MODELE D’ISING 23
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1.4.2 Définition du modéle d’Ising

Le modele d’Ising s’est avéré le premier systéme atomique avec interactions
pour lequel il a été possible de prouver rigoureusement la présence d’une telle
transition de phase.

Dans le modele d’Ising, 'ensemble des micro-états (aussi appelés configura-
tions) est
Q)= {—1,1}", ou A Z4.

La valeur +1 au site x € A est appelé spin. L'ensemble A est un réseau pour
lequel x et y sont voisins, notés x ~ y, si et seulement si |x — y|; = 1.

Les interactions, encodées dans 'Hamiltonien, sont définies de telle sorte que

e les seules interactions possibles sont entre deux voisins x ~ y de A ;

e l'interaction doit favoriser les configurations pour lesquelles les spins de
deux sites voisins sont identiques. Autrement dit, si w, = w,, alors
I’énergie totale (ou 'Hamiltonien) décroit (ce qui augmente la valeur de
la probabilité), et si w, # w, alors I'énergie totale croit ;

e les spins cherchent a s’aligner avec un champ magnétique extérieur h €
R.

Ceci conduit a la définition de ’'Hamiltonien pour le modéle d’Ising :

Hypp(w) =P Z W, W, —hZ W,

X~y XEA

La mesure de Gibbs est notée

e—HA,fj,h(w)

Grpp(w) =
’ﬁx ZA,[j,h
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La limite thermodynamique est lorsque A devient tres grand, par exemple
lorsque A = {—n,...,n}¥ avec n — . Dans ce cas le nombre de spins est
N =n =|A|.

DEFINITION 1.4.1 (Magnétisation). La magnétisation totale est 'observable don-

née par
M, (w) = Z W,

XEA
La densité de magnétisation est
M, (w)
N
Si m, est proche de 0, alors la quantité de —1 et +1 est pratiquement égale. Si

m, est proche de l'une de ces deux valeurs, alors les spins sont presque tous alignés
dans le méme sens.

my(w) = e[-1,1].

Enfin, on définit la magnétisation moyenne

m,(B,h) = Z My ()G pp(w)-

WEN)

QUESTIONS QUE L’ON VA SE POSER :

1. Si h # 0, les spins ont-ils tendance a s’aligner sur sgn(h) ? Autrement
dit, est-ce que la magnétisation moyenne m, (f3,h) est proche de sgn(h),
quelque soit 3, lorsque A devient infiniment grand ?

2. Sih = 0, peut-on observer les comportements distincts :

(i) ou bien, la magnétisation moyenne est proche de 0 (la proportion
de +1 est presque identique)

— oui a haute température (3 petit)

(ii) ou bien, la mesure de Gibbs G, p0 S€ concentre essentiellement sur
deux configurations : la configuration w™ ou tous les spins sont
égaux a +1, et la configuration «w™ ou tous les spins sont —1
— oui a faible température (3 grand)

—> dans ce cas, il est judicieux de regarder le comportement de

m,(B,h) lorsque h — 0" et h — 0~. On s’attend en effet a ce que
les deux limites ne coincident pas.

3. Dans le cas h = 0, y a-t-il une valeur de f3 critique ou I'on passe d’'un
comportement a un autre ? Comme peut-on décrire cette transition de
phase ?
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LES DIFFICULTES :

Ces comportements seront observés dans la limite thermodynamique (A infini-
ment grand), et pour commencer, dans les limites a faible et haute température
(fp — 0etf — o0). On sera aussi intéressé a la limite h — 0 (pour connaitre la
magnétisation spontanée). Donc, au total, trois limites, a prendre dans le bon
ordre !
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Chapter 2

Transition de phase dans le
modele d’Ising

2.1 Limite thermodynamique : pression et mag-
nétisation

DEFINITION 2.1.1 (Pression). La pression micro-canonique du modéle d’Ising
est définie comme
1

1#A(ﬂ>}0 ::|AJ

log<ZA,/3,h)'

LEMME 2.1.1. La pression et la magnétisation moyenne sont reliés par

o, (B,h
() = LR,

La fonction (f,h) — v ,(B,h) est convexe.

Proof. La premiére égalité est un simple calcul. Soit a € [0,1]. On remarque
tout d’abord que H, g, est une fonction affine du couple (f3,h). On peut donc
écrire I'égalité suivante, puis appliquer I'inégalité d’Holder:

Zp apy+(1—a)yahy+(1—a)hy = Z exp (— aHyup 5, (0) — (1 — a)Hy g, 1, (w))

WEN)
a 1-a
—H —H
- < T A,ﬁl,h(w)) ( T A,ﬁz,h2<w>> ,
[SIS 99N [SIS 99N
ce qu1 prouve que IIJA est convexe. ]

27
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On considérera principalement deux cas :

1. le modele symétrique centré en 0,i.e. A= {—n,...,n} =: B(n)

2. le modele sur le tore, i.e. défini de la maniére suivante : 'ensemble des
sites sur lesquels sont disposés les spins est

A={0,...,n— 1} =:V(n)

et deux sites x, y sont voisins si et seulement si

d
Z y;) modn|=1.

Dans ce cas, pour se rappeler que les conditions au bord sont périodiques,
on notera ’'Hamiltonien

Hper ﬁwa th

x~y xevV(n)

per per per
et de méme pour G V). p ok Zv(n) MV(n) etc.

THEOREME 2.1.2. Dans la limite thermodynamique n — oo, la pression

est bien définie et ne dépend pas du réseau A,, = B(n) ou A, = V(n) choisi, ni des
conditions de bord (périodiques ou non). De plus, elle est convexe sur R, x R et

vérifie (B, h) = (B, —h).

Proof. Step 1: existence de la limite. On commence par montrer que la limite
existe dans le cas A = B(n).

Pour cela, on considére d’abord A = D(n) = {1,2,...,2"}¢ et ceci impliquera
que la limite existe pour A = B(n) et A = V(n) (sans conditions de bord péri-
odiques).

On va montrer que la pression dans la boite D(n + 1) est tres proche de la
pression dans la boite D(n). 1I est possible de décomposer D(n + 1) en 2¢
translatés disjoints de D(n), notés D*(n),...,D* (n).
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L'Hamiltonien sur D(n + 1) se décompose alors :

n+1 Z I_IDl

ou R, contient toutes les interactions entre des spins qui appartiennent a des
sous-boites différentes, c’est-a-dire ceux qui sont situés sur les faces de contact.
Ily a exactement d faces, et chacune de ces faces contient (2"1)4~! points. On
peut donc borner :

R,| < pd(2m) .

On écrit donc

n+1 ZHDl(n) ﬁd(2n+1)d71

ce qui implique

(n+1)(d—1)
Zome1) < € Z H exp (— Hpi(y ().

WEQp (41 =1

Dans la somme, on peut de nouveau décomposer D(n + 1) et on écrit alors 2¢
sommes sur w' € D'(n) :

Zd
Z HeXP — Hpin) (@ H 2 exp ( — Hps (@ ))Z(Zn(n))2d~

CL)GQD(”+1) i=1 i=1w EQDL( )

On obtient de la méme facon une borne inférieure, et en résumé :

d

_ (n+1)(d—1) (n+1)(d—1) d
e Pd2 (Zpy)* < Zpgyr) < eP? (Zp(n))?
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On prend alors le logarithme, on divise par |[D(n + 1)| = 2¢("*1) et on obtient
ﬂdz(n+1)(d—1) (a1
[ Ypns1) — Poml < v T pd2- Y,

Ceci implique que () est une suite de Cauchy : pour tout n < m,

Yo — Yol < Bd(27"—27T).

Donc la limite lim,_,,, {p(,) existe et on la note 1.

Step 2: limite dans le cas général A, = B(n) ou A, = V(n). Commengons
par quelques remarques utiles. Le bord de A, noté JA,, est composé de 2d faces
de dimension d — 1, c’est-a-dire :

e |0A,| =2d(2n + 1)%"! points, dans le cas A, = B(n),

e |0A,| = 2dn?~! points dans le cas A, = V(n).

Enfin, [A,]\A, contient au plus |0A,||D;| points.

On fixe un entier k € N et on partitionne Z? en partant de D, et en pavant tout
le domaine par des translatés de D, tous adjacents. Pour chaque n € N on
note [A, ] un recouvrement minimal de A, par des éléments de cette partition,
c’est-a-dire : il existe J — N tel que

A< [A] = DY
jeJ
et de plus, si pour un certain J' < N on a

A, C UD,EJ), alors J < J'.
jelJ’

On compare alors 1), avec la limite précédente v, en utilisant I'inégalité tri-
angulaire de la maniere suivante :

[Ya, =P < Py, — Yl t W)[An] —Yp |+ [Yp, — Y|

Soit ¢ > 0. Puisque, d’apres I'étape précédente, Y, — 1) lorsque k — oo, il
existe k, (qui dépend des parametres f3,h et de €) tel que

Y, — 2| <e/3,  pour tout k > k.

On calcule ensuite v, ; : de maniere similaire a ce qui précede, on montre
facilement que

Hip (@) =) Hyo () + W,
jeJ
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ou W, contient toutes les interactions entre les sites qui sont situées sur les
faces de dimension d — 1 des boites D, (qui sont adjacentes). Il y a exactement
|J| = |[An]| / |Dy| telles boites. On en déduit

[A,]] 2d (29)!
| D 2

W, < B = Bd27¥][A,]|-

Par conséquent, un calcul tres identique a celui effectué dans I’étape 1 montre
qu’il existe k; (qui dépend de f3 et €) tel que

W |
[[AL]]

On fixe alors k > max{ky, k, }. Et on définit A, := [A,]\A,,. On voit facilement
que

= pd27" < ¢/3.

[Ya,] — Yol <

[Hy, (@) =Hp j(@)| < (2dB + |h[)[An] < (2dB + [R])|0AL][De], w0 € Qe

On en déduit :

Zpg= Y et < N e (@) N p@dpADiA

wGQ[An] w’EQAn o)”GQAn

_ c@p+l+ogDIA 7

On en déduit,
|logZy 1 —logZ, | < |0A,||Dy| (2dpB + |h| +1og2).

Enfin, puisque
A A,||D
LAl
Ayl Ayl

et en utilisant le fait que |0A,|/|A,| — 0, on a pour n assez grand

YA, —Pa,l < /3.

On en déduit que, pour n assez grand

WJAn —Y|<e.

Step 3: indépendance des conditions de bord (périodiques ou non). On
doit maintenant comparer 1[)3?;) avec Yy, (pour lequel on sait que la limite
existe).
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On le fait de la méme facon que précédemment : dans Hper ilyadn? ! inter-

actions supplémentaires (celles entre les faces de d1mens1on d — 1), et on peut
montrer de maniere similaire que

—pdn?—? per pdni=!
e Zy Z, <e Zy

() S Ly S (n)>

and therefore

d—1
ﬂd” — pdn' — 0.

n—aoo

T~ | <

Step 4: convexité et symétrie.  Puisque (f,h) — Y ,(B,h) est convexe
(Lemme 2.1.1), sa limite est également convexe. De méme, il est facile de
voir que h — (B, h) et h — > (B, h) sont paires, quelque soit 3. Il en est
donc de méme pour la limite. O

2.2 Calculs explicites en dimension 1

Dans toute cette section on supposera d = 1. Nos deux espaces deviennent
B(n) ={—n,...,n} etV(n) = Z/nZ.

THEOREME 2.2.1. Pour tout 3 > 0 et tout h € R, la pression Y (f3,h) est égale a

Y(B,h) =log {eﬁ cosh(h) + \/62/5 cosh?(h) — Zsinh(zﬂ)}

Proof. Puisque la limite vy (8,h) = lim,_,,, 4, (B,h) ne dépend pas de A,, on
va choisir A, = V(n) avec conditions au bord périodiques. Gréce a ce choix,

on va écrire Zp V(n)p.n COMME la trace d’une matrice 2 x 2. En effet, pour chaque

W € Qyp), 0N a = (W, ...,w, 1), et on définit par convention w, = wy.
Alors, la fonction de partition s’écrit
per o Hper) 5, h
Zwpn= 2o € MO

weﬂv(n)

- % 3 3 fleeee

=+1lw,= =+1

On note A la matrice:

A— Ave A el th P
T\ALL A__ ) \ePth b )¢
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Cette définition nous permet d’écrire ZP' comme
V(n),B,h
per
Z Z 2 Z H Wi41,W;"
=+lw,= w,_1=F1i=1

On remarque alors que, pour tout n, le coefficient de la n-eme puissance de A
se calcule :

(An)wowo = Z Awlwo(An 1 wowy Z Aw1w0 Z Aw2w1 An 2 w0w2

=41
— Z Z Aoy oo, -
w=11 w,_1=%*1
Et ainsi
per _ n
ZV(n) B Tr(A )

Il suffit donc de calculer les valeurs propres de la matrice A. Elles sont données
par

A, = eP cosh(h) + \/ezﬂ cosh?(h) — 2sinh(2f),

avec A, > A_. On en déduit

@ logk++%log (1+ (%)Tv o ——logA,.

+

COROLLAIRE 2.2.2. La densité de magnétisation moyenne
n—0oo n
est bien définie, ne dépend pas du choix A, = B(n) ou A =V(n), et elle vérifie

51!)

m(p,h) = —-(B,h).

De plus, h — m(f3, h) est continue sur R (quelque soit ) et

limm(fB,h) =m(f,0) =

h—0

C’est ce qu’on appelle un comportement paramagnétique : lorsque lintensité du
champ extérieur tend vers 0, les spins perdent complétement leur alignement, et
la proportion de +1 devient comparable.
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Proof. Pour prouver que la limite existe, il suffit d’inverser deux limites :

lim 7, (B,h) = lim W Boh) il

n—oo n—00 ch 0_h

= = lim 4y, (8,h) = =~(B.h).
Oh n—o

Pour montrer la deuxiéme égalité, on utilise la propriété suivante : Soit {g,}
une suite de fonctions convexes qui convergent ponctuellement vers une fonction
g. Si g est différentiable en x, alors lim,,_, ., 0% g,(x) =1lim,_,, 0~ g,(x) = g'(x).

Pour montrer le dernier point, on peut facilement vérifier que

(B0
oh
en utilisant la parité de h — 1 (f3,h) donnée par le Théoréme 2.1.2. O

REMARQUE 2.2.1. On remarque que ce résultat ne dépend pas de I'aspect uni-
dimensionnel, mais seulement du fait que y(3, -) est suffisamment réguliere.
En fait, ce résultat peut se généraliser, c’est I’objet du paragraphe suivant.

2.3 Premiere définition de la transition de phase

On note
Dp:= {heR; ¢(B,) nest pas différentiable en h}
0 0
~{ner: Ln) » 22(pm)

" Oh~ oh+

LEMME 2.3.1 (Rappels sur les fonctions convexes). Lensemble D est au plus
dénombrable.

Proof. On va le montrer pour n’importe quelle fonction f : R — R convexe.
Puisque R est une union dénombrable d’intervalles fermés [a, b], il suffit de se
restreindre a un tel intervalle. La définition d’une fonction convexe nous dit
que, pour tout x <y <z,

fO-Fx) _f@-fx) _fE)-f)

~ ~
y—Xx Z—X z2—Y

Par conséquent, les fonctions
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sont croissantes, et les dérivées a droite et a gauche 0*f et 0~ f sont bien
définies. De plus, pour tout x < y, elles vérifient

fy)—f(x)
y—X
En particulier, 0* f et 0~ f sont croissantes. Soit ¢ > 0. On va d’abord borner

les dérivées a droite et a gauche. Pour cela, soit ¢ > 0. Puisque f est continue,
on peut définir

Ofx) <O f(x),  flx)< <o fly). @D

M:= Ma,b,a = sup |f (.X')’ < .

x€la—e,b+e]
D’apres (2.1),

f(b+¢€)—f(b) 2M

ot f(b) < < —
& &

oo L@ flaze) v
€ &

Comme, par ailleurs,
0 fa) <o f(x)<otf(x)<d"f(b), pour tout x € [a, b],

on en déduit oM
sup [0%f (x)] < —.
x€[a,b] €
Soit r € N. On remarque que
{xela,b]; 0" f(x) >0 f(x)} = J{xela,b]; 0" f(x) =0 f(x)>+}.

r=1

Il suffit donc de montrer que pour tout r € N, r > 1, 'ensemble

A i={xela,b]; dtf(x)—o f(x)=1}

ne contient qu'un nombre fini de points. Soit x,,..., Xy des points distincts de
A,, ordonnés de la maniere suivante

x1<x2<'--xN.

D’apres (2.1), 07 f (x)) < 0 f (xx,1) et donc

(0 F () — 0 F (1) < 2 () — 0 F () 2 0 F (i) — 0 F ()
k=1 k=1

=07 f (xy) = 0 f (x1)
4M
T.

~
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Par ailleurs, par définition de 4,, on a également

(% F () — 0 F(x) = 3,

r

M=

k

1

on en déduit donc
4Mr
N<—,
€

et A, est fini. O

PROPOSITION 2.3.2 (Régularité de la pression et magnétisation).

1. Comportement en dehors de D : Pour tout point (3, h) tel que h ¢ Dy,
la densité de magnétisation moyenne

m(f,h) := lim m, (B,h)

n—aoo
est bien définie, ne dépend pas du choix A, = B(n) ou A, = V(n), ni des
conditions de bord. Elle est donc bien définie presque partout.
De plus, elle est continue en h et satisfait

o

m(p,h) = S

(B,h).

2. Comportement sur D4 : Pour tout (f3,h) tel que h € Dy, soit

e {h,} une suite a valeurs dans R\D qui tend vers h par valeurs > h,

o {h, } une suite a valeurs dans R\ qui tend vers h par valeurs < h.

Alors :
L oY R _ oy
+ _ Y _
h?r_r,lhm(ﬁ’hk )= oh+ (B,h), ht_lr_r,lhm<ﬁ’hk )= ch— (B,h).
h;>h h;<h

En particulier; h — m(f3, h) est discontinue en tout point h € Dy.

Proof. Comme nous I'avons rappelé précédemment, les dérivées a droite et a
gauche d’une fonction convexe f vérifient plusieurs propriétés :

1. les fonctions x — 0" f (x) et x — ¢ f (x) sont croissantes;,

2. x — 07 f(x) est continue a droite, et x — 0~ f (x) est continue a gauche,
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3. si {f,} est une suite de fonctions convexes qui converge ponctuellement
vers une fonction f, et si f est différentiable en x, alors lim,_,, 0% f,(x) =

lin—lnaoo aifn(x) = f,(x)'

Les deux premiers points se déduisent directement de (2.1). On montre rapi-
dement le troisieme point : de nouveau en utilisant (2.1), on a quelque soit
h>o0,

falx +h) = falx) _ flx+h)—f(x)

limsup 07 f,(x) < limsup = ,
n—oo n—oo h h

et en faisant h — 0, h > 0, on obtient

0t f (x) = limsup 07 f,(x).

n—aoo

On montre de la méme manieére

0~ f(x) < liminfo™ f, (x).

n—oo

Enfin, comme f, est convexe, les deux inégalités donnent

0" f(x) < lir{rlglfa_fn(x) < limsup 0" f,(x) < 0" f (x)

n—oo

et comme f est différentiable en x, les deux extrémités sont égales : 07 f (x) =

~N—

0~ f (x) et toutes les inégalités sont des égalités. Revenons au théoreme :

1. Comportement en dehors de D, : puisque 2 (f3,) est différentiable en
h ¢ D4, on peut intervertir les limites d’apres le point 3 ci-dessus :

o 0 Py, (B,h)

o (B,h) = %,}ggowm/&,h) = lim ——>— = lim m, (B, h).

La continuité de m est une conséquence du point 2 ci-dessus.

2. Comportement sur Dz : On applique directement ce qui précede a h,‘: et
h, , qui n’appartiennent pas a Dg. O

DEFINITION 2.3.1 (Transition de phase). On définit la densité de magnétisation
spontanée

m*(B) = lim (B, h),
h>0

qui est toujours bien définie, quitte a prendre une suite {h,} a valeurs dans R\D.

On dit qu’il y a transition de phase en (fy, hy) si h — Y (fBy, h) n’est pas différen-
tiable en h, (i.e. hy € Dy ).
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La pression nous apporte donc des informations sur le comportement ferro-
magnétique ou paramagnétique du modele d’Ising. Malheureusement, elle est
souvent tres difficile (voire impossible) a calculer. La dimension 1 est un cas
tres particulier.

Dans le chapitre suivant, nous allons voir que la régularité de la pression est
également liée a I'unicité des mesures de Gibbs en volume infini.



Chapter 3

Mesures de Gibbs en volume infini
et inégalités de corrélations

La compréhension des mesures de Gibbs G, g, va nous permettre :

1. de détecter la présence ou non d’une transition de phase, lorsque A = 74
(on va donc commencer par construire les mesures de Gibbs en volume
infini),

2. d’obtenir des propriétés statistiques du modele, par exemple les fluctua-

tions de la densité de magnétisation, ou bien les corrélations entre des
spins éloignés.

3.1 Modele d’Ising avec conditions au bord fixes

DEFINITION 3.1.1. Soit A = Z% un réseau fini, et n € {—1, 1}Zd une configuration
donnée. On définit le modele d’Ising sur A avec condition au bord 7 de la
maniére suivante :

o son espace d’états est Q) := {we {~1,1}*"; w, =1, Vx¢A};

e [’ensemble des arétes comportant des interactions est
Ei={(x,y)eZ'x2%; |x—y|1 =1 et {x,y}nA#T};

e Uénergie d'une configuration w € 2 est

H?\,ﬁ,h<w) =B Z Wy Wy — hz @x s

{x.y}e€} xeA

39
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e sa mesure de Gibbs est la mesure de probabilité sur Q) donnée par

1

n b

ABh T exp( HAﬁh)
APk

ol Z:’\ pn &St la fonction de partition

z Bt Z exp ( — Hf\,/s,h(")))'

wEQX
Deux conditions au bord joueront un role important par la suite :

. . + . 7 .. + o
1. la condition au bord 1™, qui vérifie n” = 1 pour tout x,

2. la condition au bord 1, qui vérifie n_ = —1 pour tout x.

Dans ce cas, on notera les mesures de Gibbs respectivement g; TCaINT (et
de la méme facon, Qj{, Q,, etc.). Afin d’'unifier les notations, les mesures de
Gibbs vues précédemment seront notées : QAQ g Si les conditions au bord sont

libres, et gieg , Si les conditions au bord sont périodiques.

Notation: Plus généralement, Q , désigne la mesure de Gibbs du modele

d’Ising sur le réseau A avec condltlons au bord #. Les autres caractéristiques

du modeéle sont notées de la méme maniére : Z* A te.

Enfin, a partir de maintenant on notera 'espérance d’une fonction f par rap-

port a une mesure de probabilité u entre crochets : plus précisément, 'espérance
N A# ,

de f par rapporta G \p.n €St IOt

I gni= 2, Fl@)GL (o).

#
weNY

Dans les sections suivantes, on va construire des mesures de Gibbs en volume
infini en considérant les limites de suites de type

#n
Ap.B3,h°

ot A, — Z¢ et #, est une suite de conditions au bord bien choisies.
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3.2 Notions de convergence et théoreme

On va d’abord donner un sens plus précis a la convergence de réseaux A, — Z.

DEFINITION 3.2.1. On dit que la suite de réseaux finis {A,} converge vers Z4 si

1. la suite est croissante : A, < A, 4

Sini d. _7d
2. la réunion recouvre Z¢ : | J,-1 A, = Z°.

DEFINITION 3.2.2 (Fonctions locales). Une fonction f : {—1,1}%" — R est dite
locale s’il existe A < Z4 de cardinal fini tel que f (w) = f(w’) dés que w et w’
coincident sur A (c’est-d-dire w, = ' pour tout x € A). Le plus petit ensemble
A vérifiant cette propriété est appelé le support de f et est noté Supp(f).

DEFINITION 3.2.3. Soit A, — Z% et {#,} une suite de conditions de bord.

On dit que la suite de mesures de Gibbs {Qf” pn) converge vers Iétat () si et
seulement si,

. #n .
Hm (forn g =)
pour toute fonction locale f : {—1,1}%" - R.

Cet état {-) est appelé état de Gibbs en volume infini & température ' et
champ extérieur h.

REMARQUE 3.2.1. En particulier, les propriétés suivantes sont automatique-
ment vérifiées par la limite {-) :

1. Normalisation: (1)=1
2. Positivité : si f >0, alors (f) >0
3. Linéarité : pourtout AeR, (f + Ag)={f)+ A{g).

DEFINITION 3.2.4. On dit qu’un état {-) est invariant par translation si, pour
tout fonction locale f et tout x € Z¢,

fo06)={)

ol O, est la fonction de translation définie par

(0 W), 1= w, .
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L'un des premiers théorémes que 'on va montrer est le suivant :
THEOREME 3.2.1. Soit B > O et h € R, et soit {A,} une suite de réseaux qui
converge vers Z%. Les mesures de Gibbs suivantes convergent lorsque n — oo :
+ + - -
<'>An,ﬁ,h o0 <'>ﬂ,h’ <'>An,f5,h oo <‘>/5,h
et les deux état de Gibbs obtenus, <>;h et (-), , ne dépendent pas de la suite {A,}

choisie. De plus, ils sont invariants par translation.

Nous allons introduire maintenant les outils nécessaires a la démonstration de
ce résultat.

3.3 Inégalités de corrélation

3.3.1 Fonctions locales et fonctions cylindriques

Puisque l'on doit calculer la limite de

Fornpn

pour toute fonction locale f, commencons d’abord par étudier la structure de

. . d .
ces fonctions locales. Pour cela, quelque soit w € {—1,1}*, et quelque soit
A c 7% sous-réseau fini, on note

Wy = wa e {-1,1},

X€EA

ny(w) := an(w), avec n,(w) := %(1 + w,) € {0,1}.

X€eA

LEMME 3.3.1. Soit f : {—1,1}%" — R une fonction locale.

Il existe deux suites de coefficients { j?A} Acsupp(f) €t 1 j?A} acsupp(f) telles que

f= fawn, f= Z fana(w).
AcSupp(f) AcSupp(f)
Proof. La preuve est donnée en exercice (Feuille 3). O

Gréce a ce lemme, pour montrer la convergence de (f )+ s il suffit d’étudier
la convergence de

{wp)s Bk pour tout A < Supp(f),
ou
<nA(co)>j\—r B pour tout A < Supp(f).
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3.3.2 Les inégalités GKS et FKG

Linégalité GKS (Griffiths-Kelly-Sherman) montrent que w, et w, sont posi-
tivement corrélés lorsque les conditions au bord sont libres, ou périodiques ou
n™. Elle est en fait vérifiée dans un contexte plus général : soit B = {3, } une
suite de réels > 0 indexés par les arétes {x, y} € £, et soit h = {h, } une suite
de réels indexés par les sites x € A. On définit alors ’Hamiltonien généralisé,
pour tout w € Q A» bar

H/b\Bh Z Byywyw, thwx.
{x,y}egb XEA

THEOREME 3.3.2 (Inégalité GKS). Soit A — Z% un réseau fini, soit B et h comme
ci-dessus, et supposons h, = 0 pour tout x € A.

Alors, quelque soit A,A’ — A, on a
<a)A>X,B,h = 0

<“)A°)A’>X,B,h = <wA>X,B,h<wA'>X,B,h'

Per

Ces inégalités sont vraies également pour les mesures <->f3 b et COh

Proof. La preuve sera donnée en exercice (Feuille 3). O]

L'inégalité FKG (Fortuin—Kasteleyn—Ginibre) s’intéresse aux événements crois-
sants. Pour cela, nous devons d’abord définir un ordre partiel sur les configu-
rations ¢ : on dit que w < ' si et seulement si w, < ' pour tout x € A.

DEFINITION 3.3.1. On dit qu'un événement E — {—1,1}" est croissant si
(weE e w<aw) = ek

On dit qu’une fonction f : {—1, 1}Zd — R est croissante si et seulement si
f(w) < f(e)  pourtout w < '

En particulier; si E est croissant, alors la fonction indicatrice 1 est croissante.

Par exemple, les fonctions suivantes sont des fonctions croissantes : pour tout
xelANetAcCA,

W — Wy, w—n,(w)
ainsi que
w — ny(w), wHZn ) —ny(w).
XEA

Cette fois, I'inégalité FKG est valide quelque soit les valeurs prises par les
champs h,
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THEOREME 3.3.3 (Inégalité FKG). Soit A — Z% un réseau fini, soit B et h comme
ci-dessus, et soit # n’importe quelle condition de bord.

Alors, pour toutes fonctions croissantes f et g,
# # #
f g>A,B,h > (f >A,B,h<g>/\,3,h'

Proof. La preuve sera faite au chapitre suivant. O

3.3.3 Conséquences des inégalités GKS et FKG

L'une des conséquences les plus importantes pour construire les états de Gibbs
en volume infini est la suivante :

LEMME 3.3.4. Soit f une fonction croissante, et A, = A, < Z* deux réseaux finis.
Alors, pour tout  >0etheRR;

<f>Xl,ﬁ,h > <f>Xz,ﬁ,h'

La méme inégalité est vérifiée pour la condition au bord négative — si f est une
fonction décroissante.

Proof. La propriété suivante se montre facilement : soit A — Z¢ fini. Pour tout

. . d st e s
A < A, pour toute configuration 1 € {—1,1}%, et tout ' € QX, on a I'égalité
des mesures suivantes :

Q:\"ﬁ’h ( | w, = ! pour tout x € A\A) = Z”'ﬁ’h(.). (3.1)

Pour montrer cette égalité (on donne seulement quelques éléments), on com-
mence par le cas h = 0, et on remarque que

= u{{x,ytes; (x,y}nAa =}

Puis on utilise la formule des probabilités conditionnelles. Si w e Qx’, on peut
facilement décomposer le terme exponentiel :

exp (/5 Z coxcoy> = exp (/3 Z coxcoy> exp (/5 Z w;w’y).

{x,y}egk {x,y}egg {x,y}eé'k
{x.y}nA=g

La fonction de partition peut étre décomposée de la méme facon : la somme sur
w € Q, est écrite comme une somme sur wy € {2, et une somme sur w € Q) a.

Zx’ﬂ,ozzzﬁ,o Z exp </3 Z 6x6y>

WEQ\ A {x,y}eé’k
{x.y}na=g
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Le cas h > 0 en découle facilement, puisqu’il n’ajoute qu'une somme Y, w, qui
peut étre décomposée de la méme maniére sur A et sur A\A. Aprés quelques
calculs la propriété (3.1) est démontrée.

On utilise cette propriété avec A = A; et A = A,, et ' =1 =n". On calcule
I'espérance de f :

<f>/J\rl,/5,h =<(f | w,=1,Vxe A2\A1>Xz,/3,h

+
_ <f l{cole, VxeAz\A1}>/\2,/5’h

= + ’
<1{wx =1,V xeAy\A; } >A2,ﬁ,h

Puisque la fonction 1y, _; v xen,\a,} €St une fonction croissante, on peut appli-
quer l'inégalité FKG, et on obtient :

<f >j\_2,ﬁ,h <1{wx:1, N xeAz\A1}>X2’/5’h

<1{wx:1, v xeAZ\A1}>/J\rz,ﬁ’h

<f>;\Ll,/5,h < = <f>/J\rz,/5,h'

]

Une autre conséquence importante est le role des conditions au bord + et — :

LEMME 3.3.5. Soit A — Z¢ fini et soit f une fonction croissante. Pour tout f > 0,
tout h € R, et toute condition au bord 7,

Fonpn <Inpn < oxpn

Proof. On introduit la fonction

I(w) = exp (/3 D, oxn) - m)) = exp (/5 > w(1- ny)).
X€EA,y¢A xeA,y¢A
X~y x~y
Tout d’abord, on observe que

3 e oo = 3 ¢ i),

+ n
we weRN

A chaque w € Q) dans la somme correspond un unique & € Q) qui vérifie
w < w. Et par conséquent, puisque f est croissante, f(w') < f(w), on en

déduit : , b
D e el (@) = 3] e M @I(0)f (o).

+ n
WERN, weN,
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Ce qui implique :

_gb _ b o
5t  Yoere (@) Voepe @) (0) AP,
M Za)eﬂj\' eiHi’ﬁ’h(w) Zwenj’\ ein’ﬁ’h(w)I(‘U) <I>7\,/5,h .

Puisque I est croissante, on peut utiliser I'inégalité FKG, et on obtient :

<f >X,ﬁ,h = <f >X,ﬁ,h'

3.4 Preuve du Théoreme 3.2.1

Considérons la condition au bord positive +. Soit f une fonction locale. D’apres
le Lemme 3.3.1, et par linéarité,

Evupn= 21 Iun(@D] o
(f)

AcSupp

Puisque les fonctions w — n(w), sont croissantes, on peut appliquer le Lemme
3.3.4, et on obtient, pour tout n > 1,

<nA(w)>Xn,ﬂ,h = <nA<w)>/J\rn+1,ﬂ,h'

La suite {(n,(w))x pain=1 est décroissante et minorée par 0, donc elle con-
verge lorsque n — oo vers une limite, que 'on note £,. On pose alors

Eopni= 2 Fala=1lm) 4

AcSupp(f)

On vérifie facilement que <>;r , Vérifie les propriétés de normalisation, linéarité
et positivité.

Nous vérifions maintenant que la limite ne dépend pas de la suite {A, } choisie.
Soient Al — Z¢ et A2 — Z¢ deux suites de réseaux, et notons <>g; et <>g:
les limites respectivement obtenues. Il existe une suite {A,},-, telle que, pour
tout k> 1,

Mg AL Anc AL Ac A

n>=1 n=1

Par définition, A, — Z¢, et on sait d’aprés ce qui précéde que lim,_, .(f >+Ak b
existe quelque soit f locale. Or,
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o {{f)A, ,pnlk estune sous suite de {<f>j\r}1’ﬂ’h}n

o {(f)A, pnlx €St une sous suite de {<f>Xﬁ,ﬁ,h}n’

ce qui implique que les limites {f >g; et (f >g: coincident quelque soit f .

Enfin, nous prouvons I'invariance par translation. Soit f une fonction locale.
Quelque soit x € Z¢, f o 0, est aussi une fonction locale, et la suite de réseaux
0_.A,:=A, — x converge vers Z%. De plus, on vérifie facilement

(fo 9x>;_xAn,ﬁ,h - <f>/J\rn,/5,h'

Comme la limite ne dépend pas de la suite de réseaux choisis, on a d’aprées ce
qui précede
+ +
<f o 9x>6—xAn’/3:h n_m’ <f o 9x>ﬁ’h:
et

<f>Xn,ﬂ,h — <f>g’h;

n—aoo

ce qui prouve I'invariance par translations.

3.5 Preuve de I'inégalité FKG

Nous donnons ici une preuve élégante de I'inégalité FKG, dans le cas ou B est
constante égale a 3 > 0 et h est constante égale a h € R.

Pour cela, nous commencons par quelques rappels sur les chaines de Markov
a temps discret.

3.5.1 Construction d’une chaine de Markov a partir de sa
mesure invariante

Soit A = Z%, et soit u une mesure de probabilité sur I'espace Q, = {—1,1}"
(de cardinal fini). On suppose que

u(w) >0, pour tout w € Q.

On souhaite construire une chalne de Markov (X,,) sur 'espace d’états Q2 telle
que u soit son unique mesure invariante. Cela peut étre réalisé grace a la
construction suivante, due & Gibbs :
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1. On choisit X, € 2, selon une loi quelconque.

2. Supposons que l'on ait construit X,, = w € Q,. On construit X, ; = '
de la facon suivante :
(a) On tire un nombre u € [0, 1] selon la loi uniforme sur [0, 1].

(b) On choisit un sommet x € A selon la loi uniforme sur ’ensemble
des sommets A.

(c) On définit ' sur A\{x} :

W =w

Y v pour tout y # X.

(d) La valeur de co; est choisie selon la valeur de u :

o — +1 siu<u(@d,=+1| », = w,, pourtouty #X)
x —1 sinon.

Autrement dit, les transitions X,, — X,,,; changent la valeur d’'un seul site de
la configuration, et de plus, la probabilité de transition pour passer de w a «’,
si w et ' ne différent d’au plus d’une valeur sur un seul site, est égale a :

1 . ~
plw— )= Wu(wx =+1|®, = w,, pour tout y # x)
1 )
Al p(w) + p(e)
On montre facilement les propriétés suivantes :

LEMME 3.5.1. La chaine de Markov (X,,) ainsi construite est irréductible, apéri-
odique, et son unique mesure invariante est (.

Proof. Montrons d’abord qu’elle est irréductible. Soit w # ' deux configura-
tions de ,. Alors il existe une suite

(w =Wy, W1,..., W =)

telle que, pour tout i € {0,...,k — 1}, w; et w;,, ne différent que par la valeur
d’un seul site, et k est fini (au plus égal a |A|). Chaque transition w; — w;;
a une probabilité strictement positive. Donc il existe un entier k tel que la
probabilité que X, soit égal a w’ sachant que X, = w est strictement positive.

La chailne est apériodique car p(w — w) = 1/(2|A]) > 0.
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Enfin, ceci implique que la mesure invariante est unique, donc il suffit de mon-
trer que u est bien invariante pour la chalne. C’est en effet le cas car (X,,) est
réversible pour la mesure u : on a

w(@)p(w — o) = iM

Al () + pler) ~ PP = @)

3.5.2 Couplage monotone

On considére maintenant deux mesures de probabilités u et i sur 2, telles que
u(w) > 0 et ti(w) > 0 pour tout w. On suppose de plus : pour tout &, ' € 2,
tels que w’ < @, et pour tout x € A,

pw, | w, = w;, pour tout y # x) < fi(w, | w, = @,, pour tout y # x).
(3.2)

DEFINITION 3.5.1. Un couplage monotone de u et t est la donnée des deux

~

chaines de Markov (X,,) et (X,) construites comme précédemment, mais avec la
méme valeur u € [0, 1] et le méme sommet x € A.

LEMME 3.5.2. Soit (X,,,X,,) un couplage monotone de et [i.

Si,aurangneN, X, <X, alors X, ;; <X, ;1.

Proof. On suppose X,, < )N(n.

Soit x € A et u € [0,1] le sommet et la valeur qui ont été sélectionnés pour
construire X, ., et X,,;. Par I'absurde, si I'inégalité au rang n + 1 n’est pas
vérifiée, alors nécessairement :

(Xn+1)x =+1, (in+1)x = -1
Ceci implique
u<p(w, | w, =(X,),, pour tout y # x).
D’apres (3.2), on obtient
u<u(w,| w, = ()N(n)y, pour tout y # x),

~

ce qui donne (X,,,), = +1, d’ot la contradiction. O
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COROLLAIRE 3.5.3. Pour tout fonction f : 2, — R croissante,

<f>u < <f>ﬁ

On dit que i domine stochastiquement .

Proof. On considere le couplage monotone (Xn,)N(n) construit avec les valeurs
initiales X, = n~ = —1 et X, = n* = +1. On note P la mesure de prob-
abilité des deux chaines de Markov {(X,,X,)},cy. Puisque ces deux chaines
convergent respectivement vers u et {i, on peut écrire

Fop=ou=1lim > (@)~ f(w)BX, =X, =)

W, N,
Puisque le couplage est monotone, on a,
]P’()N(n > X, pour toutne N) =1.

On peut donc restreindre la somme sur les couples & > w, ce qui implique
(puisque f est croissante) f (&) = f (w). Ainsi, la limite précédente est posi-
tive. [

3.5.3 Conclusion et preuve de 'inégalité FKG

Soit AcZ! B>0,heR,etf,g:Q, — R deux fonctions croissantes. Soit
n € {—1,1}* une condition au bord. Nous allons montrer

<fg>2,/5,h = <f>2ﬁh <g>7\’ﬁ’h- (3.3)

Tout d’abord, nous pouvons supposer que, pour tout o € 2, g(o) > 0, puisque
remplacer g par g — ¢ avec ¢ constante ne change pas l'inégalité (3.3).

On définit alors deux mesures de probabilités sur 2, : pour tout w € Q,, w"
correspond a la configuration qui coincide avec w sur A et avec 711 en dehors
de A. Les mesures u et i sont données par

B(w): glon) .

=2 lg
(Onpn P

u(w) = g7, (0", (0").

Par définition, pour tout w € Q,, on a u(w) > 0 et ti(w) > 0. Linégalité (3.3)
se réécrit tout simplement

FouzFu
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Pour utiliser le Corollaire 3.5.3, on va montrer que (3.2) est vérifiée. Soit
w,w' € Q, tels que ' < @, et soit x € A. On note (+1)w (resp. (—1)w) la
configuration qui coincide avec w sur tous les sites y # x, et qui vaut +1 (resp.
—1) au site x. On calcule :

&

p((+1)@)g((+1)@) + u((-1w)g((-1)
_ (1 N u((—1)5)g((—1)5))_1
( :

~

(+1)@)g((+1)®)

Puisque (—1)w < (+1)w, on utilise le fait que g est croissante pour écrire que
cette derniere expression est supérieure a

u((—1)63)>_1
1+ —FF= . 3.
(1503 oY
On calcule maintenant, de la méme facon,
: p((=De)\ ™
= 1 = - 1 . .
,u(wx | w, W, Vy# x) ( + a(1)e) (3.5)

Il suffit donc de comparer (3.4) avec (3.5), sachant que w’ < @. On calcule
donc

p((-1)a)  Grpa((=D@)") - —
e <<<+1>cs>n>‘e"p( 26 3, (&), -2h),

ABsh Ysiy~x

qui est une fonction décroissante de . On en déduit que (3.4) est plus grand
que (3.5), et c’est ce qu'on voulait montrer pour appliquer le Corollaire 3.5.3
et conclure la preuve de I'inégalité FKG.

3.6 Diagramme de phase

Nous allons maintenant nous intéresser a la question suivante : est-ce que les
deux états de Gibbs en volume infini, <>;§h et(-),, sont distincts, ou bien sont-
ils identiques ? Que se passe-t-il si I'on choisit une autre suite de conditions
au bord {#,} ? Autrement dit, est-ce que les conditions au bord imposées en
volume fini survivent a la limite en volume infini ?

Nous allons énoncer le principal théoreme de ’ensemble du cours :
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THEOREME 3.6.1. 1. Quelque soit la dimension d > 1 : si h # 0, alors il
existe un unique état de Gibbs infini, quelque soit la valeur de 3 > O.

2. En dimension d = 1 : lUétat de Gibbs infini est toujours unique quelque
soit (B,h) € [0,4+0) x R.

3. En dimension d > 2 : si h = 0, alors il existe une valeur critique f3, =
B.(d) > O finie, telle que

e si B < B, alors état de Gibbs infini pour (f3,0) est unique ;
o si > P alors ()p o # (g0

REMARQUE 3.6.1. 1l est aussi vrai que 1’état de Gibbs au point critique (f3,,0)
est unique, mais c’est un résultat récent et difficile, qui ne rentre pas dans les
objectifs du cours.

Ce théoreme sera démontré tout au long des chapitres suivants.



Chapter 4

Caractérisation de 'unicité et
finitude de la température critique

4.1 Deux criteres pour la non-unicité

Nous allons voir le réle important joué par <>;h et (g

THEOREME 4.1.1. Soit B > O et h € R. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Il existe un unique état de Gibbs infini pour (f,h).
2. <>73_h = <>[;h
3. <“)0>/J3r,h = <w0>/;,h-

Proof. Les implications 1 = 2 = 3 sont triviales. Nous commencons par mon-
trer 3 = 2. Soit A, — Z¢ et A un sous réseau fini de Z¢. La fonction

w— Y n (o) —ny(w) =) (%(1 + wx)) -11 (%(1 + wx))

X€eA xX€eA xX€eA

est croissante (en effet, il suffit de montrer que f (w) < f (') pour tout w, &'’
qui ne différent au plus de la valeur sur un seul site x, avec w, = —1 et w’ =
+1).

On peut donc appliquer le Lemme 3.3.5 et on obtient
+

(Do) —m@) < Xnle)-mw)

X€EA

53
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On utilise la linéarité de 'espérance et en faisant n — oo on obtient

2 (), = (e(@))y,) = <na@))y, = (na(@))p

x€eA

Par invariance par translation :

_ _ 1 _
<nx(w)>/—;h - <nx(w)>/3,h = <n0(w)>;,h - <n0(w>>/5,h ) (<w0>;5r,h - <w0>/3,h)>
qui est donc nul si 3 est vérifié. D’apres le Lemme 3.3.5 on a également

(na(@))py = (Ma(@))g ), = 0.
On obtient donc :
(na(@))f, = (@),

quelque soit A. D’aprés le Lemme 3.3.1, c’est aussi vrai quelque soit f fonction
locale, et donc 2 est vérifié.

On montre maintenant 2 = 1. On rappelle (Lemme 3.3.5) que, quelque soit
la condition au bord fixe 7,

Eonpn <IN pn <En o

et dans le partiel, on a vu que la méme inégalité est vérifiée pour la condition
au bord libre ¢:

Fompn <V gn <Dk g

et on peut facilement montrer que la méme inégalité est satisfaite pour les
conditions au bord périodiques. En particulier, n’importe quel état de Gibbs
noté (-)g , (construit comme limite d’une suite quelconque <>ﬁ: p,) satisfait :

(na(@))pp < Ma(@))pn < (Ma(@)) -

Dong, si 2 est vérifié, les inégalités ci-dessus sont des égalités. Et ces égalités
s’étendent a n’importe quelle fonction f d’apres le Lemme 3.3.1. O

On étudie maintenant la magnétisation en volume infini. On rappelle la défi-

nition :
PRI

xXeA

—# # 1
mA(/j’h) = <mA(w>>A,ﬁ,h = W
PROPOSITION 4.1.2. Soit A, — Z telle que |0™A,|/|A,| — 0 lorsque n — oo,
ol ‘

O"A:={xeA;3y¢A;y~x}
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Alors, quelque soit 3 = 0 et h € R, les limites
—t o . —+ _—— o . —_—
m (ﬁ:h>_r}1_{130m/\n<ﬂﬁh): m (ﬁ)h)_nh_)nslcm/\n(ﬁ7h>
existent et de plus elles sont égales a
ﬁ+ (ﬂah) = <w0>;’j_’hﬂ m (ﬂ:h) = <w0>/;h

De plus, la fonction h — m ' (f,h) est continue & droite, et la fonction h
m~ (fB,h) est continue a gauche.

REMARQUE 4.1.1. D’apres la Proposition 2.3.2, on obtient : si h ¢ Dg, alors

m"(B,h) = m(B,h). Par conséquent, si {h,} est une suite décroissante vers 0
telle que h; ¢ D4 pour tout k, alors on a les égalités :

m*(B) = lim m" (B, k) =m"(B,0) = (w5

k—o0

Proof. Soit A, — Z telle que |0"™A,|/|A,| — 0. D’aprés I'invariance par trans-
lation de <’>;,h’ et par le Lemme 3.3.4,
<w0>73_,o = <mAn>75_,h < <mAn>Xn,ﬁ,h'
On en déduite
<w0>g’h < lir{riioglf <mAn>Xn,/5,h'

Il nous manque l'autre borne. On fixe k > 1 et x € A,,. D'une part, si x +B(k)
A,,, alors toujours le Lemme 3.3.4 implique

+
<wX>j\_n,/3,h S <wx>x+B(k),/5,h - <w°>1;r(k),ﬁ,h'

D’autre part, si x + B(k) n’est pas inclus dans A,, alors dans ce cas x + B(k)
intersecte 0"A,,. Par conséquent

1 1

Mahen=Ta] 2 Conmaty 2 (@i
n X€EA, n X€EA,
x+B(k)CA, x+B(k) NN A, # T

2[B(k)| |0"A,|

+
< <w0>B(k),ﬁ,h + ‘A |
n

ce qui implique, quelque soit k > 1,

lim S;)lP <mAn>Xm[j’h < <wo>;(k),ﬂ’h’
n—

et on conclut en faisant tendre k — oo. On montre maintenant un lemme
intermédiaire :
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LEMME 4.1.3. Quelque soit f > 0, la fonction h — <w0>g’h est croissante et
continue a droite, et la fonction h — <w0>gh est croissante et continue a gauche.

Quelque soit h > 0, la fonction 3 — <a)0>;h est croissante, et, quelque soit h < 0,
la fonction 3 — (wy); , est décroissante.

Nous allons montrer seulement les affirmations pour <w0>gh (le reste s’en dé-
duit facilement). Soit A — Z¢ fini. D’aprés I'inégalité FKG,

0
a_h<w0>x’ﬂ’h = Z (<w0wx>x,/5,h - <w0>j\_,/3,h <wx>7\:/5,h) = 0.

xeA
Donc la fonction h — <a)0>;\r pn €St croissante pour tout A fixé. La propriété de
monotonie est conservée par passage a la limite A, — Z4.

Soit {h,,} une suite de réels qui tend vers h en décroissant (h,, > h) et soit
A, — Z%. Le lemme 3.3.4 implique que la suite double {{w,)} ph Snm €St
bornée et décroissante. On peut donc intervertir les limites :

lim (wo)s, = lim lim{we), 4,

m—o0 m—0o0 n—00
_ . . + _ . + _ +
= lim lim (o) 5, = lim o)y g4 = (Wo)p -

La derniére égalité provient de la continuité en h de la fonction h — (wg) b
(a n fixé).
De la méme maniére, et en utilisant cette fois 'inégalité GKS pour h > 0, on
obtient

0

+ + + +
%<w0>/\,ﬁ,h = Z (<w0wxwy>/\)[3,h - <wO>A,/5,h <wwa>A,/5,h) =0,
{x.yyeer

et la propriété de monotonie est conservée par passage a la limite. O

4.2 La valeur critique f3.(d)

Lorsque h = 0, on a {w), , = —<w0>;’0. Par conséquent, la condition d’unicité
(3.) du Théoreme 4.1.1 est équivalente a m*(f8) = 0. On sait également que la
fonction 3 — m*(f3) est monotone, et on peut donc définir :

DEFINITION 4.2.1. La température inverse critique est

B.(d) :=inf{B >0; m*(B) >0} =sup{B =0; m*(B) =0}.
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Ceci signifie que f3.(d) est I'unique valeur de f telle que m*() =0si f < .
et m*(f8) > 0is 8 > B.. On ne sait pas encore si 0 < .(d) < o0.

REMARQUE 4.2.1. Par invariance par translation, (w,);, = {@o)5, = m*(f)
quelque soit x € Z%. On utilise 'inégalité de FKG et on obtient

(o, )po = (o) o{@y )5 = (M*(B))™.
En particulier, si 8 > f.(d) alors
: +
;£Z€<w0wx>ﬁ’0 > 0.
C’est ce qu’on appelle un effet d’'ordre a longue portée.

On admet le théoréme suivant :

THEOREME 4.2.1. Pour tout d > 2, f.(d) <

On fait maintenant le lien avec la régularité de la pression :
THEOREME 4.2.2. Quelque soit  >0etheR, ona

o —y o L
S Bl =m0 (B,Rh), == (B,h) =T (B, h).

En particulier, on a la caractérisation suivante : il existe un unique état de Gibbs
infini en (f3,h) si et seulement si h' — (3, h’) est différentiable en h.

Proof. Rappelons que I'ensemble ©g des points h ot h — 1(f3,h) n’est pas
différentiable est au plus dénombrable. Par conséquent, quelque soit h € R, il
est possible de trouver une suite {h;} qui tend en décroissant vers h telle que
h; ¢ © g pour tout k. On déduit de la Proposition 2.3.2 que

50;:/1 (B,h) = lim m(p, hy) = lim m T(B,hy) =" (B, h).

La derniére égalité provient de la continuité a droite de la fonction h — m " (3, h).
Par symétrie, on a

P PO

ﬁh—(ﬂ’h)i_a}ﬁ(ﬂ —h) =-m"(B,—h)=m (B,h).
Par conséquent :

oY

e ——(B,h) existe si et seulement sim ' (8,h) =m (j3,h).

On conclut d’apres le Théoreme 4.1.1. O
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Chapter 5

Unicité a haute température et en
présence de champ magnétique

5.1 Hautes températures

Nous allons maintenant considérer le cas des hautes températures, c’est-a-dire
des 8 < fB. et nous allons montrer l'unicité de I'état de Gibbs.

Pour cela, on écrit d’abord I'égalité suivante : puisque w, w, ne peut prendre
que les valeurs +1, on a

eP <y = cosh(f) + w,w, sinh(B) = cosh(B)(1 + tanh(B)w,w, ).
Ceci implique : pour tout A = Z¢ fini, et tout w € Q,
b
e Hhpo(®@) H ePexwy — cosh(ﬁ))w H (1+ tanh(f)w,w,).
{x.y}eel {x.y}e€p

En exercice nous montrerons : quelque soit £ un ensemble de cardinal fini et

non vide,
[Ja+fe)=2]]f.

ecE EC€ ecE
Ceci implique :

x| | | X,
Zy 50 = (cosh(B)) Z < (tanh(f Z Hco E)
Ecgk w€Q+ X€EA
ou I(x,E) est le nombre d’incidence défini par

I(x,E):=#{yez®; {x,y} €E}.

59
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On peut alors calculer la somme sur w a x fixé :

3 wlten) — 2 sil(x,E) est pair
=+1 * 0 sinon.

On en conclut :

lEx IE|
Zy50=2"(cosh(p))™ > (tanh(B))", (5.1)
Eee/teven
ol
ij\r’even = {E c EK ; I(x, E) est pair pour tout x € A}.

L’égalité (5.1) est appelée représentation a haute température de la fonction de
partition. De la méme facon, il est facile de voir que

(@o)rp0= Z*lﬁ 2/l (cosh(ﬂ))‘gﬂ Z (tanh([j))lE|
Ap0 Eee/todd
ke, (ranh(8))”

— (5.2)
Speer (tanh(p))"

A,even

ou
@j{,odd :={E< & ; I(x,E) est pair pour tout x € A\{0}, et I(0,E) est impair }.

Pour tout E — &2, on note A(E) I'ensemble de toutes les arétes de £ qui
n’intersectent aucun point présent dans E.

Tout E € ¢, ., peut se décomposer comme E = E; U E' oul E; # J est la

composante connexe de E qui contient 0, et E' € €, _ _ satisfait E' = A(E,).
Par conséquent

<C() >+ — Z (tal’lh(ﬂ))“ﬂo\ ZEleelteven»E/CA(Eo) (tanh(/j))|E| (5 3)
0/A,B,0 — |
Eoee/todd ZEeexeven (tanh(ﬁ))|E|

Eq connexe,0€E,
On est maintenant prét a prouver :

PROPOSITION 5.1.1. Pour toutd > 1, B.(d) > 0.
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Proof. Choisissons A = B(n). Si on borne la fraction dans (5.3) par 1, on

obtient -
Eq
(@0)pmpo< 2,  (tanh(B))

+
EOG@B(n),odd

Eq connexe,0€E

On utilise le lemme suivant :

LEMME 5.1.2. Soit G un graph connexe qui contient N arétes. Pour n’importe
quel sommet g de G il existe un chemin partant de g qui visite chaque aréte de G
exactement 2 fois.

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur N. On remarque qu'un
graphe connexe peut toujours étre construit pas a pas par une suite de graphe
(Gy,--.,Gg, -+, Gy), On construisant une aréte a chaque étape de telle maniere
que le graphe reste toujours connexe (G; contient i arétes). Lorsque N = 1, le
résultat du lemme est trivial. Supposons que le résultat soit vrai pour N = k.
On va montrer que la propriété est conservée lorsqu’on ajoute une aréte au
graphe de telle facon a ce qu'il soit connexe. Soit e cette aréte, donc G, =
G, ue. Elle contient forcément un sommet v qui appartient au graphe G,. Soit
g un sommet dans G, ,, et soit m = (7(1),..., w(2k)) un chemin d’arétes dans
G, qui visite chaque aréte de G exactement 2 fois et qui part de v. Si g € G,
alors on suit le chemin 7 jusqu’a rencontrer v, puis on parcourt la nouvelle
aréte deux fois (une fois dans chaque sens), puis on continue de suivre 7. Si
g est le nouveau sommet ajouté, alors on parcourt une fois la nouvelle aréte,
on suit le chemin 7 puis on parcourt de nouveau la nouvelle aréte.

En utilisant ce lemme, on voit que le nombre de graphes E, qui contiennent
exactement { arétes et qui donnent une contribution non nulle a la somme
précédente peut étre borné par le nombre de chemins de longueurs 2¢ par-
tant de 0. Ce dernier est nécessairement plus petit que (2d)* puisque chaque
nouvelle aréte peut étre choisie parmi au plus 2d directions possibles. D’autre
part, E, doit nécessairement connecter 0 au complémentaire de B(n). En effet,
on a

Z I(x,Eq) = 2[E,|

xezd
qui est pair. Puisque I(0,E,) est impair par hypothése, il existe au moins un
sommet x # O tel que I(x,E,) est impair. Ce sommet ne peut pas appartenir
a B(n) puisque I(x,E;) est pair pour tout x € B(n)\{0}. On en conclut que
|Eo| = n, et puisque tanh(f) < 3,

<w0>;(n),/5,0 < 23(4(12/3)1Z <e 7,

{=n
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olt ¢ = c(f,d) > 0 quelque soit B < 1/(4d*). En particulier, {w,), , = O pour
tout 3 < 1/(4d?), ce qui implique f.(d) > 0. O

On va maintenant voir ce qui se passe en dimension 1 :

PROPOSITION 5.1.3. f.(1) = o0.

Proof. Considérons le modele d’Ising en dimension 1 dans la boite B(n) =
{—n,...,n} avec condition au bord +. Il existe seulement un petit nombre
de graphes E Sé’(n) qui apparaissent dans I'’expression (5.2), et ils sont par-
ticulierement simples. Commencons par le dénominateur. Puisque le nombre
d’incidence de chaque sommet i doit étre O ou 2, 'ensemble @;(n)’even contient
seulement deux graphes : celui ou I'ensemble des arétes E = ¢ est vide, et celui

ou I'ensemble des arétes est 'ensemble entier, c’est a dire E = Eg(n). D’autre
part, 'ensemble @;(n) L4q contient également deux graphes : celui ou toutes

les valeurs positives (y compris 0) sont reliées, et celui ol toutes les valeurs
négatives (y compris 0) sont reliées. Par conséquent, (5.2) se réécrit

2(tanh(ﬁ))n+1
+ (tanh(ﬂ))z(nﬂ) ’

+ —
(@0)5n),p.0 = )

qui tend vers 0 quand n — oo, quelque soit § < oo. l

5.2 Lorsque h #0

Nous laissons de coté la preuve de 'unicité de I'état de Gibbs pour n’importe
quelle valeur de 3 dés que h # 0. Elle repose sur des résultats d’analyse com-
plexe appliqués a la fonction de pression. En particulier on admettra le résultat
suivant :

THEOREME 5.2.1. Quelque soit 3 >0,

h — (3, h) est différentiable en tout point h # 0.

5.3 Résumé

Le résumé des résultats énoncés peut s’effectuer de la maniere suivante :
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THEOREME 5.3.1. Soit f8.(d) Uinverse de la température critique pour le modéle
d’Ising en dimension d. D’une part :

B:(1) = oo, 0 < pB.(d) <oo, pourtoutd > 2.

D’autre part,

1. Pourtout 3 < f.(d), la densité de magnétisation moyenne m(f3,h) est bien
définie (indépendamment de la suite de conditions au bord et de la suite de
réseaux utilisées) pour tout h € R.

Quelque soit 3 < B.(d), h — m(f,h) est une fonction impaire, croissante
et continue, et en particulier m(f3,0) = 0.

2. Pourtout 3 > f.(d), la densité de magnétisation moyenne m(f3,h) est bien
définie (indépendamment de la suite de conditions au bord et de la suite de
réseaux utilisées) pour tout h # 0.

Quelque soit 3 > B.(d), h — m(f3,h) est une fonction impaire, croissante,
continue partout saufen h =0 :

limm(p, h) = m*(B,0) >0, limm(p,h) =m (B,0) < 0.
h>0 h<0

Enfin, la magnétisation spontanée veérifie :

. =0 sif <p(d),
m(ﬁ){>o sip > p.(d).

Proof. Onavu:

e pour tout 3 > 0, la fonction h — (3, h) est différentiable en tout h # 0
(Théoréme 5.2.1)

e pour tout ff < B.(d), la fonction h — 1 (f, h) est différentiable en h = 0

e pour tout 3 > f.(d), la fonction h — (3, h) n’est pas différentiable en
h=0.

Ceci implique :

D, — & sih#0ouf <pB.(d)
P10} sih=0etp > B.(d).
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D’aprés la Proposition 2.3.2, ceci implique que m(f3,h) est bien définie et in-
dépendant de la condition de bord dés que h # 0 ou 8 < f3.(d). Ceci montre
en particulier :

m(B,h) =m" (B,h),  pourtouth > 0.



Chapter 6

Modele de Curie-Weiss

6.1 Approximation de champs moyen

Nous allons considérer dans ce chapitre une approximation du modele d’Ising,
ou les interactions d’un spin avec ses voisins seront remplacées par une moyenne
de toutes les interactions. Plus précisément, dans le modele d’Ising le terme
d’interaction qui apparait dans 'Hamiltonien s’écrit :

_ﬁwawy:—ﬂZa)x( Z a)y>.
x~y X€EA Y,y~x

Supposons que le réseau Ay — Z¢ contienne exactement N sites. Lapproximation
de champs moyen consiste a remplacer chaque w, par la moyenne

e
zeAN

Le terme d’interaction devient donc

—B(2d)= Z W, W,
xzeAN

On donne donc la définition suivante :

DEFINITION 6.1.1. [Hamiltonien de Curie-Weiss pour une suite de spins {w, } vea,,
sur un réseau Ay en dimension d et de cardinal N est donné par

Hgv}gh Z W, W, hZa)x.

X,YEAN XEAN
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On définit de la méme maniére que dans les chapitres précédents la mesure de
Gibbs pour le modéle de Curie-Weiss : pour tout w € Qy := {—1, 1},

- —HI(\:;‘% R(@) cw oW h(“’)
Uy pp(@) = o avec Zy ), = Z e NP
N,B.h we{—1,1}AN

On note {-){} , Uespérance selon la mesure pg' B

Nﬁh

6.2 Comportement lorsque h =0

Comme pour le modeéle d’Ising, on remarque que, lorsque h = 0,
o 2 o =) =5 S =)
XEAN

et par conséquent,

SHILONRED

On s’attend a ce que : lorsque 3 est petit, les spins soient essentiellement
indépendants (donc la magnétisation moyenne proche de 0), et lorsque 3 est
grand, les spins aient tendance a tous s’aligner, soit sur la valeur +1 soit sur la
valeur —1. On note

Z Wy

xeAN

On a le théoreme suivant :

THEOREME 6.2.1. On suppose h = 0. On note f3, = .(d) = %

1. Lorsque 3 < f3., la magnétisation est trés proche de O : pour tout € > 0, il
existe ¢ = c(f3, &) > O tel que, pour tout N suffisamment grand,

Uy po(my € (—€,8)) =1 —2e™N.

2. Lorsque 3 > f., la magnétisation n’approche pas O : il existe une mag-
nétisation spontanée m¢, () > O telle que, pour tout € > 0, il existe
b =Db(B,¢e) > 0 tel que pour tout N suffisamment grand,

by (my €J*(e)) =1 —2e7"

J*(g) := (— me(B) —&,—mZ, (B) + s) (méw(ﬁ) —e,m5,(B) + s).
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Autrement dit, pour N suffisamment grand :
pour tout § < f3,, my ~ 0 avec grande probabilité ,
et

s (B) avec probabilité proche de

m
our tout § > f3., my = o
p B> B N {_méw( p) avec probabilité proche de

NI—= N|—=

Dans les deux cas, ce comportement est compatible avec le fait que
<mN>N B, h

Proof. Le modele de Curie—-Weiss possede une propriété remarquable par rap-
port au modele d’Ising : puisque

2
S, = (Lo
x,y x
on remarque que 'Hamiltonien peut se réécrire :

HY'p 5 (@) = —dB(my)*N
On définit trois fonctions qui nous seront utiles par la suite : pour tout m €
[-1,1]:

e(m) = —dm?

1-m o (
5 8
fg(m) = Be(m) —s(m).
La fonction fﬁcw est appelée énergie libre du modele de Curie-Weiss. Nous al-

lons montrer '’équivalent du théoréeme de convergence de la pression (Théoreme
2.1.2), qui s’énonce ainsi :

1-m 1+m 1+m
) -5 os(—5)

s(m) = 2 2 2

PROPOSITION 6.2.2. Pour tout f3 > 0,

4 . cw
b}glgo logZNﬂ 0= mé‘l[‘l_lgl’l] fg (m).

De plus, pour tout intervalle J  [—1,1],

= i CW
I\}EI;IO log,uN/j o(myed) = nn}glIﬂ (m),
out

Zg" (m) = fg*'(m) = min f3™ (m').
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Dans le langage des grandes déviations, la fonction Igw est appelée une fonc-
tion de taux. On voit facilement que : Igw > 0 et que
min Z¢W(m) = 0.
me[-1,1] P (m)
Par conséquent, si J < [—1,1] est un intervalle sur lequel on sait que IEW est

strictement positive, alors

rnr%églIgW(m) >0

et la proposition nous dit que

:U’gt%’o (mN € J)

converge exponentiellement vite vers 0 lorsque N — o0, ce qui signifie que
la magnétisation my prendra tres probablement ses valeurs en dehors de J.
En particulier, les valeurs typiques de la magnétisation se trouvent dans des
régions ol la fonction de taux ZSW s’annule.

On démontre maintenant la Proposition. On remarque qu’a N fixé, my prend
ses valeurs dans I'ensemble

2k
ANz{—1+ﬁ; k=0,..,.Nfc[-1,1].
Soit J < [—1,1] un intervalle. Alors

'uNﬁO my € Z ‘uN/SO )

mGJf’\.AN

(1nx)
14
=N

configurations w telles que my(w) = m. Donc on calcule directement

Or, il y a exactement

—H{'g (@)
cw e mhe 1 N dpm>N
Hxp.0 (mN - m) - Z 7CW ch Limpg ) € pred,
we{-1,1}"™  “N,B,0 NBO N 2

my (w)=m

N 2
CwW dBm*N
ZN[30_ Z (H_mN)eﬁ :

mE.AN 2

De la méme fagon,

Cette somme comporte N + 1 termes positifs. On garde uniquement le terme
dominant, et on encadre :

N dpm?N cw N dpm3N
< .
25’]5{ (—1;’“N) ¢ SZypo s (NFLmaxy | 1emy J €
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Un raffinement de la formule de Stirling s’écrit de la maniére suivante : pour

toutn>1,
1 _ g _
e™iT/2mnn"e " < n! < e/ 2mnn"e .

Ceci implique qu'’il existe deux constantes c_ et ¢, positives telles que, pour

tout m € Ay,
N

C_N—l/ZeNs(m) < (H_mN> < C+N_1/2€Ns(m).
2

Ainsi,

20 < eV DN exp (N max {dpm? + o(m)}

<c,(N+1)N"Y2exp ( — ngl_i{ll]fﬁcw(m)>,

ce qui implique la borne supérieure :

1
limsupﬁlog Zypo < — min_f(m).

N me[—1,1]" P

Pour la borne inférieure, on utilise la continuité de la fonction m — dfm? +
s(m) sur [~1,1] et on considere m’ € [—1,1] tel que f™ (m') = minye(_y17 f5" (m).
Soit € > 0 et soit m € Ay tel que

[fg" (m) — f (m)| < e
(ceci est toujours possible pour N suffisamment grand). On a alors

Z;"%’O >c_ N"Y2exp ( — N(fﬂcw(m’) + 8))

Ceci implique

. . 1 CW : Cw
— > — f —¢.
11I\rlnmf logZ\’s o men[]J&] g (m)—¢€

Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci montre la premiere assertion de la Proposi-
tion. Les mémes calculs sur la somme sur m € J n .4y montrent la convergence

1 N\ g2
im — E pm*N _ s fCW
i NlogmgmAN (—1;’"N) ¢ min £ (m).

On passe maintenant a la preuve du théoréme. Comme nous I'avons vu, nous
evons trouver les zéros de la fonction ui sont aussi ses minima car
d t 1 de la fonct Igw, t

IEW > 0, ce qui équivaut a résoudre
ozg"
om

(m)=0 < tanh(2dfm) = m.
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Cette équation admet toujours au moins une solution, et une analyse compléte
de la fonction m — tanh(2df3m) nous permet de dire que le nombre de so-
lutions dépend de la position de 2df3 par rapport a 1 : plus précisément, si
B < B, alors I'’équation ci-dessus a une unique solution m = 0 ; si 3 > f3,
alors il y a deux autres solutions non triviales m,, () et —m¢, (). De plus, la
solution m = 0 est un maximum local pour IEW alors que les valeurs m¢,, ()

et —m¢,, () sont des minima globaux. O

REMARQUE 6.2.1. On retrouve une propriété générale de la physique statis-
tique que nous avions évoquée au premier chapitre : les valeurs typiques de la
magnétisation sont celles qui minimisent 'énergie libre.

REMARQUE 6.2.2. Le changement de comportement a lieu au moment o deux
nouveaux minima apparaissent pour la fonction d’énergie libre. La fonction
e(m), la densité d’énergie, est concave et est minimale en m = +1. D’autre
part, la fonction s(m), la densité d’entropie est concave et maximale en m = 0.
La compétition entre les deux donne la transition de phase : si 3 est petit, alors
I'entropie domine et fﬁcw(m) est strictement convexe. Si f3 est grand, alors
I'énergie joue un réle plus important : fﬁCW n’est plus convexe et possede deux
minima.

6.3 Comportement en h # 0 lorsque N est suff-
isamment grand

En présence d’'un champ extérieur h, on a besoin de considérer la pression.

THEOREME 6.3.1. La pression

o1
wgw(h) = gl_l}goﬁlogzg"%’h

existe, et est convexe. De plus, elle est égale a la transformée de Legendre de
Uénergie libre :
Y (h) = max {hm— f*(m)}.

me[—1,1]

Proof. La preuve est simple car elle repose sur les calculs précédents :

caw —HY (@) _ N (hm+dpm*)N
IED VDI L W () P

meAy we{—1,1}N meAy
my(w)=m
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On obtient le méme type de bornes, par exemple,

VAL P c,(N+ 1)N-1/2 exp <N malxl] {hm — fﬁCW(m)}>_

~
NB.h melon,

La transformée de Legendre d’une fonction est toujours convexe. O]

Cette fois, pour trouver les maxima de la nouvelle fonction m — hm — fﬁcw(m),
on doit résoudre ¢ fﬂcw /0m = h, qui équivaut a

tanh(2dm + h) = m. 6.1)

Lorsque 3 < f3,, il existe une unique solution m a (6.1), que I'on note mgw(h).
Lorsque 3 > f,, il peut y avoir plus qu'une solution, en fonction de la valeur

de h : si h > 0 on choisit la plus grande ; si h < 0, on choisit la plus petite

(et on la note toujours mgw(h)). L’étude de fonction nous permet également

d’affirmer :

o siff <p,,

o sifi>f,

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, la fonction h — mgw(h) est de
classe C* sur (—o0,0) et sur (0, +0). De plus, par définition de la transformée
de Legendre,

P (h) = —dB (mS" (h))” +logcosh (2dpmS" (h) + h) +log2,

et ainsi @bgw(h) est aussi de classe C* sur (—0,0) et (0, +0). Si on dérive par
rapport a h, on obtient

oY

= (h) = mSW(h), pour tout h # 0.
0

Puisque wgw est convexe, alors on sait que les dérivées a droite et a gauche en
0 existent et de plus :



72

CHAPTER 6. MODELE DE CURIE-WEISS

e siff<f,ona

(}l/)CW awcw
B T B _ cw
| A m ()
=0

awCW a,LpCW
T CW T B _ B
= im mg~(h) = lim —=— = 5

h=0
et donc ngw est différentiable en 0.

e si 3 > B,, le méme argument montre que

al/)CW awCW
B * * . B
Oh- o = _mcw(/j) <0< mcw(ﬂ) = oht h=0:

et donc zljgw n’est pas différentiable en 0.
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