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Chapitre 1Introdu
tionCette thèse a pour thème la 
ombinatoire énumérative, et met plus parti
ulière-ment en avant la 
ombinatoire bije
tive. Les problèmes abordés sont issus aussi biende la mé
anique statistique et de l'informatique théorique, que d'autres bran
hesdes mathématiques, telles que les probabilités ou l'algèbre.Par le terme de 
ombinatoire, on entend généralement l'étude de la stru
tured'objets dis
rets, et notamment �nis ; la 
ombinatoire énumérative, qui en est unebran
he, s'intéresse au problème fondamental 
onsistant à 
ompter de tels objets.Le 
adre est toujours à peu près 
elui-
i : on se donne une famille d'ensembles
(An)n, ave
 n = 0, 1, 2, 3 . . ., qui sont dé
rits d'une manière ou d'une autre. Onsuppose que 
haque ensemble An 
ontient un nombre �ni d'éléments. La questionest : un nombre �ni, 
ertes, mais 
ombien ?Les réponses que l'on donnera dans 
ette thèse seront essentiellement de deuxtypes : soit on donne simplement la valeur an = |An|, soit �et 
e sera notre appro
hepréférentielle� on répondra �il y en a autant que dans 
et autre ensemble Bn� enexhibant une bije
tion.Si l'on s'intéresse uniquement aux valeurs an, alors la te
hnique des fon
tionsgénératri
es est souvent la 
lé : on asso
ie à une suite (an)n d'entiers la sérieformelle f(x) =

∑
n anx

n ( ou∑n an
xn

n! selon le problème ). Dans le 
as où l'on saitdé
omposer la 
lasse d'objets 
omptée par an, il existe des te
hniques permettentd'obtenir de manière quasi automatique des informations sur f(x) [4,24℄, donnantdes formules de ré
urren
e sur les an, voire des formules expli
ites. Dans montravail de re
her
he, j'ai, à plusieurs reprises, été amené à manipuler 
es séries, età appré
ier l'e�
a
ité de 
ette appro
he. Elles n'apparaissent que rarement dans
ette thèse, mais m'ont souvent rendu servi
e, notamment pour véri�er la 
orre
tionde 
ertains résultats.On peut également 
al
uler 
es valeurs an en étudiant �nement la stru
ture desobjets, dans les 
as où l'appro
he par séries génératri
es n'est pas appli
able, parexemple lorsque les objets sont trop 
omplexes pour se dé
omposer aisément. Deste
hniques algébriques peuvent également être utilisées pour obtenir des résultatsénumératifs.Néanmoins, on peut parfois vouloir autre 
hose que la simple valeur |An| ; dans
ette optique, des bije
tions entre la 
lasse initiale An et une nouvelle 
lasse Bnpeuvent apporter de telles informations supplémentaires. On va essayer de le mon-trer en répondant longuement à la question suivante :1



Chapitre 1 : Introdu
tion 21.1 Pourquoi 
her
her des bije
tions ?À 
ela, plusieurs réponses sont possibles ; 
ela dépend bien sûr du problème enquestion, et il arrive souvent que 
es réponses soient 
omplémentaires entre elles.En premier lieu, une bije
tion permet d'apporter aussi une réponse à un purproblème d'énumération. Prenons un exemple élémentaire : étant donné un entierpositif m, demandons-nous quel est le nombre de suites u = (a1, a2, . . . , ak) d'en-tiers stri
tement positifs, telles que a1 + · · · + ak = n (une telle suite est appeléeune 
omposition de n). À 
ha
une de 
es suites, on peut asso
ier le sous-ensemblede [[1, n − 1]] dé�ni par
φ(u) = {a1, a1 + a2, . . . , a1 + . . . + ak−1}Il est alors fa
ile de 
onstater que 
ette transformation φ est inversible, et don
que les 
ompositions de m sont en bije
tion ave
 les parties de [[1, n − 1]]. Or 
etensemble est de 
ardinal 2n−1 : pour 
hoisir un sous-ensemble, on dé
ide, pour
haque i, 1 6 i 6 n, s'il est élément ou pas, 
e qui fait bien 2n−1 
hoix. Il y a don


2n−1 
ompositions de n.Une bije
tion apporte en fait des informations plus �nes : si l'on 
her
he lenombre de telle suites où k est également �xé, on trouve le nombre (m−1
k

). Ene�et, la bije
tion φ induit évidemment une bije
tion entre 
es suites et les par-ties de taille k. Cela illustre le fait qu'ave
 une bije
tion, on obtient souvent plusque l'énumération à l'origine du problème : des paramètres supplémentaires se
orrespondent entre les objets au travers d'une bije
tion, amenant à de nouvellesénumérations parfois inattendues. Un exemple 
lassique est 
elui de la 
orrespon-dan
e de S
hensted exposée dans le 
hapitre suivant : il s'agit 
omme on le verrad'une 
orrespondan
e entre des permutations et des 
ouples de tableaux de Youngde même forme, qui possède de nombreuses propriétés [32, 53, 62℄.Une bije
tion est également parfois utile pour la génération aléatoire : 
ommel'on sait engendrer e�
a
ement des stru
tures 
omme les sous ensembles, les per-mutations, et autres, 
ela se transporte sur des objets en 
orrespondan
e ave
 
esderniers ; il faut bien sûr que la bije
tion soit elle-même e�
a
e d'un point de vuealgorithmique.En�n, une bije
tion explique son résultat énumératif, en même temps qu'elle leprouve. Reprenons l'exemple des 
ompositions : en remarquant que 
'est une suitede nombres dont le poids n est la somme de 
es nombres, les te
hniques de [24℄impliquent que la série génératri
e ordinaire est alors
(1− (x/(1− x))−1 = 1 + x/(1− 2x) = 1 +

∑

n>1

2n−1xnCela fournit bien la même réponse que plus haut, mais est d'une 
ertaine façonmoins satisfaisante intelle
tuellement ; on a bien obtenu la valeur 2n−1, mais on ne
omprend pas vraiment d'où elle provient.C'est pourquoi on s'intéresse parfois à des preuves 
ombinatoires d'identités.Il est souvent possible de prouver �an = bn� à l'aide de 
al
uls et transforma-tions, algébriques ou analytiques, parfois obs
ures. Si l'on 
her
he à 
omprendre lepourquoi du résultat, il est né
essaire d'interpréter 
ombinatoirement 
ha
un des



3 1.2 Chemins et Tableauxtermes 
omme les 
ardinaux d'ensembles An et Bn respe
tivement, et d'exhiberune bije
tion entre les deux.1.2 Chemins et Tableaux
O

4

2 2 3 5 5 5

2 3 3 5 5 5

2 2 3 3 3 5

4 4

2

PSfrag repla
ements
0

00
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00 1

1
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11 1

11

Fig. 1.1: Les 4 
lasses d'objets 
ombinatoires étudiés : 
hemins enhaut, tableaux en bas.Les deux termes du titre, 
hemins et tableaux, évoquent de vastes 
lasses destru
tures en 
ombinatoire : on va pré
iser i
i quels objets spé
i�ques sont étudiésdans les quatre 
hapitres (indépendants) qui 
onstituent le fond de 
ette thèse. Ona illustré sur la Figure 1.1 les objets qui sont au 
oeur de 
ha
un des 
hapitres : enhaut les 
hemins, en bas les tableaux. On va don
 dé�nir les notions fondamentalessur 
es objets i
i, et donner à 
haque fois la motivation qui a mené à leur étude.On s'intéressera d'abord à des 
hemins dans le plan dis
ret Z2. On part del'origine O, en se �xant 
omme dire
tions possibles un ensemble de ve
teurs S,et on veut arriver en n pas au point (i, j), sans jamais tou
her la demie droite
H formé des points (−k, 0), k > 0. On appelle 
hemins sur le plan in
isé les
hemins qui évitent 
ette demie droite ; voir la Figure 1.1 en haut à gau
he pourun exemple.L'étude de 
es 
hemins a été initiée dans l'arti
le [8℄, motivée à l'origine parle problème suivant, posé sur la liste de dis
ussion �domino� en 1999 par Ri
hardKenyon : partant de (0, 1), on fait une mar
he sur le réseau 
arré1 Z2 en 
hoisissantuniformément une des quatres dire
tions à 
haque pas, et l'on s'arrête dès que l'on1
e qui revient à 
hoisir S = {(−1, 0), (1, 0), (0,−1), (0, 1)}



Chapitre 1 : Introdu
tion 4tou
he H. Alors la probabilité de s'être arrêté à l'origine O est de 1/2 ; elle estde 2 −
√

2 si l'on était parti de (1, 0). R. Kenyon savait prouver 
ela de manièreex
essivement 
al
ulatoire, et demandait une preuve plus 
ombinatoire. Cela amené à l'énumération des 
hemins dans [8℄, poursuivie dans [6, 71℄ par des sériesgénératri
es ; une appro
he bije
tive �quie est 
elle qui nous intéresse� est donnéedans l'arti
le de Bar
u

i et al. [2℄.Pour des 
hemins dont les pas sont donnés par l'ensemble S, on notera (p(S), 0)le point de la forme (x, 0) ave
 x > 0 minimal, tel qu'il existe un 
hemin du planin
isé de O à 
e point. Par exemple, pour le réseau 
arré, on a p(S) = 1 ; pour
S = {(±1,±1)}, 
'est-à-dire lorsqu'on se dépla
e en diagonale, on a p(S) = 2, 
aron ne peut atteindre (1, 0) depuis l'origine.Des 
hemins seuls, on passera à des 
on�gurations de 
hemins appelées FullyPa
ked Loops, 
e que l'on abrègera en FPL. Il s'agit d'un ensemble de 
heminstra
é sur la grille 
arrée, passant par tous les points, ave
 des 
onditions aux bordsspé
i�ant qu'une arête sur deux exa
tement doit être o

upée ; voir Figure 1.1 enhaut à droite.C'est en fait un modèle de mé
anique statistique [3℄, appelé parfois gaz debou
les 
ompa
tes dans la littérature fran
ophone. L'étude 
ombinatoire a démarréave
 la 
onje
ture de Razumov et Stroganov [50℄, ainsi que le survol de J. deGier [20℄. Un 
ertain nombre de 
onje
tures est alors apparu dans un autre survoldû à J.-B. Zuber [74℄, dont 
ertaines ont été prouvées depuis (
f. [12, 22℄). Ces
on�gurations sont en bije
tion simple ave
 les matri
es à signes alternants [20,45℄,dont l'énumération est restée longtemps un problème ouvert avant les fameusespreuves de Zeilberger [72℄ et Kuperberg [42℄ ; voir l'historique dans le passionnantouvrage de Bressoud [9℄.

Fig. 1.2: Diagramme de 
ordes.À 
haque 
on�guration FPL, on asso
iera un diagramme de 
ordes non 
roiséesde la manière suivante : on représente les arêtes externes d'une 
on�guration C
omme 2n points sur un 
er
le, et l'on joint deux de 
es points si les arêtes sontreliées par un 
hemin dans C. Le diagramme de 
ordes 
i-dessus est asso
ié à la
on�guration de la Figure 1.1. L'énumération des 
on�gurations FPL peut se fairealors en �xant un tel diagramme : si π est un diagramme de 
ordes non 
roisées,on notera An(π) le nombre de 
on�gurations FPL qui ont π 
omme diagrammeasso
ié. C'est 
e type d'énumération qui nous intéressera.Un tableau de permutations est le remplissage des 
ases d'un diagrammeen es
alier (
ontenant éventuellement des lignes de longueur nulle) par des 0 et des
1, ave
 au moins un 1 par 
olonne, et jamais de 0 ave
 un 1 dans une ligne audessus et un 1 dans une 
olonne à gau
he ; un exemple est donné en bas à droitede la Figure 1.1.



5 1.3 Plan de la ThèseCes tableaux ont été introduits dans un papier de A. Postnikov [49℄, en lienave
 des travaux pro
hes de la géométrie algébrique. Ils ont ensuite été mis enrelation ave
 des problèmes de probabilité [18, 19℄, liés à un modèle de parti
ulessur une ligne, le PASEP. Si on 
onsidère les tableaux dont le nombre de lignesajouté au nombre de 
olonnes vaut n, alors ils sont 
omptés par n! ; des bije
tionsave
 les permutations sont données dans [10, 17, 64℄. De plus, via 
es bije
tions,de nombreuses statistiques 
lassiques sur les permutations 
orrespondent à desstatistiques simples sur les tableaux : 
'est 
e lien que nous allons en
ore resserrerdans le 
hapitre 5.Un ruban est la donnée de deux formes en es
alier λ ⊆ µ, telle que les 
asesde µ − λ forment un ensemble 
onnexe2, et qui ne 
ontient pas de 
arré 2 par 2de 
ases. Un ruban a un signe, qui est (−1)h−1 où h est le nombre de lignes qu'ilo

upe. Un tableau de rubans est un diagramme en es
alier λ formé par ajoutssu

essifs de rubans, en partant de la forme vide ; 
es rubans sont numérotés de 1à 5 sur la Figure 1.1 en bas à gau
he. Un tableau a 
omme signe le produit dessignes de ses rubans.Ces tableaux signés apparaissent dans la fameuse règle de Murnaghan Na-kayama [46, 48℄ : ils permettent de donner une interprétation 
ombinatoire del'intégralité des valeurs des 
ara
tères irrédu
tibles du groupe symétrique. D'unautre 
�té, ils sont aussi une généralisation naturelle des tableaux de Young stan-dards [32, 53, 62℄. La fameuse 
orrespondan
e de S
hensted a de fait pu être par-tiellement étendue à 
es tableaux, dans l'arti
le de White [67℄, qui a motivé notreétude énumérative et bije
tive.1.3 Plan de la ThèseDans le 
hapitre 2, on 
ommen
era par donner des notions de base sur les objets
ombinatoires 
lassiques que sont les 
hemins, les partitions et les permutations,ave
 pour 
es dernières un exposé de la 
orrespondan
e de S
hensted ainsi quequelques notions de théorie des représentations.Le titre de la thèse est re�été dans l'organisation de 
elle-
i : les 
hapitres 3 et 4traiteront de l'énumération de 
hemins, et dans les 
hapitres 5 et 6 nous 
ompteronsdeux variétés de tableaux. La notion de 
hemins interviendra également dans 
esdeux derniers 
hapitres, 
ertains des résultats étant de fait démontrés en utilisantun 
odage des deux types de tableaux par des 
hemins parti
uliers.En�n le dernier 
hapitre listera quelques pistes possibles pour prolonger lestravaux de 
ette thèse.Dé
rivons maintenant les travaux réalisés, 
ouvrant les 
hapitres 3 à 6 :Chemins sur le plan in
iséOn s'intéresse aux 
hemins du plan in
isé issus de O, dont l'ensemble de pas Sest tel que tous les ve
teurs (i, j) ∈ S véri�ent |j| 6 1. Nous montrons alors unebije
tion pour l'énumération de 
es 
hemins terminant au point (p(S), 0). Cettebije
tion permet de prouver 
ertains résultats énumératifs de [6,8℄ en expliquant la2
'est-à-dire qu'on peut passer d'une 
ase à l'autre dans µ − λ en fran
hissant les 
�tés des
ases (pas les sommets)



Chapitre 1 : Introdu
tion 6simpli
ité des formules 
loses obtenues. On donnera aussi une appli
ation probabi-liste de 
es bije
tions, et on regardera une variation de 
e problème.Une partie du travail de 
e 
hapitre a été présentée à la 
onféren
e FPSAC'2006à San Diego [47℄.Fully Pa
ked LoopsOn s'intéresse i
i aux diagrammes de 
ordes sur 2n points du type suivant : un
ertain motif �xéX, indépendant de n, et une série de 
ordes (ou ar
hes) emboîtées ;voir Figure 1.3. On prouve alors une 
onje
ture de Zuber [74, Conje
ture 6℄ : lenombre An(π) est dans 
e 
as un polyn�me en n, dont on saura donner le degré etle 
oe�
ient dominant en fon
tion du motif.PSfrag repla
ements m

XFig. 1.3: Motif ave
 ar
hes emboîtées.L'arti
le [11℄, é
rit en 
ollaboration ave
 Fabrizio Caselli, Christian Krattentha-ler et Bodo Lass, qui 
onstitue l'essentiel de 
e 
hapitre, est paru dans L'Ele
troni
Journal of Combinatori
s.Tableaux de permutationsNotre travail se situe dans la lignée de 
eux de Burstein [10℄, Corteel [17℄ ouSteingrimsson et Williams [64℄. Nous exposerons une bije
tion entre les permuta-tions et les tableaux de permutations, préservant de nombreuses statistiques, laplus importante étant que le nombre de 1 du tableau image, moins le nombrede 
olonnes, est égal au nombre d'o

urren
es du motif généralisé 31-2 dans lapermutation.On déduira de 
ela des preuves bije
tives des énumérations de permutationsave
 zéro ou une o

urren
e du motif généralisé 31-2, en exploitant un 
odage pardes 
hemins des tableaux de permutations ; on répondra en 
ela à une question deClaesson et Mansour [15℄. En�n, on dé
rira deux sous-ensembles des tableaux depermutations en bije
tion ave
 les permutations évitant le motif 32-1, elles-mêmes
onnues pour être en bije
tion ave
 les partitions d'ensembles.Ce
i est un travail en partie réalisé ave
 Sylvie Corteel.Tableaux de rubansÀ la suite d'un arti
le de White [67℄, nous étudions l'énumération signée despaires de tableaux de rubans de même forme ; nous généraliserons 
e travail, éten-dant ainsi la 
orrespondan
e de S
hensted aux tableaux de rubans. Pour 
ela nousutilisons l'appro
he de Sergey Fomin [25, 26℄ 
on
ernant les graphes gradués endualité, que nous sommes amenés à généraliser.Nous prouverons la plupart des résultats à la fois de manière bije
tive et algé-brique, suivant en 
ela les tra
es de Fomin. Notons que la plupart des énumérationsferont intervenir des signes négatifs, et que nous serons amenés à utiliser le prin
iped'involution de Garsia et Milne [34℄.



7 1.3 Plan de la ThèseCe travail, en 
ollaboration ave
 Dominique Gouyou-Beau
hamps, sera exposéà la 
onféren
e FPSAC'2007.
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Chapitre 2PréliminairesOn va i
i donner les dé�nitions de 
ertains objets que nous retrouverons dans
ette thèse, ainsi que quelques résultats fondamentaux les 
on
ernant.2.1 CheminsSoit G = (V,E) un graphe orienté, 
'est-à-dire un ensemble V de sommets etun ensembles de 
ouples E ⊆ V × V d'arêtes. Pour v1 et v2 deux sommets de G,on appelle 
hemin de v1 à v2 une suite v1 = v0, v1, . . . , vn = v2 de sommets de Gtels que (vi, vi+1) est une arête de E pour tout i. La longueur du 
hemin est n, lenombre d'arêtes utiliseées. Le sommet v1 est le point d'origine (ou plus simplementl'origine) du 
hemin, et v2 son point d'arrivée.Une 
lasse de 
hemins dans laquelle nous travaillerons souvent est 
elle des
hemins sur Z2 . Les points de 
e plan 
onstituent les sommets d'un graphe, eton donnera fréquemment les arêtes 
orrespondantes à l'aide d'un ensemble S deve
teurs de Z2, de la manière suivante : un 
ouple (M,N) de points de Z2 
onstitueune arête lorsque le ve
teur −−→MN appartient à l'ensemble S. Ainsi, un 
hemin dans
Z2 est dit à pas dans S, ou en
ore un S-
hemin, si tous les ve
teurs reliant deuxpoints su

essifs du 
hemin sont dans l'ensemble S.De tels 
hemins dans Z2 ont une relation forte ave
 la notion de mots : soit A unensemble (en général �ni) appelé alphabet, dont les éléments sont des lettres. L'en-semble A∗ des mots sur l'alphabet A est l'ensemble des suites de lettres a1 · · · an,ave
 ai ∈ A pour tout i, où n est la longueur du mot. Le mot vide, souvent noté
ε, est le mot de longueur 0. Si u = u1 · · · um et v = v1 · · · vm sont deux mots, onappelle 
on
aténation de u et v le mot w = u1 · · · umv1 · · · vn de longueur n+m.Si un point O′ de Z2 est �xé, les S-
hemins d'origine O′ sont alors identi�ablesà des mots sur l'alphabet S : le S-
hemin (O′ = v0, v1, . . . , vn) est identi�é au mot
s1 · · · sn, où si = −−−→vi−1vi. On utilisera 
ette 
orrespondan
e bije
tive à de nombreusesreprises, et l'on se permettra de passer d'un 
on
ept à l'autre librement lorque lepoint O′ sera l'origine O de Z2.Donnons deux exemples 
lassiques de 
hemins dans Z2.

9
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ements O Fig. 2.1: Chemin de Dy
k.2.1.1 Chemins de Dy
kOn appelle 
hemin de Dy
k de longueur 2n (ou de demie longueur n) un 
heminsur la grille Z2 allant de O à (2n, 0), dont les pas sont dans {(1, 1), (1,−1)}, et telsque tous ses sommets soient dans le demi plan supérieur (y > 0). Un exemple de
hemin de Dy
k de demie longueur 9 est donné sur la Figure 2.1.Pour énumérer 
es 
hemins, une possibilité est d'utiliser le prin
ipe de ré�exionde Désiré André :Théorème 2.1 (Prin
ipe de ré�exion d'André [16℄). Soit m un entier positif, et
k < i < 0 deux entiers négatifs. On 
onsidère des 
hemins dont les pas sont de type
(1, 1) et (1,−1).Alors le nombre de 
hemins de O à (m, i) qui ne tou
hent pas la ligne horizontaled'équation (y = k) est égal au nombre de 
hemins de O à (m, i) moins le nombrede 
hemins de O à (m, 2k − i).Preuve: Il su�t de montrer que les 
hemins de 0 à (m, 2k− i) sont en bije
tion ave
les 
hemins de 0 à (m, i) qui tou
hent la droite d'équation (y = k). Si le 
hemin vade 0 à (m, 2k − i), il tou
he né
essairement 
ette droite (y = k) ; si l'on 
onsidèrele premier point d'interse
tion et que l'on ré�é
hit la partie du 
hemin à sa droite,on obtient un 
hemin 0 à (m, i) qui tou
he la droite d'équation (y = k) ; 
'est labije
tion voulue. 2On peut alors déterminer le nombre de Catalan Cn, qui est par dé�nition lenombre de 
hemins de Dy
k de longueur 2n. On remarque que Cn est égal aunombre de 
hemins de O à (2n, 0) qui ne tou
hent pas la droite d'équation (y = −1).On applique alors le prin
ipe de ré�exion d'André ave
 m = 2n, i = 0 et k = −1 : ily a (2n

n

) 
hemins (non 
ontraints) de O à (2n, 0), et ( 2n
n+1

) 
hemins (non 
ontraints)de O à (2n,−2). Par soustra
tion, il vient :
Cn =

1

n+ 1

(
2n

n

)Remarque: Une autre preuve très 
lassique de 
e résultat repose sur le lemme
y
lique (voir [16℄ par exemple).2.1.2 Chemins de MotzkinOn appelle 
hemin de Motzkin un 
hemin sur la grille Z2, de O à (n, 0), dontles pas sont dans {(1, 0), (1, 1), (1,−1)}, et tels que tous ses sommets soient dans le
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��PSfrag repla
ements O Fig. 2.2: Chemin de Motzkin.demi plan supérieur (y > 0). Un 
hemin de Motzkin est donné sur la Figure 2.2. Onremarquera qu'un 
hemin de Dy
k est un 
hemin de Motzkin sans pas horizontaux.On notera U = (1, 1),D = (1,−1) et L = (1, 0). On appelle 
hemin de Motzkinbi
olore la donnée d'un 
hemin de Motzkin ave
 2 
ouleurs possibles pour les pasde type H, qu'on notera pour les di�éren
ier H1 et H2. Sur la Figure 2.3, les pasde type H2 sont en traits plus épais.
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��PSfrag repla
ements O Fig. 2.3: Chemin de Motzkin bi
olore.Proposition 2.2. Il existe une bije
tion bien 
onnue entre les 
hemins de Motzkinbi
olores de longueur n− 1 et les 
hemins de Dy
k de longueur 2n.Preuve: Soit w un 
hemin de Motzkin bi
olore de longueur n − 1 ; on transforme
haque pas en 2 pas 
onsé
utifs de la façon suivante : U (respe
tivement D,H1,H2)est transformé en UU (respe
tivement enDD,DU ,UD). On obtient ainsi un 
heminde longueur 2n−2, auquel on ajoute un pas U initial et un pas D �nal pour obtenirun 
hemin de longueur 2n. On obtient alors un 
hemin de Dy
k, et la 
onstru
tioninverse est immédiate. 22.2 Partitions et tableaux de Young2.2.1 PartitionsLa suite �nie d'entiers λ = (λ1 > . . . > λk) est une partition de l'entier positif
n si les λi sont des entiers stri
tement positifs, dont la somme vaut n ; on é
rira
λ ⊢ n, et on dit que n est la taille de λ. Les entiers λi sont les parts de la partition,
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1

Fig. 2.4: Partition et tableau standard.et le nombre de fois qu'un entier apparaît dans λ est sa multipli
ité. Par 
onvention,on posera λi = 0 pour i > k. Il y a par exemple 5 partitions de l'entier 4, à savoir
(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1) et (1, 1, 1, 1).On utilisera aussi la notation des partitions par exposants λ = [1m1 , 2m2 , · · · ],où mi désigne le nombre de j tels que λj = i, 
'est-à-dire la multipli
ité de la part
i ; on omettra les puissan
es unièmes ainsi que les i0. Les partitions de 4 sont dansle même ordre que plus haut [41], [1, 3], [22 ], [12, 2] et [14].Une partition peut être représentée par son diagramme de Ferrers, qui est unensemble de 
ases dans le plan, 
omposé de k lignes justi�ées à gau
he, telles quela ième ligne 
ontient λi 
ases unités 1× 1. On utilisera i
i la 
onvention d'é
ritureanglo saxonne, qui 
orrespond à é
rire les diagrammes ave
 les lignes dé
roissantdu haut vers le bas. On désignera par (i, j) la j-ème 
ase de la ligne i en partantde la gau
he ; 
es 
oordonnées ne sont don
 dé�nies que si 1 6 i 6 k et 1 6 j 6 λi.On ne fera généralement pas de di�éren
es entre λ et son diagramme de Ferrers,de sorte que l'on parlera de lignes, 
olonnes ou 
ases d'une partition λ.La transposée λ′ de la partition λ est la partition dont la i-ème ligne du dia-gramme de Ferrers 
omporte autant de 
ases que la i-ème 
olonne de 
elui de λ.On obtient don
 
e diagramme en faisant la symétrie par rapport à la diagonaleprin
ipale qui passe par les 
ases (i, i).On appelle 
omposition de l'entier n une suite c = (c1, . . . , ck) d'entiers stri
te-ment positifs dont la somme vaut n ; on dé�nit de même que pour les partitions lesnotions de taille, part et multipli
ité. On obtient une partition c̃ à partir d'une 
om-position c en réarrangeant les entiers de la suite en ordre dé
roissant ; la partitionobtenue possède don
 les mêmes parts que c ave
 les mêmes multipli
ités.2.2.2 Tableaux de YoungOn appelle tableau de Young standard de forme λ la donnée d'une partition λdont les 
ases du diagramme sont numérotées de 1 à |λ|, de sorte que les numérossont stri
tement 
roissants de gau
he à droite dans 
haque ligne, et de haut enbas dans 
haque 
olonne. De manière équivalente, un tableau de Young standardde forme λ est une 
haîne de partitions λ0 = ∅ ⊂ λ1 ⊂ . . . λk−1 ⊂ λn = λ ave

n = |λ|, où une partition λi est obtenue à partir de la pré
édente λi−1 en ajoutantexa
tement une 
ase. Un tableau de Young de forme λ = (4, 2, 2, 1) est donné surla droite de la Figure 2.4, et sa représentation en tant que 
haîne de partitions setrouve sur la Figure 2.2.2.Soit fλ le nombre de tableaux de Young standards de forme λ. On appelleéquerre d'une 
ase u = (i, j) ∈ λ l'ensemble des 
ases situées à droite ou au
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Fig. 2.5: Chaîne de partitions.dessous de λ (la 
ase u y 
ompris), et on note h(u) le nombre de 
ases de l'équerreasso
ié à la 
ase u = (i, j). On a h(u) = λi + λ′j − i− j + 1.Alors on a la formule suivante, dite formule des équerres (hook-length formulaen anglais) :

fλ =
|λ|!∏

(i,j)∈λ hi,j
(2.2.1)Cette formule a été démontrée par Frame, Robinson et Thrall [30℄.On appelle tableau semi-standard de forme λ la donnée d'une partition λ et d'unétiquetage de ses 
ases par des entiers stri
tement positifs, de sorte que les numérossont 
roissants au sens large de gau
he à droite dans 
haque ligne, et stri
tement
roissants de haut en bas dans 
haque 
olonne.Le 
ontenu de la 
ase u = (i, j) est dé�ni par c(u) := j − i. Alors le nombre detableaux semi-standards de formes λ et dont toutes les entrées sont inférieures à

N est donné par la formule :
SSY T (λ,N) =

∏

u∈λ

c(u) +N

h(u)
(2.2.2)Cette formule est appelée hook 
ontent formula en anglais, 
e que l'on peuttraduire par �formule des équerres et 
ontenus� ; elle fut démontrée par Ri
hardStanley [59℄.2.2.3 Un 
odage des partitionsOn suit dans 
ette partie les notations de Van Leeuwen [65℄.On asso
ie à une partition λ un mot doublement in�ni δ(λ) ∈ {0, 1}Z. Cemot est déterminé par le diagramme de Ferrers de λ de la manière suivante : onprolonge les 
�tés supérieur et gau
he du diagramme par des lignes in�nies, et onlit ensuite la frontière inférieure droite en partant du bas, en notant 1 pour lessegments verti
aux ren
ontrés, et 0 pour les segments horizontaux.Ainsi la permutation (4, 2, 2, 1) a pour suite asso
iée

δ(λ) = (· · · 1110101|1001000 · · · ),voir la Figure 2.6 ; le signe � |� repère l'endroit où la frontière interse
te ladiagonale du diagramme, et on 
onsidère que les indi
es de Z positifs ou nuls pourla suite δ(λ) sont 
eux à droite de la séparation |. La suite δ(λ) peut être dé�nierigoureusement 
omme suit :
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Fig. 2.6: Partition en
odée par une suite doublement in�nie.
δ(λ)(d) =

{
1 si d ∈ {λi − i− 1, i ∈ N}
0 si d ∈ {j − λ′j, j ∈ N}On remarquera que les suites δ(λ) ont les propriétés suivantes :1. elles ne di�èrent qu'en un nombre �ni de positions de la suite (· · · 1111|0000 · · · )(
orrespondant à la partition vide) ;2. le nombre de 0 à gau
he du symbole | est égal au nombre de 1s à la droite de
e même symboleCes propriétés 
ara
térisent en fait les suites δ(λ) parmi les suites de {0, 1}Z :une suite véri�ant 1. et 2. 
orrespond à une et une seule partition.On a de plus la propriété suivante :Proposition 2.3. Soit λ une partition de n, ave
 k parts. Les 
ouples d'indi
es

i < j tels que δi(λ) = 0 et δj(λ) = 1 sont en bije
tion ave
 les 
ases u ∈ λ.Preuve: on fait naturellement 
orrespondre les 0 aux 
olonnes et les 1 aux lignes,et la bije
tion 
orrespond simplement à regarder l'interse
tion. 2On verra d'autres propriétés de 
et en
odage dans le 
hapitre 6 en relation ave
la notion de ruban.2.3 PermutationsDans 
ette se
tion, on va rappeler la dé�nition du groupe symétrique et 
er-taines notions élémentaires asso
iées ; on donnera ensuite les éléments essentielsde la 
orrespondan
e de (Robinson-)S
hensted, ainsi que des représentations 
om-plexes du groupe symétrique.2.3.1 Le groupe symétriqueOn appelle groupe symétrique d'ordre n le groupe Sn des bije
tions σ de [[1, n]]dans lui-même ; 
'est un groupe de 
ardinal n!, dont les éléments sont appelés per-mutations. On appelle 
y
le d'une permutation une suite (x, σ(x), σ2(x), . . . , σk−1(x))où σk(x) = x et σi(x) 6= (x) pour 1 6 i 6 k − 1.



15 2.3 PermutationsL'ensemble {x, σ(x), σ2(x), . . . , σk−1(x)} est appelé support du 
y
le. On saitalors que toute permutation peut être é
rite 
omme le produit dans Sn de 
y
lesdisjoints, de manière unique à l'ordre des fa
teurs près. Soit σ une permutation,et notons λ(σ) la partition formée des tailles des 
y
les de σ en ordre dé
roissant.Alors la partition λ(σ) 
ara
térise la 
lasse de 
onjugaison de σ : si τ est une autrepermutation de Sn, alors il existe ρ ∈ Sn tel que τ = ρ−1σρ (on dit que σ et τsont 
onjuguées) si et seulement si λ(σ) = λ(τ). La partition λ(σ) est appeleée letype de 
y
les de σ.On peut aussi en
oder les permutations par des mots σ1σ2 . . . σn, où σi = σ(i) ;il s'agit don
 des mots de longueur n sur l'alphabet [[1, n]] tels que 
haque lettreapparaît une et une seule fois. On utilisera 
ette représentation notamment dansle 
hapitre 5.En�n, une involution de Sn est une permutation σ telle que σ2 est l'identité ;une involution sans point �xe agit for
ément sur un ensemble pair [[1, 2k]], et lenombre d'involutions sans points �xes de [[1, 2k]] est égal à (2k)!! := (2k − 1)(2k −
3) · · · 3 ·1. En 
onsidérant le nombre de points �xes, il vient aisément que le nombred'involutions sur Sn est donné par

In =

⌊n
2
⌋∑

k=0

(2k)!!

(
n

2k

)2.3.2 La 
orrespondan
e de S
henstedLa 
élèbre 
orrespondan
e de S
hensted [54℄ �qu'on peut faire remonter à Ro-binson [51℄ et est ainsi parfois appelée �Robinson S
hensted�� se dé�nit habituel-lement par un algorithme d'insertion ; on va i
i donner une version plus modernede l'algorithme, due à Sergey Fomin [25, 27℄, par 
e que 
e dernier appelle desdiagrammes de 
roissan
e (growth diagrams).Fixons nous trois partitions λ, µ, ν telles que λ ⊂ µ et λ ⊂ ν, où µ (respe
tive-ment ν) est égale à λ ou possède une 
ase de plus .On dessine un 
arré dont trois 
oins sont étiquetés par λ, µ, ν
omme illustré 
i-
ontre. Dans le 
as λ = µ = ν, le 
arré C peutêtre marquée d'une 
roix, ou non marquée ; dans les autres 
as,elle n'est pas marquée.
PSfrag repla
ements

λ

µ

ν

C

ξAve
 
es données, les règles suivantes permettent de déterminer la partition ξpermettant de 
ompléter l'étiquetage des 
oins du 
arré :
• Si λ = µ = ν et que C est vide, alors ξ := λ.
• Si λ = µ = ν et que C 
ontient une 
roix , alors le diagramme de ξ est obtenuà partir de 
elui de λ en ajoutant une 
ase sur la première ligne.
• If λ 6= µ = ν, alors le diagramme de ξ est obtenu à partir de 
elui de µ enajoutant une 
ase sur la i+1-ème ligne, où i est la ligne pour laquelle λi 6= µi.
• Si λ = µ 6= ν (resp. λ = ν 6= µ), alors ξ = ν (resp. ξ = µ).
• Si λ 6= µ 6= ν, alors le diagramme de ξ est l'union de 
eux de µ et ν.Ces règles sont inversibles, au sens où si l'on se donne un 
arré ave
 ξ, µ, ν,alors il existe un seul 
ouple (λ,C) pour lequel ξ est le résultat de l'appli
ation desrègles dire
tes à λ,C, µ, ν ; 
e 
ouple est déterminé par les règles suivantes :
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• Si ξ = µ = ν , alors λ := ξ.
• Si ξ 6= µ = ν et que ξ a une 
ase de plus que µ sur la première ligne, alors
λ := µ et C 
ontient une 
roix.

• Si ξ 6= µ = ν et que ξ a une 
ase de plus que µ sur la i+ 1−ème ligne, i > 1,alors le diagramme de λ est obtenu à partir de 
elui de µ en enlevant une
ase à la i-ème ligne de µ.
• Si ξ = µ 6= ν (resp. ξ = ν 6= µ), alors λ := ν (resp. λ = µ).
• Si ξ 6= µ 6= ν, alors le diagramme de λ est l'interse
tion (ensembliste) de 
euxde µ et ν.

4

2

3

1 3 4

14 2

1 2

3

4

2

3

1

Fig. 2.7: La 
orrespondan
e de S
hensted.Fixons maintenant une grille n × n de n2 
arrés, ave
 (n + 1)2 sommets. Onétiquette les sommets des 
�tés inférieur et gau
he par la partition vide ∅. Soit σune permutation de Sn. On représente 
ette permutation par des 
roix dans lagrille, en ins
rivant une 
roix à la position (i, j) si j = σ(i). Dans 
ha
un des n2
arrés de la grille, on applique alors les règles issues du premier groupe 
i-dessus,
'est-à-dire les règles permettant de déterminer ξ à partir de la donnée de λ, µ, νet C. On ne peut bien sûr appliquer 
es règles à un 
arré donné que si les 
arrésde gau
he et du bas ont été traités ; tout ordre 
ompatible ave
 
ette 
ontrainte
onvient et donne le même étiquetage ; voi la Figure 2.7Après avoir étiqueté tous les sommets, on a une suite 
roissante de partitionsqui étiquette le bord droit de la grille, de ∅ à une partition λ dans le 
oin supérieurdroit de la grille ; et une autre suite de ∅ à λ étiquette le bord supérieur de la grille.Ces deux suites sont telles que 
haque partition a exa
tement une 
ase de plus quela pré
édente dans la suite ; 
omme on l'a vu, de telles suites sont équivalentes àdeux tableaux standards de forme λ. On note P le tableau 
orrespondant au borddroit, et Q 
elui du bord supérieur. On appelle 
orrespondan
e de S
hensted lafon
tion qui à une permutation σ asso
ie le 
ouple (P,Q) de tableaux standards



17 2.3 Permutationsde même forme ainsi déterminé.Théorème 2.4. La 
orrespondan
e de S
hensted σ ↔ (P,Q) est une bije
tionentre le groupe symétrique Sn et les 
ouples de tableaux de Young standards demême forme λ ⊢ n.La 
orrespondan
e inverse 
onsiste à étiqueter les bords supérieur et droit dela grille par les tableaux Q et P (
onsidérés 
omme des 
haînes de partitions), puisd'utiliser les règles lo
ales inverses pour étiqueter le reste ds sommets. Les 
roixdessinées dans le pro
essus forment alors une permutation : si (i, j) 
ontient une
roix, alors on dé�nit σ(i) = j.On remarque que lorsque les 
roix dans la grille sont symétriques par rapport àla diagonale i = j, alors tout l'étiquetage est symétrique : 
ela dé
oule du fait queles règles lo
ales sont elles-mêmes symétriques en µ et ν. On en déduit aisément lerésultat suivant :Corollaire 2.5. La 
orrespondan
e de S
hensted induit une bije
tion entre lesinvolutions de Sn et les tableaux standards de taille n.En fait, on déduit plus généralement de la symétrie en µ et ν des règles lo
alesque si la 
orrespondan
e de S
hensted envoie la permutation σ sur le 
ouple (P,Q),alors elle envoie également σ−1 sur (Q,P ) ; 
e
i 
onstitue un résultat fameux deS
hützenberger [55℄, qui était beau
oup plus déli
at à l'époque, l'algorihtme parinsertion n'exhibant au
une symétrie évidente.Remarque: Il existe une extension de la 
orrespondan
e de S
hensted due àKnuth [38℄ qui est une bije
tion entre matri
es d'entiers positifs et 
ouples detableaux semi standards ; on la nomme souvent 
orrespondan
e RSK, pour Ro-binson, S
hensted et Knuth. Nous ne la donnons pas i
i 
ar nous n'en aurons pasbesoin, mais signalons qu'il est aussi possible de formaliser 
ette extension ave
 desdiagrammes de 
roissan
e : voir par exemple [28, 41℄.2.3.3 Représentations du groupe symétriqueOn va i
i faire un rappel �très bref et in
omplet� de la théorie des représen-tations linéaires 
omplexes des groupes �nis. Les 
on
epts présentés i
i ne sontutilisées que dans la Se
tion 6.8.Une représentation 
omplexe du groupe G est un morphisme de groupes ̺ de
G dans un groupe linéaire GL(V ), où V est un C-espa
e ve
toriel 
omplexe dedimension �nie r, qui est la dimension de la représentation.On dit que deux représentations ̺1 : G → GL(V ) et ̺2 : G → GL(W ) sontéquivalentes s'il existe un isomorphisme linéaire f : V → W tel que, pour tout
g ∈ G, on a f ◦ ̺1(g) = ̺2(g) ◦ f . Une représentation ̺ : G → GL(V ) est diterédu
tible s'il existe un espa
e ve
toriel propreW , {0} ( W ( V , tel que pour tout
g de G on ait ̺(g)W ⊆W . S'il n'existe pas de tels sous-espa
esW , la représentationest dite irrédu
tible.On appelle 
ara
tère de la représentation ̺ la fon
tion χ̺ de G dans C dé�niepar χ̺(g) = trace(̺(g)). Il est 
lair grâ
e aux propriétés de la tra
e que :� les 
ara
tères de deux représentations équivalentes sont identiques ;� si g = hg′h−1 dans le groupe G, alors pour tout 
ara
tère χ on a χ(g) = χ(g′).



Chapitre 2 : Préliminaires 18On appelle 
ara
tère irrédu
tible le 
ara
tère d'une représentation irrédu
tible.La théorie des représentations 
omplexes des groupes �nis nous dit alors qu'àéquivalen
e près, les représentations irrédu
tibles de G sont en nombre �ni ; 
enombre est égal au nombre de 
lasses de 
onjugaison du groupe G.Pour le groupe symétrique, on a de plus :Théorème 2.6. Les représentations irrédu
tibles du groupe symétrique Sn peuventêtre indi
ées par les partitions de n, de sorte que la représentation ̺λ soit de di-mension fλ, le nombre de tableaux standards de forme λ. De plus, les 
ara
tèresasso
iés χλ sont à valeurs dans Z.La table de la Figure 2.8 
onstitue la table de 
ara
tères du groupe S6 ; 
'est untableau dont les lignes sont indi
ées par les 
ara
tères irrédu
tibles du groupe, etles 
olonnes par les 
lasses de 
onjugaison du groupe. L'entrée de la ligne λ et dela 
olonne µ est par dé�nition la valeur du 
ara
tère χλ sur une permutation dontle type de 
y
les est µ. Ainsi la table de 
ara
tères 
ontient toutes les valeurs des
ara
tères irrédu
tible, et de là en un sens toute l'information sur les représentationsdu groupe.
C0 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10

χ0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ1 5 3 1 -1 2 0 -1 1 -1 0 -1
χ2 9 3 1 3 0 0 0 -1 1 -1 0
χ3 10 2 -2 -2 1 -1 1 0 0 0 1
χ4 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1 0 0
χ5 16 0 0 0 -2 0 -2 0 0 1 0
χ6 10 -2 -2 2 1 1 1 0 0 0 -1
χ7 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 -1 0 0
χ8 9 -3 1 -3 0 0 0 1 1 -1 0
χ9 5 -3 1 1 2 0 -1 -1 -1 0 1
χ10 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1∑
χi 76 0 4 0 4 0 4 0 0 1 0Fig. 2.8: Table des 
ara
tères de S6.



Chapitre 3Chemins sur le plan in
iséLe plan in
isé désigne le plan entier Z2 dont tous les points de la forme
(−k, 0), k > 0 ont été �tés ; il s'agit don
 du plan privé d'une demi droite.On va 
onsidérer des 
hemins dans 
ette région, en �xant un ensemble de ve
-teurs S en
odant les pas que l'on se permet . Par exemple, si l'on prend S0 =
{(−1, 0), (1, 0), (0,−1), (0, 1)}, 
ela signi�e que les 
hemins sont autorisés à évoluerd'une unité vers la gau
he, la droite, le haut ou le bas, 
'est-à-dire les dépla
ementshabituels sur le réseau Z2.Ces 
hemins ont été pour la première fois introduits dans les arti
les de MireilleBousquet-Mélou et Gilles S
hae�er [6, 8℄. Les auteurs ont étudié l'énumération de
es 
hemins à l'aide de fon
tions génératri
es. Un des obje
tifs était d'obtenir une
lassi�
ation de 
es 
hemins via la nature de leurs séries génératri
es ; de fait, onpeut en quelque sorte mesurer la �
omplexité� d'une 
lasse d'objets 
ombinatoiresen fon
tion de l'appartenan
e de leurs fon
tions génératri
es à telle ou telle 
lasse.Un des résultats de 
es arti
les est que lorsque les éléments (i, j) de l'ensemble
S véri�ent tous |j| 6 1 �S est alors dit à petites variations verti
ales�, les sériesgénératri
es qui énumèrent les 
hemins du plan in
isé suivant leur longueur sontalors algébriques, que 
e soit en �xant le point d'arrivée des 
hemins ou non.Dans les 
al
uls expli
ites que les auteurs ont pu mener dans 
es arti
les, denombreuses formules 
loses simples émergent, lorsque 
ertains points d'arrivée par-ti
uliers sont �xés ; ainsi, le nombre de S0-
hemins de O à (1, 0) sur le plan in
isé,de longueur 2n+ 1, est donné par le nombre de Catalan

C2n+1 =
1

2n + 2

(
4n+ 2

2n+ 1

)
.Ce résultat a été prouvé ultérieurement dans l'arti
le [2℄ : il s'agit d'une bije
tionsimple de 
es 
hemins du plan in
isé ave
 les 
hemins de Motzkin bi
olores delongueur 2n+ 1.Le travail de 
e 
hapitre 
onsiste en une vaste extension de 
e résultat : ondé�nit p(S) 
omme l'entier x > 0 minimal tel que (x, 0) puisse être atteint par un

S-
hemin. Alors, si S est à petites variations verti
ales, on exhibera une bije
tion(Thórème 3.4) entre les S-
hemins du plan in
isé de O à (p(S), 0) et d'autres
hemins du plan Z2 ; 
ette bije
tion explique la simpli
ité des formules obtenues,
omme on le montrera. Une bije
tion plus simple est donnée par le Théorème 3.2dans le 
as où l'ensemble S est stable par la symétrie (i, j) 7→ (i,−j).19



Chapitre 3 : Chemins sur le plan in
isé 20Après avoir dé�ni dé�nitions et notations dans la Se
tion 3.1, on donnera ladé�nition pré
ise des bije
tions dans la Se
tion 3.2, amenant aux résultats prin-
ipaux que sont les Théorèmes 3.2 et 3.4. Les preuves des théorèmes sont ensuitedonnées respe
tivement dans les se
tions 3.3 et 3.4. On étudiera quelques appli
a-tions 
on
rètes d'énumération dans la Se
tion 3.5, et on terminera en exposant unevariante du problème dans la Se
tion 3.6.3.1 Dé�nitionsPour le reste de 
ette se
tion, ainsi d'ailleurs que dans tout le 
hapitre, Sdésignera un ensemble �ni d'éléments de Z2, l'ensemble des pas ; on 
onsidérera 
espas aussi bien 
omme des ve
teurs à 
oordonnées entières que 
omme des lettresformant l'alphabet S, 
omme expliqué dans le 
hapitre 2.3.1.1 Chemins et MotsOn 
onsidère i
i des 
hemins sur Z2, dont les pas sont donnés par S. À moinsqu'un autre point ne soit expli
itement pré
isé, un 
hemin aura pour origine w0 =
O = (0, 0) ; un mot de S

∗ sera de plus identi�é au 
hemin 
orrespondant issu del'origine O : ave
 
ette 
onvention, on remarquera que l'on a notamment, pour
2 mots w1 et w2, end(w1w2) = end(w1) + end(w2), où end(w) dénote le pointd'arrivée du 
hemin w. Pour tout point P de Z2, on notera ses 
oordonnées par
x(P ) et y(P ), qui désignent respe
tivement l'abs
isse et l'ordonnée du point P . Parextension, on notera x(w) et y(w) les 
oordonnées du point d'arrivée d'un 
hemin
w. Un 
hemin ave
 un pas marqué est la donnée (w, i) d'un 
hemin w et d'unentier i 
ompris entre 1 et la longueur de w. Ainsi une o

urren
e de pas wi−wi−1est distinguée dans le 
hemin w. Dans le reste du 
hapitre, les pas marqués seront�gurés par un trait plus épais dans les �gures.3.1.2 Chemins sur le plan in
iséOn utilise i
i la terminologie introduite dans les arti
les [6, 8℄. On dira que le
hemin w évite la demi-droite H = {(k, 0), k 6 0} si au
un des sommets su

essifs
w1, . . . , wn n'appartient à H. Un tel 
hemin w est pré
isément un 
hemin sur leplan in
isé. Pour (i, j) 6= (0, 0) un point du plan Z2 di�érent de l'origine, on notera
Si,j(n) l'ensemble des 
hemins du plan in
isé de O à (i, j) dont la longueur vaut n.Le nombre de 
es 
hemins est Si,j(n).Fixons maintenant un ensemble S. On dé�nit alors p(S) 
omme étant l'entier
x stri
tement positif minimal tel qu'il existe un 
hemin du plan in
isé (issu de O)terminant en (x, 0) et dont les pas sont dans S. On notera parfois p au lieu de
p(S) quand l'ensemble S sera 
lair d'après le 
ontexte.Dans 
e 
hapitre on se 
on
entrera essentiellement à l'étude de Sp(S),0(n).Si s = (x, y) ∈ Z2, on note s̃ = (x,−y) son symétrique par rapport à l'axe desabs
isses. On étend naturellement 
ette notion aux 
hemins : si w = s1s2 · · · sn ∈
S

∗,alors on dé�nit w̃ = s̃1s̃2 · · · s̃n. D'un point de vue géométrique, w̃ est le symé-trique de w par rapport à l'axe des abs
isses.



21 3.2 RésultatsIl reste à dé�nir 2 notions importantes relatives aux ensembles S. Ces deuxnotions sont illustrées sur la �gure 3.1 :Dé�nition 3.1. Soit S un ensemble de pas.� S est symétrique (sous-entendu : par rapport à l'axe des abs
isses) si pourtout s ∈ S, on a également s̃ ∈ S.� L'ensemble S a de petites variations verti
ales si pour tout (i, j) ∈ S, on a
|j| 6 1.
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Fig. 3.1: De gau
he à droite : un ensemble S qui n'est ni symé-trique ni à petites variations verti
ales ; un ensemble symétrique ;un ensemble à petites variations verti
ales.3.2 RésultatsOn 
onsidère dans 
ette se
tion, ainsi que dans le reste de 
e 
hapitre, unensemble de pas S à petites variations verti
ales. On dé�nit l'entier p 
ommel'entier p(S) pour ne pas alourdir les notations.Soit w = (w0 = O, . . . , wn) un élément de Sp,0(n), 
'est-à-dire un 
hemin surle plan in
isé de longueur n qui se termine en (p, 0) . Donnons-nous également
i ∈ [[1, n]], si bien que l'on a un 
hemin ave
 un pas marqué (w, i).3.2.1 Le 
as symétriqueOn suppose maintenant de plus que S est symétrique.Si l'on regarde w 
omme un mot de S

∗, la donnée de i 
orrespond à unefa
torisation w = uv : si l'on é
rit w = s1 · · · sn dans S
∗, alors on u := s1 · · · si−1et v := si · · · sn.On dé�nit alors Ψ(w, i) := ṽu.Cette 
onstru
tion est illustrée sur la �gure 3.2. I
i n = 16 et i = 8 ; les passont numérotés dans le 
hemin image Ψ(w, i) pour améliorer la lisibilité.Géométriquement, le 
hemin Ψ(w, i) = (W0,W1, . . . ,Wn) est le 
hemin :

• dont la première partie U = (W0,W1, . . . ,Wn−i+1) s'obtient en prenant lesymétrique de (wi, . . . , wn) par rapport à l'axe des abs
isses puis en le trans-latant de façon à 
e que W0 = O ;
• dont la se
onde partie (Wn−i+1, . . . ,Wn) s'obtient en translatant (w0 =

0, . . . , wi−1) pour le 
on
aténer ave
 le 
hemin U .On est maintenant en mesure d'énon
er un premier théorème :
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PSfrag repla
ements
Ψ

S =Fig. 3.2: Exemple de la 
onstru
tion Ψ dans le 
as du réseaudiagonal.Théorème 3.2. Soit S un ensemble de pas symétrique et à petites variationsverti
ales, et n un entier positif. La 
onstru
tion Ψ est une bije
tion entre les deuxensembles suivants :1. les S-
hemins du plan in
isé de longueur n terminant en (p(S), 0)ave
 unpas marqué, et2. les S-
hemins du plan Z2 qui se terminent en un point d'abs
isse p et d'or-donnée paire.Comme 
orollaire immédiat, il vient :Corollaire 3.3. Soit Sp(S),0(n) le nombre de S-
hemins du plan in
isé de longueur
n terminant en (p, 0), et Wp,pair(n) le nombre de S-
hemins du plan Z2 qui seterminent en un point d'abs
isse p et d'ordonnée paire.On a alors l'identité

n · Sp,0(n) = Wp,pair(n)3.2.2 Extension au 
as non symétriqueOn veut maintenant généraliser le pré
édent théorème au 
as où S n'est plussupposé symétrique ( tout en 
onservant la propriété de petites variations verti-
ales ). La raison pour laquelle le théorème pré
édent ne peut être valide tel quelest simple : dans la deuxième partie du 
hemin W , les pas obtenus ne sont pasné
essairement éléments de S si 
e dernier n'est pas symétrique .Notons alors Ssym l'ensemble 
onstitué des symétriques des élément de Spar rapport à l'axe des abs
isse ; en d'autres termes Ssym = S̃. Dé�nissonségalement l'union S = S ∪ Ssym. On a également besoin des sous ensembles
S

δ = {s ∈ S | y(s) = δ} ave
 δ un élément parmi {−1, 0, 1}. Comme S est àpetites variations verti
ales, on a l'union disjointe S = S
−1 ⊔S

0 ⊔S
1. On dé�nitde même Sδ pour δ ∈ {−1, 0, 1}.



23 3.3 Preuve du Théorème 3.2Soit (w, i0) un S-
hemin élément de Sp(S),0(n), ave
 2m pas non horizontaux.1. On applique Ψ dé�nie 
i-dessus à (w, i0), et don
 icut = n− i0 est l'indi
e dupoint de W = Ψ(w, i0) où les 2 mor
eaux du 
hemin ont été 
on
aténés ;2. On 
onstruit 2 listes d'entiers L1 et L−1 de la manière suivante : L1 (resp.
L−1) est la liste des abs
isses des pas des
endants de W (resp. des pas mon-tants) situés avant l'indi
e icut, 
on
aténée ave
 la liste des abs
isses des pasmontants de W (resp. des pas des
endants) situés après icut.Ces 2 listes sont de longueur identique m ; pré
isons que par abs
isse onentend i
i l'abs
isse d'un pas en tant que ve
teur de S, et non 
elle d'unpoint du 
hemin.3. Considérons les m premiers pas (en tant que ve
teurs) non horizontaux de
W : on leur substitue les pas de même ordonnée mais dont les abs
isses sontles m entiers de la liste L1. On fait de même ave
 les m pas non horizontauxrestants et la liste L−1. On appelle le 
hemin obtenu après 
es substitutions
Ψ∗(w, i0).Cette 
onstru
tion est illustrée sur la Figure 3.3. On noteraMel la 
onstru
tionfaite au points 2. et 3., si bien qu'on a Ψ∗ = Mel ◦Ψ ; le nom provient de mélange,
ar Mel réalise bel et bien une permutation d'abs
isses entre di�érents pas.On peut maintenant énon
er un se
ond théorème :Théorème 3.4. Soit S un ensemble à petites variations verti
ales, et n un entierpositif. Ψ∗ est une bije
tion entre1. d'une part, les S-
hemins du plan in
isé de longueur n terminant en (p, 0),ave
 un pas marqué ;2. et d'autre part, les S-
hemins de longueur n terminant à l'abs
isse p, ave
un nombre pair t = 2m de pas dans S1 ∪S−1, tels que les m premiers de 
espas appartiennent à S1 et les m derniers à S−1.Remarque: Si S est symétrique il est aisé de voir que les ensembles de 
heminsdé
rits dans les points 2. des Théorèmes 3.2 et 3.4(2) 
oïn
ident ; en e�et on a
lairement S1 = S−1 dans 
e 
as. Cependant, les 2 bije
tions ne sont pas identiquesdans 
e 
as : la dernière étape de la bije
tion Ψ∗ 
onstitue en e�et dans le 
assymétrique une involution non triviale sur les 
hemins de Wp,pair(n).3.3 Preuve du Théorème 3.2On rappelle que l'on 
onsidère un ensemble S qui est symétrique et à pe-tites variations verti
ales. Par exemple, les pas naturels du réseau Z2, 
'est à-dire

{(±1, 0), (0,±1)}, forment un ensemble véri�ant 
es 2 propriétés. On 
onserve lesnotations du Théorème 3.2, et notamment les mots u, v 
orrespondant à la fa
to-risation de w obtenue en marquant un pas.La preuve va s'arti
uler en 3 points :1. Ψ est bien dé�nie de Sp,0(n)× [[1, n]] dans Wp,pair(n).2. Constru
tion d'une fon
tion Γ de Wp,pair(n) dans Sp,0(n)× [[1, n]].3. Ψ et Γ sont inverses l'une de l'autre.
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Ψ∗

Mel

L1 = (−2, 1, 1, 1, 1,−2)

L−1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)

Ψ

Fig. 3.3: Exemple de la bije
tion Ψ∗ du Théorème 3.4. Dans le
hemin �nal, on remarquera que les pas 1, 3, 5, 6, 7 et 8 sont `élé-ments de S1, et que les pas 9, 11, 12, 13, 14 et 15 sont éléments de
S−1.3.3.1 Ψ est bien dé�nieIl s'agit i
i de montrer que l'on arrive dans le bon ensemble d'arrivéeWp,pair(n).Soit don
 w = uv, et dé�nissons les entiers h et k par end(u) = (h, k). Commepar dé�nition end(w) = (p, 0), il vient end(v) = end(w) − end(u) = (p − h,−k),et don
, après la ré�exion d'axe (Ox), on obtient end(ṽ) = (p − h, k). Comme

Ψ(w, i) = ṽu, il vient end(Ψ(w, i)) = end(ṽ) + end(u) = (p, 2k), 
e qui montrequ'e�e
tivement Ψ(w, i) est un élément de Wp,pair(n).3.3.2 Dé�nition de la fon
tion ΓSoitW = s1s2 · · · sn = (W0 = 0,W1, . . . ,Wn) un S-
hemin de Z2 qui se termineen Wn = end(W ) = (p, 2ℓ) où ℓ ∈ Z. Comme S est à petites variations verti
ales,il existe des sommets du 
hemin W qui ont pour ordonnée ℓ : en e�et, pour joindreun point d'ordonnée 0 à un point d'ordonnée 2ℓ on est for
é de tou
her la droite
y = ℓ. Parmi les points de W 
orrespondants à 
es sommets d'ordonnée ℓ, soit
(m, ℓ) 
elui qui possède l'abs
isse minimale.Montrons que W ne termine pas en (m, ℓ), 
e qui équivaut à (m, ℓ) 6= (p, 0).



25 3.3 Preuve du Théorème 3.2C'est évident si ℓ 6= 0 ; et si ℓ = 0, on a m 6 0 par
e que W part de O = (0, ℓ) etque m est minimal parmi les abs
isses des points de W d'ordonnée 0 ; or 
omme
W termine en un point d'abs
isse p ave
 p > 0, 
ela montre m 6= p.On peut ainsi dé�nir i ∈ [[1, n]] 
omme l'entier maximal tel que Wi−1 = (m, ℓ) ;il s'agit don
 du dernier instant où w passe en (m, ℓ), si étant le dernier pas quittant
e point. Posons alors W1 = s1 · · · si−1 and W2 = si · · · sn ; on 
onstruit alors un
hemin marqué Γ(W ) 
omme suit :

Γ(W ) = (W2W̃1, n− i+ 2) si i > 1

= (W2, 1) si i = 1On notera que, 
omme W2 est de longueur n − i + 1, Γ(W ) est un 
heminmarqué sur le premier pas de W̃1 dans le 
as i > 1.La �gure 3.4 donne une illustration de 
ette dé�nition : on y utilise l'ensemblede pas S = {(2, 0), (−1, 1), (−1,−1)}. On a n = 16, et (m, ℓ) = (1,−3) qui estmarqué par un point.
��
��
��
��PSfrag repla
ements Γ

Fig. 3.4: Exemple de la bije
tion inverse.Reformulons 
ertaines propriétés deW1 dans le langage des mots dans le lemmesuivant :Lemme 3.5. Le point (m, ℓ) étant déterminé 
omme au dessus, soit U un pré�xede W tel que end(U) = (k, ℓ). Alors k > m, et l'inégalité est stri
te lorsque U estun pré�xe stri
tement plus long que W1.Preuve: C'est la dé�nition même de (m, ℓ) et de W1, une fois traduite au niveaudes mots. 2Montrons maintenant que le 
hemin W2W̃1 est bien un élément de Sp,0(n), 
equi est bien évidemment né
essaire pour que Γ puisse prétendre être l'inverse de la
onstru
tion Ψ :
• D'une part end(W1) = (m, ℓ) par dé�nition, d'où end(W̃1) = (m,−ℓ) et
end(W2) = end(W )− end(W1) = (p−m, ℓ). Il vient end(W2W̃1) = (p, 0) quimontre que W2W̃1 termine au bon endroit.

• D'autre part il faut montrer que 
'est un 
hemin sur le plan in
isé : on doitprouver que pour tout pré�xe w1 6= ε de W2W̃1 tel que end(w1) = (x, 0), on
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isé 26a x > 0. Soit w1 un tel pré�xe : nous allons 
onsidérer 2 
as, selon que w1est un pré�xe stri
tement plus 
ourt que W2 ou pas :� Dans le premier 
as, on peut fa
toriser w1 · t = W2, et don
 W1w1 est unpré�xe de W stri
tement plus long que W1 se terminant en (m+x, l). Parle Lemme 3.5, on a alors bien x > 0.� Dans le se
ond 
as, W2 · t′ = w1 , et t′ est un pré�xe de W̃1, 
e qui revientà dire que t̃′ est un pré�xe de W1. Mais end(t̃′) = end(w̃1) − end(W̃2) =
(m−p+x, l). , si bien que par le Lemme 3.5 on a x−p > 0, 
e qui entraînei
i aussi x > 0 étant donné que p > 0.En résumé on a bien dé�ni une fon
tions Γ de Wp,pair(n) vers Sp,0(n).3.3.3 Γ est la ré
iproque de la fon
tion ΨIl s'agit maintenant de montrer que Γ et Ψ sont des fon
tions inverses l'une del'autre. On remarque déjà que Ψ ◦ Γ = Id ; en e�et, si Γ(W ) = (W2W̃1, j), alors lamarque j 
orrespond à la première lettre de W̃1 ; par dé�nition de Ψ il vient don
bien Ψ(Γ(W )) = W .A�n de 
on
lure la preuve, on doit don
 montrer que Γ(Ψ(w, i)) = (w, i), 
equi revient à montrer que dans la fa
torisation Ψ(w, i) = ṽu, ṽ est égal au pré�xe

W1 dé�ni dans la 
onstru
tion de Γ.Si end(u) = (h, k), on a déjà 
al
ulé que end(ṽ) = (p − h, k) et que
end(Ψ(w, i)) = end(ṽu) = (p, 2k). Il reste don
 deux 
hoses à montrer : (1)
p − h = m, m étant dé�ni dans la 
onstru
tion de Γ, et (2) si U est un pré-�xe de Ψ(w, i) = ṽu qui est stri
tement plus long que ṽ, et a un point d'arrivée dutype (x, k) pour un 
ertain x, alors x > m.
• Raisonnons par l'absurde en supposant p− h > m.Si ṽ est un pré�xe stri
t de W1, 
e qui fournit u0 6= ε tel que W1 = ṽu0 et
end(u0) = (x, 0) ave
 x = m−(p−h) < 0. CommeW1W2 = ṽu, 
ela implique
u = u0W2, 
e qui est absurde 
ar u0 est alors un pré�xe de w terminant surla demi-droite interdite H.
W̃1 est don
 pré�xe de v : il s'ensuit que uW̃1 est pré�xe de w, et termine en
(m+ h, 0). Or on a supposé m+ h < p, le 
hemin uW̃1 est en 
ontradi
tionave
 la dé�nition de p. C'est d'ailleurs la seule fois où l'on utilise la dé�nitionde p dans la preuve.On a don
 démontré p−h 6 m ; or la dé�nition m ême de m for
e p−h > m,si bien que (1) est prouvé.

• Soit U un pré�xe de ṽu, ave
 end(U) = (x, k), tel que U = ṽu0 où u0 6= ε.Alors u0 est un pré�xe non vide de u véri�ant end(u) = (x + h − p, 0) =
(x − m, 0). Comme w = uv est un 
hemin sur le plan in
isé, 
ela for
e
x−m > 0, 
e qui prouve (2) et 
omplète la preuve du Théorem 3.2.

23.3.4 RemarquesCette 
onstru
tion Ψ est en fait une généralisation de 
elle de l'arti
le [2℄ : dansle 
as parti
ulier du réseau 
arré, la bije
tion de [2℄ 
onsiste non pas à marquer unpas quel
onque pour tout 
hemin sur le plan in
isé, mais à marquer un unique pas



27 3.4 Preuve du Théorème 3.4pour 
haque 
hemin : 
e pas est dé�ni 
omme le dernier pas dont l'origine possèdel'abs
isse minimale. Si 
e pas-là est marqué dans notre bije
tion, elle est identiqueà la leur.Cependant, distinguer un pas spé
i�que pour 
haque 
hemin n'est pas toujourspossible, mais 
ette appro
he peut s'étendre à une 
lasse d'ensembles S parti
u-lière :Corollaire 3.6. Soit n un entier stri
tement positif, S un ensemble de pas symé-trique et à petites variations verti
ales, et tel que (1, 0) ∈ S est le seul élément de
S dont l'abs
isse est stri
tement positive. Alors il existe une bije
tion entre S1,0(n)et les 
hemins de longueur n− 1 qui terminent à l'abs
isse 0,à une ordonnée paire,et qui restent dans le demi-plan x > 0.Preuve : On remarque d'abord que p = 1 ; on marque alors le dernier pas dontl'origine est à une abs
isse minimale (il en existe un 
ar le 
hemin part de O ettermine à l'abs
isse 1). On applique alors la 
onstru
tion Ψ ; le sous-ensemble de
Wp,pair(n) ainsi obtenu 
onsiste en les 
hemins dont le premier pas est (1, 0) et quipar la suite restent dans le demi-plan x > 1. On obtient la bije
tion du 
orollaireen supprimant 
e premier pas. 2Remarque: On remarque aussi que La 
onstru
tion Ψ reste inje
tive lorsque Sn'est pas symétrique . Comme nous en aurons besoin dans la se
tion suivante,donnons une des
ription pré
ise de l' image de Ψ dans 
e 
as :Proposition 3.7. Soit S un ensemble de pas à petites variations verti
ales, et nun entier stri
tement positif. Alors Ψ est une bije
tion entre :1. les S-
hemins du plan in
isé de longueur n terminant en (p, 0) dont un pasest marqué.2. les S-
hemins W de Z2 de longueur n terminant en (p, 2k) pour un 
ertain

k ∈ Z, tels que, pour la dé
omposition W = W1W2 dé�nie 
omme dans la
onstru
tion de Γ, W1 est un S
sym-
hemin and W2 est un S-
hemin.Preuve: La preuve est la même que pour le Théorème 3.2.

2On notera A(n) les 
hemins dé�nis dans le point 2. de la proposition.Cette proposition n'est pas vraie en général lorsque l'on sort du 
adre des petitesvariations verti
ales : dans 
e 
as, il peut exister des S-
hemins terminant en (p, 2k)qui n'ont au
un sommet à l'ordonnée k. Un pas (i, j) ave
 |j| > 1 permet en e�etde 'sauter' par dessus la droite d'équation y = k.En�n, les 
hemins du se
ond point de la proposition ne sont pas plus fa
iles àénumérer que les 
hemins du plan in
isé initiaux ; 
ela nous amène au résultat duThéorème 3.4, qui fournit lui des 
hemins plus simples de 
e point de vue.3.4 Preuve du Théorème 3.4Dans toute 
ette se
tion, on �xe S un ensemble de pas à petites variationsverti
ales, et n un entier positif.
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isé 283.4.1 Les 
urieux 
hemins du Théorème 3.4A priori, il n'y a pas de raison que la situation soit aussi favorable dans le 
asnon symétrique que dans le 
as symétrique S : on pourrait s'attendre par exempleà 
e que les nombres Sp,0(n) n'aient de forme 
lose que dans des 
as dégénérés.Mais la génération des nombres Sp,0(n) pour 
ertains ensembles S et les pre-miers entiers n ( à l'aide du logi
iel Maple, que je remer
ie i
i) semblent 
on�rmer le
ontraire ; et j'ai obtenu empiriquement des expressions 
loses de plusieurs Sp,0(n)pour 
ertains ensembles S de 3 éléments.Cependant il n'était pas 
lair de dégager une formule générale pour un S àpetites variations verti
ales, 
orrespondant aux 
hemins du Théorème 3.4, à savoirles S-
hemins de longueur n terminant à l'abs
isse p(S), ave
 un nombre pair
t = 2m de pas dans S1 ∪S−1, tels que les m premiers de 
es pas appartiennent à
S1 et les m derniers à S−1 : notons B(n) 
et ensemble de 
hemins. En vue de 
ela,on utilise l'un des résultats fondamentaux de l'arti
le [6℄ ; Mireille Bousquet-Mélouy démontre :Théorème 3.8 ( [6℄). Soit S un ensemble de pas à petites variations verti
ales.On dé�nit les polyn�mes de Laurent Aδ(x) =

∑
i∈Sδ xi, pour δ ∈ {−1, 0, 1}.Soit également ∆(x; t) le polyn�me en x, x−1 et t dé�ni par

∆(x; t) = (1− tA0(x))
2 − 4t2A1(x)A−1(x).Alors la fon
tion génératri
e des 
hemins du plan in
isé terminant en (p(S), 0)est donnée par

∞∑

n=1

Sp,0(n)tn = [xp] log

(
1√

∆(x; t)

)
,où la notation [xp] signi�e que l'on prend le 
oe�
ient de xp dans le terme dedroite.Notre but est de montrer que le 
oe�
ient de tn dans le terme de droite, mul-tiplié par n, 
orrespond en fait naturellement à l'énumération de l'ensemble B(n).Notons B une série de Laurent en x

1

2 telle que B2 = A1(x)A−1(x) : parexemple, si le terme de plus bas degré de A1(x)A−1(x) est atx
t, t ∈ Z, on a

A1(x)A−1(x) = atx
t(1 + xP (x)) où P (x) est un polynome en x, et l'on pose

B =
√
atx

t/2
√

1 + xP (x) qui 
onvient.Il vient ∆(x; t) = (1− t(A0 + 2B))(1− t(A0 − 2B)) ; puis, pour ǫ égal à −1 ou
1 :

[tn] log
1

1− t(A0 + ǫ2B)
=

1

n
(A0 − ǫ2B)n =

1

n

n∑

k=0

(
n

k

)
An−k

0 ǫk2kBk
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Sp,0(n) =

1

2
[xptn] log

(
1

∆(x; t)

)

=
1

2n
[xp]

n∑

k=0

(
n

k

)
An−k

0 (1k + (−1)k)2kBk

n · Sp,0(n) = [xp]

n/2∑

j=0

(
n

2j

)
An−2j

0 22jAj
1A

j
−1Pour a
hever la preuve, il reste à montrer que le terme de droite est égal au
ardinal de B(n). Or, pour déterminer un tel 
hemin, on doit 
hoisir où pla
er leso

urren
es des pas de S

0 (terme (n
2j

) pour n− 2j tels pas), 
hoisir les pas de S
0eux-mêmes (terme An−2j

0 ), 
eux de S1 (terme 2jAj
1) et de S−1 (terme 2jAj

−1). Onprend ensuite le 
oe�
ient de xp dans la série obtenue pour s'assurer que le 
heminse termine à l'abs
isse p.3.4.2 DémonstrationOn veut maintenant montrer que Ψ∗ est bien une bije
tion entre Sp,0(n) et B(n) ;pour 
ela, on va 
omme dans la preuve du premier théorème dé
rire la 
onstru
tioninverse. Pour plus de simpli
ité, rappelons que l'on a noté A(n) l'ensemble de
hemins du point 2. dé
rits dans la Proposition 3.7. On a A(n) = Ψ(Sp,0(n)) pardé�nition, et Ψ est une bije
tion entre 
es deux ensembles.Lors de la dé�nition de Ψ∗, on a noté Mel la 
onstru
tion de A(n) vers B(n) :il s'agit maintenant de montrer que Mel est une bije
tion de A(n) vers B(n).On remarque d'abord que Mel est bien à valeurs dans B(n), 
ar :� Les abs
isses des pas ont été permutées, don
 leur somme reste la même ;
omme de plus les ordonnées des pas ne sont pas modi�ées par Mel, 
ettefon
tion 
onserve bien les points d'arrivée des 
hemins.� les listes L1 et L−1 sont bien formées d'abs
isses de pas de S1 et S−1 res-pe
tivement, par la dé�nition même du point d'indi
e icut.Montrons que la transformation Mel est inje
tive : donnons nous W =
(W0,W1, . . . ,Wn) un 
hemin de A(n), et Mel(W ) ∈ B(n) son image. Ces deux
hemins ont le même point d'arrivée que l'on note (p, 2k), et des pas non hori-zontaux o

urrant aux mêmes indi
es ; soit 2r le nombre de pas non horizontaux. Soient 0 6 t1 < . . . < tm 6 n les indi
es des sommets à hauteur k (dans W oudans Mel(W ), là en
ore les indi
es sont les mêmes).On note r0 = m0 + d0 le nombre de pas non horizontaux situés avant t1, ave

m0 (resp. d0) le nombre de pas montants (resp. des
endants). On note de même
rm = mm + dm le nombre de pas non horizontaux situés après tm. Finalement,on note 2rl le nombre de pas non horizontaux situés entre les indi
es tl et tl+1pour l entre 1 et m − 1. Remarquons qu'on a k = m0 − d0 = mm − dm, et don

m0 + dm = mm + d0 = r0+rm

2 .L'indi
e icut est évidemment l'un des indi
es tl, et on va montrer 
ommentretrouver 
et indi
e à partir du 
heminMel(W ). Il est 
lair que les abs
isses des pas
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isé 30montants de W (respe
tivement des
endants) entre les indi
es 0 et t1 sont rangéesdans L−1 (resp. dans L1) ; entre tm et n en revan
he, 
e sont les abs
isses des pasdes
endants qui vont dans L−1, et 
elles des pas montants dans L1. Pour 
e qui sepasse entre deux indi
es tl, on fait alors la remarque fondamentale suivante : dans la
onstru
tion Mel, lorsqu'on par
ourt W entre les 2 points Wtl et Wtl+1
, on ajoutele même nombre d'éléments rl aux listes L1 et L−1 (
ela par
e qu'il y a autant depas montants que des
endants entre 
es deux points), et 
e indépendamment de laposition de l'indi
e icut.Considérons maintenant les listes L1 et L−1, de longueur r 
ha
une, ave
 r =

r1 + . . . rm−1 + r0+rm

2 . On dé�nit les sommes Sl, pour 1 6 l 6 m :
• S1 est la somme des m0 premiers éléments de L−1, des d0 premier élémentsde L1, et des abs
isses des pas horizontaux situés avant l'indi
e t1.
• Pour i > 1, Si est la somme des éléments de L−1 entre le premier et 
eluid'indi
e m0 + r1 + · · · + ri, ajoutée à la somme des éléments de L1 entre lepremier et 
elui d'indi
e d0+r1+· · ·+ri, et aux abs
isses des pas horizontauxsitués avant l'indi
e ti.Pour l'exemple de la Figure 3.3, on a t1 = 9, t2 = 10, t3 = 14, et l'on endéduit m0 = 4, d0 = 3, r1 = 0, r2 = 2, mm = 1, dm = 0. Cela 
orrespond,pour le 
al
ul des Si, à dé
ouper les listes en L1 = (−2, 1, 1|∅|1, 1| − 2) et L−1 =

(0, 0, 0, 0|∅|0, 1|∅) ; pour la liste des abs
isses des pas horizontaux, on obtient unedé
omposition (−1, 2| − 1|∅|∅) en 
oupant aux indi
es ti. On en déduit que lessommes S1, S2, S3 sont respe
tivement égales à 1, 0 et 3. On en déduit que icut esti
i égal à t2 = 10.Par la remarque faite plus haut, on sait alors que les sommes Sl sont exa
tementles abs
isses des points Wtl . On peut alors en déduire l'indi
e icut : il s'agit en e�etdu plus grand indi
e l parmi 
eux où le nombre Sl est minimal, par dé�nition. Ona don
 pu retrouver l'indi
e icut à partir du 
hemin Mel(W ) de B(n).Il est trivial à partir de là de re
onstruire le 
hemin W , et 
e uniquement àpartir de la donnée de Mel(W ).On vient don
 de prouver que la fon
tion Mel est inje
tive. Or on sait grâ
eà la Se
tion 3.4.1 que A(n) et B(n) ont même 
ardinal. Don
 on vient en fait de
onstruire l'inverse de la fon
tion Mel, 
e qui démontre �nalement le Théorème3.4. 23.5 Appli
ationsNous allons donner deux types d'appli
ations des bije
tions des Theórèmes 3.2et 3.4 ; dans 
haque 
as, l'utilité du résultat provient de 
e que les 
hemins mis enbije
tion ave
 les 
hemins du plan in
isé sont fa
ilement énumérables.D'abord nous nous intéressons à l'aspe
t énumératif, en donnant quelquesexemples de pas S pour lesquels une formule 
lose du 
omptage des 
hemins suivantleur longueur existe, formule que nous démontrons de manière bije
tive.Ensuite, nous dé
rivons une appli
ation probabiliste de la bije
tion, en 
al
ulantle nombre moyen de sommets à une ordonnée j donnée lorsque l'on suppose quetous les 
hemins de Sp(S),0(n) sont équiprobables.



31 3.5 Appli
ations3.5.1 Exemples d'énumérationOn va donner deux appli
ations du Théorème 3.2, et une du Théorème 3.4, puisexpliquer dans quelle mesure 
es résultats peuvent s'étendre.Commençons ave
 le réseau diagonal, pour lequel p = 2. Soit Cn =
(
2n
n

)
/(n+1)le nième nombre de Catalan.Proposition 3.9 ( [6℄). Soit n un entier positif. Il y a 4nCn/2 
hemins de longueur

2n sur le plan in
isé dont les pas sont {(±1,±1)} qui se terminent en (2, 0).Preuve : Soit Dn le 
ardinal de 
es 
hemins. Par le Théorème 3.2, il s'agit d'énu-mérer les 
hemins de longueur 2n se terminant en un point (2, 2l) où l ∈ Z. De fait,la 
ondition que les 
hemins terminent à hauteur paire est super�ue étant donnéque les 
hemins sont de longueur paire.Pour 
onstruire un tel 
hemin, 
hoisissons d'abord les o

urren
es des pas quiont une abs
isse positive, i.e. (1, 1) and (1,−1). Les 
hemins terminant à l'abs
isse
2, il y a pré
isément n + 1 o

urren
es, 
e qui 
orrespond à ( 2n

n+1

) 
hoix à 
etteétape. Pour déterminer 
omplètement un 
hemin, il faut 
hoisir pour 
haque pass'il a ordonnée 1 ou −1, 
e qui 
orrespond à 22n = 4n possibilités.Par le Théorème 3.2, de tels 
hemins sont en bije
tion ave
 les 
hemisn de Dnmarqués. Il vient don

2nDn = 4n

(
2n

n+ 1

)
,qui est équivalente à la formule donnée dans l'énon
é de la proposition . 2Proposition 3.10 ( [7℄). Soit n un entier positif. Il y a 4n

(3n
n

)
/(n + 1) 
heminsde longueur 3n + 1 sur le plan in
isé dont les pas sont {(2, 0), (−1, 1), (−1,−1)}qui se terminent en (2, 0).Preuve : SoitKn le 
ardinal de 
es 
hemins. On est i
i amené à 
ompter les 
heminsde longueur 3n+1 terminant à l'abs
isse 2 et à une ordonnée paire. Soit a le nombred'o

urren
es du pas (2, 0) dans un tel 
hemin. En é
rivant une équation sur lesabs
isses des pas du 
hemin, il vient 2a − (3n + 1 − a) = 2 et don
 a = n + 1.Le 
hoix des o
urren
es de 
es pas est ainsi (3n+1

n+1

), et il reste à déterminer parmiles 2n o

urren
es de pas restantes 
elles de (−1, 1) et de (−1,−1). I
i en
ore la
ondition sur l'ordonnée paire s'avère supe�ue.On obtient �nalement
(3n+ 1)Kn = 4n

(
3n+ 1

n+ 1

)
,qui est bien l'énumération désirée. 2Donnons également un exemple d'appli
ation du Théorème 3.4, qui montre quedes formules 
loses existent pour des ensembles de pas non triviaux même dans le
adre non symétrique :Proposition 3.11. Soit n un entier positif. Il y a 42n+1
(
2n+1

n

)
/(4n + 2) 
heminsde longueur 4n + 2 sur le plan in
isé dont les pas sont {(0,−1), (−1, 1), (1, 1)} etqui se terminent en (1, 0).Preuve : Soit Tn le 
ardinal de 
es 
hemins. Par le Théorème 3.4, après le marquaged'un pas, on est ramené à énumérer les 
hemins de longueur 4n+ 2 dont les 2n+ 1
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isé 32premiers pas sont éléments de {(±1,±1)}, les 2n+ 1 derniers pas sont éléments de
{(0,±1}, et qui se terminent à l'abs
isse 1. Pour satisfaire la 
ondition sur l'abs
isse�nale, il doit y avoir n+ 1 o

urren
es de pas dans {(1,±1)}. Après 
ette analyse,il vient fa
ilement l'égalité

(4n + 2)Tn = 22n+1

(
2n+ 1

n

)
· 22n+1,qui permet de 
on
lure la preuve. 2Ces formules 
loses ne sont pas totalement isolées. En e�et, pour tous les en-sembles possibles S = {s1, s2, s3} de 3 pas non tous horizontaux, Sp,0(n) admetune forme 
lose. C'est fa
ile à voir : si x1, x2, x3 désigne le nombre d'o

urren
esde 
es pas, on a 3 équations linéaires les liant : x1 + x2 + x3 = n évidemment, etdeux autres en regardant les abs
isses et les ordonées. Ces équations ont alors auplus une solution en les xi, 
e qui se traduit aisément en une formule 
lose pour les
hemins de Wp,pair(n) ou de B(n).Les formules sont également 
loses pour les ensembles de pas symétriques de
ardinal 4 du type {(a,±1), (−b,±1)} où a et b sont des entiers positifs.3.5.2 Nombre moyen de passages à une ordonnée donnéeIl existe une statistique transportée par les bije
tions des Théorèmes 3.2 and3.4 : les 
hemins du plan in
isé dont le sommet initial wi de l'o

urren
e du pasmarqué est à hauteur k ont pour image des 
hemins se terminant à la hauteur 2k.C'est une 
onséquen
e de la preuve de 
es théorèmes. Notons au passage que le 
as

k = 0 est une 
onséquen
e d'un 
ertain lemme 
y
lique énon
é dans [8℄.Cette observation apporte une réponse au problème suivant : On se donne S et
n, et on suppose une distribution uniforme sur les 
hemins de Sp,0(n). En moyenne,
ombien de fois 
es 
hemins passent à la hauteur j ? Soit Hn

j la variable aléatoiredé�nie sur Sp,0(n) (ave
 distribution de pobabilité uniforme) par Hn
j (w) = |{i >

0 | y(wi) = j}. La question posée revient don
 à évaluer l'espéran
e de Hn
j .La proposition suivante, dont la preuve dé
oule immédiatement de 
e qui pré-
ède, répond au problème posé :Proposition 3.12. Soit S symétrique et à petites variations verti
ales, n un entierpositif, et j un entier. Alors l'espéran
e E(Hn

j ) est égale à
E(Hn

j ) = n · |Wp,2j|
|Wp,pair|La version plus générale pour des S non symétriques est similaire. Grâ
e à 
etteproposition, on peut obtenir des formules 
lose de 
ette espéran
e pour un grandnombre d'ensembles de pas S. Ainsi pour le réseau 
arré il vient :

E(H2n+1
j ) =

(2n+ 2)
(

2n+1
n+j+1

)(
2n+1

n−j+1

)
(4n+2
2n+1

)Par la formule de Stirling, 
ette dernière quantité est asymptotiquement équi-valente à √ 8
π

√
n lorsque j est �xé et que n tend vers l'in�ni.



33 3.6 Variation : 
hemins dans la partie supérieure du plan in
isé3.6 Variation : 
hemins dans la partie supérieure duplan in
iséUne variation des 
hemins sur le plan in
isé est 
onsidérée brièvement dans [6℄ :il s'agit d'ajouter en plus la 
ontrainte stipulant que les 
hemins doivent rester dansle demi plan supérieur {y > 0}.Considérons don
 pour S �xé les 
hemins terminant en (p(S), 0), où p(S) estdé�ni de la même façon qu'avant : 
'est le plus petit x > 0 tel qu'il existe un
S-
hemin terminant1 en (x, 0). Alors on a le théorème suivant :Théorème 3.13. Soit n un entier positif. Les 
hemins de Sp,0(n) qui restent dansla région (y > 0) sont en bije
tion ave
 les 
hemins de Z2 se terminant en (p, 0).Preuve : La bije
tion est la même que Ψ sauf qu'on ne réalise pas la ré�exion parrapport à l'axe des abs
isses : si w = uv est la fa
torisation déterminée par le pasmarqué, l'image de w est le 
hemin ψ(w) = uv.La bije
tion inverse est similaire au 
as du plan in
isé. on prend W , et l'ondé�nit W1 
omme le plus long pré�xe U de W parmi 
eux ave
 y(U) minimal,et x(U) minimal parmi 
es derniers. Alors si W = W1W2, la bije
tion inverse estdonnée par γ(W ) = W2W1 où le premier pas de W1 est marquée si W1 6= ε, et lepremier pas de γ(W ) si W1 = ε.Le fait qu'on a bien là une bije
tion et son inverse se démontre de façon quasiidentique au Théorème 3.2, à 
e
i près qu'on n'a plus de ré�exion à e�e
tuer. 2On remarque qu'i
i le fait de ne plus faire de ré�exion permet de traiter en unefois les 
as de S symétrique et S non symétrique.

1Il est équivalent de demander en plus que 
e S-
hemin soit dans le plan in
isé, et même dele 
ontraindre à rester dans le demi-plan supérieur : dans 
haque 
as p(S) est le même.
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Chapitre 4Con�gurations de Fully Pa
kedLoopsLes 
on�gurations de Fully Pa
ked Loops sont des remplissages d'une grille de
n2 sommets tels que 
haque sommet a deux arêtes adja
entes, et qu'une arête surdeux est o

upée sur le bord de la grille : voir la gau
he de la Figure 4.2. On a diten introdu
tion qu'il s'agit d'un modèle de mé
anique statistique : l'intérêt qu'ilsus
ite en 
ombinatoire est issu de deux problématiques di�érentes que nous allonsexpli
iter.D'une part, les 
onje
tures de Razumov et Stroganov prédisent que les ve
teurspropres de l'état fondamental de 
ertains Hamiltoniens dans le modèle "dense loop
O(1)" sont donnés par le nombre de 
on�gurations FPL 
orrespondant à un 
ou-plage parti
ulier ; on va donner une formulation 
ombinatoire de 
ette 
onje
turedans le paragraphe suivant.
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Fig. 4.1: Diagrammes de 
ordes sur 6 points.Considérons un 
er
le ave
 2n points numérotés de A1 à A2n �xés, et l'ensemble
Dn des diagrammes obtenus en traçant n 
ordes ne se 
roisant pas entre les points :voir Figure 4.1 pour les 5 diagrammes de D3. On dé�nit les opérateurs hi sur Dn,
i ∈ [[1, 2n]], 
omme suit : soit π ∈ Dn, tel que Ai est lié à Aj , et Ai+1 est lié à Ak.Alors hi(π) est le 
ouplage tel que Ai est lié à Ak, Ai+1 est lié à Aj , et les autres
ordes restent les mêmes (les indi
es sont pris modulo 2n). D'un autre 
�té, une
on�guration FPL dé�nit naturellement n 
hemins qui induisent un diagramme de
ordes entre ses arêtes externes ; pour tout élément π de Dn, on dé�nit alors An(π)
omme le nombre de 
on�gurations FPL dont le diagramme asso
ié est π.La 
onje
ture de Razumov Stroganov s'énon
e alors :pour tout π ∈ Dn, 2nAn(π) =

∑

i,π′:hi(π′)=π

An(π′).D'autre part, les 
on�gurations FPL sont en bije
tion ave
 les matri
es à signe35
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ked Loops 36alternant [20℄. Une matri
e à signe alternant est une matri
e 
arrée dont les entréssont dans {0, 1,−1}, et telle que sur 
haque ligne et 
haque 
olonne, la sommedes entrées vaut 1, et les entrées 1 et −1 apparaissent en alternant (en faisantabstra
tion des zéros). La bije
tion 
onsiste simplement à rempla
er les sommetsoù le 
hemin tourne par des 0, et le reste par des 1 et −1 (en alternant) ; voir Figure4.2. L'énumération des matri
es à signe alternant, longtemps restée ouverte, a étéfaite par Zeilberger [72℄, puis de manière plus simple par Kuperberg [42℄. Le résultatest que le nombre de telles matri
es de 
�té n est donné par
An =

n−1∏

i=0

(3i+ 1)!

(n+ i)!
.Il s'agit don
 également du nombre de 
on�gurations FPL dans une grille ave


n2 sommets : dans 
ette optique, l'énumération des 
on�gurations ave
 un 
ouplagedonné 
onstitue un ra�nement intéressant des matri
es à signe alternant.
1

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

1Fig. 4.2: Con�gurations FPL et Matri
e à signe alternant.Un grand nombre de 
onje
tures 
on
ernant les FPL a été rassemblé dans lesurvol de Zuber [74℄. Certaines ont été démontrées dans les arti
les [12,22℄. Dans 
e
hapitre, nous allons montrer l'une d'entre elles : le nombre de 
on�gurations FPLave
 un nombre 
roissant d'ar
hes imbriquées dans le diagramme de 
ordes asso
iéest donné par un polyn�me en la taille de la grille, polyn�me dont on fournira ledegré et le 
oe�
ient dominant. Nous allons pré
iser 
e résultat dans la Se
tionsuivante, et nous en pro�terons pour détailler le plan de 
e 
hapitre.4.1 Dé�nitions et RésultatsSoit n un entier positif. On 
onsidère la grille 
arrée dont le 
�té a longueur
n−1, et qui possède ainsi n2 sommets ; elle sera notée Qn. Les arêtes de 
ette grillesont de deux types : les arêtes internes, qui joignent 2 sommets de la grille, et lesarêtes externes, qui pointent depuis un sommet du bord de la grille vers l'extérieur.Un simple 
al
ul donne 2n(n−1) arêtes internes et 4n arêtes externes pour la grille
Qn ; les sommets de la grille Q11 et les arêtes externes sont illustrées sur la Figure4.3 On appelle 
on�guration FPL ( pour fully pa
ked loops) un sous-ensembled'arêtes sur la grille Qn tel que 
haque sommet de la grille est de degré 2. Unetelle 
on�guration 
onstitue ainsi un ensemble de 
hemins (fermés ou non) qui nese tou
hent pas, et qui passent par tous les points de la grille. On ne 
onsidèrerai
i que des 
on�gurations FPL ave
 
onditions périodiques à la frontière (periodi
boundary 
onditions) : 
ela signi�e qu'on oblige les arêtes externes d'une 
on�gura-tion à être exa
tement la moitié des arêtes externes de la grille, en en séle
tionnant



37 4.1 Dé�nitions et RésultatsPSfrag repla
ements
1 2 3

−1
0

. . .
−n

2n
2n − 1

−2n+ 1

−n+ 1Fig. 4.3: L'étiquetage des arêtes externes.une sur deux.
Fig. 4.4: Une 
on�guration FPL sur Q7 ave
 
onditions pério-diques à la frontièreChaque 
on�guration FPL dé�nit de manière naturelle un 
ouplage non 
roisésur les arêtes externes, en appariant deux de 
es arêtes si elles 
onstituent les 2extrémités d'un même 
hemin dans la 
on�guration en question. On va s'intéresserdans 
e travail à l'énumération de 
on�gurations asso
iées à un 
ouplage �xé. Unrésultat de Wieland [68℄ nous dit que 
e nombre est invariant lorsque le 
ouplagesubit une rotation autour de la grille Qn (voir paragraphe 4.2.1 ; ainsi, on pourrareprésenter un 
ouplage sous la forme d'un diagramme de 
ordes (sans interse
tion)de 2n points sur un 
er
le. Par exemple, le diagramme de la Figure 4.5 est 
eluiqui est induit par le 
ouplage de la �gure 4.4.
Fig. 4.5: Représentation d'un 
ouplage sous forme d'un dia-gramme de 
ordesLa 
onje
ture de Zuber a trait aux 
on�gurations dont le 
ouplage asso
ié
omporte m ar
hes emboîtées. Plus pré
isément, �xons X un 
ouplage non 
roiséave
 n−m ar
hes. En ajoutant m ar
hes emboîtées, on obtient un nouveau 
ouplage



Chapitre 4 : Con�gurations de Fully Pa
ked Loops 38de n ar
hes (voir Figure 4.6, qui donne de façon s
hématique la manière dont 
enouveau 
ouplage est 
onstitué).La 
onje
ture de Zuber dit que le nombre de 
on�gurations FPL induisant untel 
ouplage est un polyn�me en m, dont le terme dominant peut être déterminéen utilisant un 
ertain diagramme de Ferrers λ(X) atta
hé à un 
ouplage X donné(voir se
tion 4.2.2 pour la dé�nition).Conje
ture 4.1 ( [74℄, Conj. 6). Soit X un 
ouplage non 
roisé de n−m ar
hes,et X ∪m le 
ouplage obtenu en ajoutant m ar
hes emboîtées à X. Alors le nombre
AX(m) de 
on�gurations FPL qui ont X∪m 
omme 
ouplage est égal à 1

|X|!PX(m),où PX(m) est un polyn�me de degreé |λ(X)| à 
oe�
ients entiers, et dont le 
o-e�
ient dominant vaut dim(λ(X)). I
i, |λ(X)| dénote la taille du diagramme deFerrers λ(X), et dim(λ(X)) dénote la dimension de la représentation irrédu
tibledu groupe symétrique S|λ(X)| indi
ée par le diagramme de Ferrers λ(X), dimensionqui est donnée par la formule des équerres, 
f. 2.2.1).
PSfrag repla
ements m

XFig. 4.6: Le 
ouplage obtenu à partir d'un 
ouplage �xé X et de
m ar
hes emboîtées.La preuve de 
e résultat 
onstitue l'essentiel de 
e 
hapitre. Donnons-en lesgrandes lignes, qui 
onstituent les diverses se
tions :La démonstration se base sur 2 observations élémentaires mais fondamentalesdues à de Gier [20℄. Si l'on 
onsidère l'ensemble des 
on�gurations asso
iées à un
ouplage �xé, alors il y a de nombreuses arêtes qui appartiennent à toutes 
es
on�gurations. On détaillera 
ela dans la se
tion 4.3, et l'on verra 
omment 
etteobservation permet de s
inder notre problème énumératif en 2 sous-problèmes dansdes parties distin
tes de la grille Qn.L'une de 
es régions ne dépend pas de m, l'autre si : dans 
ette dernière régionil faut don
 montrer que les sous-
on�gurations sont en nombre 
roissant polyno-mialement ave
 m. Pour 
ela on utilisera la deuxième observation de de Gier, àsavoir une bije
tion entre les 
on�gurations FPL (ave
 
ertaines 
ontraintes sur lesarêtes) et les pavages d'une région triangulaire par des losanges ; voir la preuve duThéorème 4.9.Dans notre 
as, l'énumération de 
es pavages est réalisé par la hook 
ontentformula (voir préliminaires, 
hapitre 2. La nature polynomiale des nombres obtenusest i
i 
laire, et 
ela prouvera l'assertion que AX(m) est un polynome, pourm assezgrand : l'extension au 
as des petits m sera fait dans la se
tion 4.5 par un argumentindire
t.Pour démontrer les assertions plus pré
ises de la 
onje
ture 
on
ernant l'inté-gralité des 
oe�
ients et le terme dominant, des résultats te
hniques plus �ns sont



39 4.2 Résultats préliminairesné
essaires : 
eux-
i sont énon
és et prouvés dans la Se
tion 4.6.4.2 Résultats préliminairesOn identi�era les 4n arêtes externes à un entier entre −2n + 1 et 2n 
ommedé�ni par la numérotation expli
itée sur la Figure 4.3.4.2.1 Invarian
e par rotationSoit X un 
ouplage non 
roisé des arêtes externes impaires (resp. paires) ; ondé�nit le 
ouplage X̃ des arêtes paires (resp. impaires) par la propriété que i et jsont appariés dans X si et seulement si i + 1 et j + 1 sont appariés dans X̃ (onidenti�e i
i 2n+1 et −2n+1). Notons FPL(X) l'ensemble des 
on�gurations FPL
orrespondant au 
ouplage X. Wieland [68℄ démontre le résultat suivant :Théorème 4.2 ( [68℄). Pour tout 
ouplage X des arêtes externes paires ou im-paires, on a
|FPL(X)| = |FPL(X̃)|.Ainsi le nombre de 
on�gurations FPL 
orrespondant à un 
ouplage donné nedépend du positionnement de 
e 
ouplage qu'à une rotation près sur la grille 
arrée.Comme on l'a vu, 
ela permet de représenter les 
ouplages non 
roisés 
omme desdiagrammes de 
ordes tels que 
elui de la Figure 4.5.Ce résultat nous sera utile pour pla
er notre 
ouplage d'une 
ertaine façon sur lagrille de sorte que l'énumération des 
on�gurations 
orrespondantes devienne aussisimple que possible ; pour 
ela, on verra dans la Se
tion 4.3 l'existen
e d'arêtes quisont présentes dans toutes les 
on�gurations asso
iées à un 
ouplage donné.4.2.2 Couplage et diagramme de FerrersSoit X un 
ouplage non 
roisé sur l'ensemble {1, 2, . . . , 2d}, 
'est-à-dire uneinvolution sans point �xe qui peut être représentée par des ar
hes qui ne se 
roisentpas dans le demi plan supérieur (
f. Figure 4.7 pour un exemple ave
 d = 8). Untel 
ouplage peut être transformé en une suite de 0 et de 1 v(X) = v1v2 . . . v2d delongueur 2d en posant vi = 0 si X(i) > i, et vi = 1 si X(i) < i. Par exemple, si Xest le 
ouplage de la Figure 4.7, il vient v = 0010010011101101.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16Fig. 4.7: Un 
ouplage non 
roisé.D'un autre 
�té, toute suite de 0 et de 1 peut être transformée en un diagrammede Ferrers : pour 
ela, on lit la suite de gau
he à droite, et on interprète 0 
ommeun pas montant et 1 
omme un pas à droite. On tra
e ensuite un segment montantdepuis le sommet initial du 
hemin obtenu, et un segment à gau
he du sommet �nal.
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0Fig. 4.8: Un diagramme de Ferrers et son d-
odePar dé�nition, la région en
lose par le 
hemin ainsi que les segments horizontauxet verti
aux est le diagramme de Ferrers asso
ié au 
ouplage donné. La Figure 4.8illustre le diagramme de Ferrers asso
ié au 
ouplage de la Figure 4.7. Dans la suite,le diagramme de Ferrers asso
ié au 
ouplage X sera noté λ(X).Ré
iproquement, pour un diagramme de Ferrers λ, on peut asso
ier une in�nitéde suites de 0 et de 1 qui donnent le diagramme via la pro
édure que l'on vient dedé
rire : on suit la frontière sud-est de λ du sud ouest au nord est, en enregistrantun O pour 
haque pas montant ren
ontré, et un 1 pour 
haque pas à droite. Ce
idonne une suite de 0 et de 1, et toute suite obtenue à partir de 
ette dernière enajoutant un nombre quel
onque de 0 au début et un nombre quel
onque de 1 à la �n
onvient. On va en séle
tionner une en parti
ulier, le d-
ode de λ (
f [62, Ex. 7.59℄).I
i, d est un entier positif tel que λ est 
ontenu dans le diagramme de Ferrers 
arré

(dd) ; une partition n'a don
 un d-
ode que si elle possède moins de d parts et quetoutes ses parts sont plus petites que d.On plonge λ dans (dd) en faisant 
oïn
ider leurs sommets en haut à gau
he,puis on e�a
e les 
�tés inférieur et droit du 
arré (dd) (la Figure 4.8 
orrespond au
as d = 8 et λ = (7, 5, 2, 2, 1, 1).). On obtient alors une suite de 0 et de 1 en suivantle frontière sud est 
omme dé
rit 
i-dessus ; par dé�nition, il s'agit du d-
ode de λ.Le d-
ode a 
lairement d o

urren
es de 0 et d o

urren
es de 1. Ainsi, le 8-
odede (7, 5, 2, 2, 1, 1) est 0010010011101101.Remarque: Ce d-
ode est simplement une version tronquée de la suite δ(λ) vudans le 
hapitre de préliminaires, après avoir é
hangé 1 et 0.4.2.3 Un résultat énumératif de pavage par des losangesOn va donner un résultat général d'énumération de pavages par des losanges,pour 
ertaines sous-régions du réseau triangulaire régulier dans le plan. Tous leslosanges ont 
�té 1 et des angles de 60◦ et 120◦. Ce résultat a été utilisé dansl'arti
le [12℄ démontrant d'autres 
onje
tures de Zuber [74℄.Soit λ un diagramme de Ferrers 
ontenu dans le 
arré (dd), et h un entierpositif ou nul. On introduit alors la région R(λ, d, h) sur le réseau triangulaire, quiest un pentagone ave
 quelques entailles sur son 
�té nord. Plus pré
isément (voirla Figure 4.9 où la région R(λ, 8, 3) ave
 λ le diagramme de Ferrers (7, 5, 2, 2, 1, 1)de la Figure 4.8), la région R(λ, d, h) est le pentagone pour lequel la base et le 
�tésud ouest ont longueur d, le 
�té nord ouest a longueur h, le 
�té nord a longueur



41 4.2 Résultats préliminaires
2d ave
 des en
o
hes expli
itées 
i-après, et le 
�té droit a longueur d + h. Pourdéterminer les en
o
hes du 
�té nord, on lit le d-
ode de λ, et, en par
ourant le
�té nord du pentagone, on forme une en
o
he (i.e. on �te un triangle de la région)dès que l'on lit un 0, alors qu'on laisse la région inta
te lorsque l'on lit un 1.
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Le d-
ode de λ

Fig. 4.9: La région R(λ, d, h).On peut maintenant énon
er le résultat pour les pavages de la région R(λ, d, h).On rappelle la notation SSY T (λ,N), qui désigne le nombre de tableaux semi-standard de forme λ dont les entrées sont au plus N . On se référera au 
hapitre 2de préliminaires pour les dé�nitions né
essaires, et à [62, Theorem 15.3℄ pour unepreuve de la hook 
ontent formula rappelée 
i-après ;Théorème 4.3. Étant donné un diagramme de Ferrers λ 
ontenu dans le 
arré
(dd) et un entier positif h, le nombre de pavages par des losanges de R(λ, d, h) estdonné par SSY T (λ, d+ h), 
'est-à-dire

SSY T (λ,N) =
∏

u∈λ

c(u) +N

h(u)
, (4.2.1)ave
 c(u) et h(u) le 
ontenu et la longueur de l'équerre de u, respe
tivement, telsque dé�ni dans le 
hapitre 2.Preuve du Théorème 4.3 : On observe d'abord que 
ertains losanges sont �xésdans la région R(λ, d, h) : lorsque plusieurs en
o
hes sont 
onsé
utives, une petiterégion triangulaire est né
essairement remplie de losanges verti
aux ; et lorsqu'onn'a pas d'en
o
hes tout en haut à droite, alors tout un parallalélogramme estné
essairement pavé de losanges ave
 une pointe nord est.La région restante après 
es simpli�
ations opérées sur la Figure 4.9 est 
ellede la Figure 4.10. Or le Théorème 2.6 de [12℄ donne justement une bije
tion entre
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Fig. 4.10: La région réduiteles pavages d'une telle r'egion et les tableaux semi-standard de forme λ dont lesentrées sont au plus d+ h, 
e qui prouve le Théorème.
24.3 Arêtes for
éesDans 
ette se
tion on va réaliser le premier pas en vue de la démonstrationde la Conje
ture 4.1. Soit X un 
ouplage non 
roisé �xé, possédant d ar
hes, et

X ∪m le 
ouplage obtenu en ajoutant m ar
hes emboîtées à X, tel que dé�ni lorsde l'énon
é de la 
onje
ture. Grâ
e au théorème de Wieland 4.2, on peut pla
er
X ∪m arbitrairement autour de la grille Qn = Qd+m sans 
hanger le nombre de
on�gurations FPL 
orrespondant. L'idée va être de pla
er X ∪ m de sorte quegrâ
e au Lemme 4.4 
i-dessous, on obtienne un grand nombre d'arêtes for
ées.Pour être plus pré
is, on pla
e X ∪ m de façon à 
e que les ar
hes de X setrouvent à l'extrême droite du 
�té supérieur de Qn ; on les pla
e en fait sur lesarêtes externes n−4d+2, n−4d+4, . . . , n−2, n. En d'autres termes, on positionnele 
entre M des m ar
hes emboîtées sur l'arête externe −n− 2d+ 1. On se réfèreraà la Figure 4.11 pour une illustration s
hématique, et à la Figure 4.13 pour uneplus �ne (les arêtes dessinées dans 
ette dernière �gure seront dé�nies plus loin, etdoivent être ignorées pour l'instant). Pour que le 
ouplage X puisse être pla
é entotalité sur le 
�té supérieur, on doit supposer que m > 3d.Le lemme qui suit permet de repérer des arêtes qui sont o

upées par 
haque
on�guration FPL 
orrespondant à un 
ouplage donné. C'est une 
onséquen
e del'usage répété d'un lemme dû à de Gier (
f. [20℄[Lemma 8℄ et [12, Lemmas 2.2 and2.3℄). Par la suite, on parlera d'arêtes for
ées pour désigner les arêtes qui doiventappartenir à toutes les 
on�gurations 
onsidérées.Lemme 4.4. Soit α = α1, α2, . . . , αk = β une suite d'arêtes externes, ave
 αi =
a+ 2i mod 4n, pour un 
ertain a ; on prend don
 une arête externe sur 2 entre αet β sur le bord de Qn dans le sens des aiguilles d'une montre. On suppose de plusque l'une des 
onditions suivantes est véri�ée :
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PSfrag repla
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X

MFig. 4.11: Le positionnement du 
ouplage autour de Qn.1. α et β sont sur le bord supérieur de Qn, i.e. 1 6 α < β 6 n ;2. α est sur le bord supérieur et β est sur le bord droit de Qn, i.e. 1 6 α 6 n < βet n− α > β − (n+ 1) ;3. α est sur le bord gau
he et β est sur le bord droit de Qn, i.e. n < β 6 2n et
−n < α 6 0.Dans les 
on�gurations pour lesquelles les arêtes externes α1, α2, . . . , αk appar-tiennent à des 
hemins di�érents, la région des arêtes for
ées est (essentiellement)triangulaire (
f. la Figure 4.12 pour des illustrations de la région et des arêtes for-
ées à l'intérieur de 
elle-
i ; �essentiellement� se réfère au fait que dans les Cas (2)and (3) 
ertaines parties du triangle sont 
oupées). Plus pré
isément, si l'on pla
el'origine O du repère une unité à gau
he du 
oin supérieur gau
he de Qn, les 
o-ordonnées du triangle sont déterminées 
omme suit : soit A′ et B′ les points del'axe des abs
isses de 
oordonnées (α, 0) et (β, 0), respe
tivement, alors la régiondes arêtes for
ées est l'interse
tion de la grille Qn et du triangle re
tangle iso
èleayant [A′B′] 
omme hypoténuse.Dans les Cas (2) et (3), les 
on�gurations sont 
omplètement déterminées
omme des 
hemins en es
alier dans les régions de Qn qui sont les ré�exions desparties du triangle qui ont été 
oupées (
f. une nouvelle fois la Figure 4.12).Utilisons maintenant 
e lemme pour déterminer les arêtes for
ées des 
on�gu-rations FPL dans le 
as du 
ouplage X ∪ m de la 
onje
ture 4.1. Pour plus de
larté (le le
teur est avisé de regarder la Figure 4.13), on note A,B,C,D,E lessommets du bord de la grille asso
iés aux arêtes externes n− 4d+ 3, n− 1, n+ 2d,

−n+ 2d, −n+ 4d− 2, respe
tivement ; J le point d'interse
tion de la droite (DM)et de la demi-droite partant diagonalement de B ; K, le point d'interse
tion de
ette dernière demi-droite et de la demi-droite partant diagonalement de A ; L, lepoint d'interse
tion de 
ette dernière demi-droite et de la droite (CM). On peutmaintenant énon
er le résultat de l'appli
ation du Lemme 4.4 dans le 
as qui nousintéresse :Lemme 4.5. La région des arêtes for
ées des 
on�gurations FPL 
orrespondant au
ouplage de la Conje
ture 4.1 
ontient toutes les arêtes de la Figure 4.13, à savoir :
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as possibles pour les arêtes for
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ked Loops 461. toutes les arêtes horizontales de la région re
tangulaire JKLM ,2. une arête horizontale sur deux dans la région pentagonale AKJDE,3. une arête horizontale sur deux dans la région BCLK,4. les lignes en es
alier dans les régions triangulaires situées au-dessus de ladroite (EA), ainsi que sous les droites (DM) et (MC) respe
tivement.Preuve: Le résultat dé
oule de l'appli
ation du Lemme 4.4 aux arêtes externes 
or-respondant aux m ar
hes emboîtées à gau
he du 
entre M plus l'arête à l'extrêmegau
he des ar
hes de X, d'une part ; et aux arêtes externes 
orrespondant aux mar
hes emboîtées à droite du 
entre M plus l'arête à l'extrême droite des ar
hes de
X, d'autre part.En détail, on applique le Lemme 4.4 aux ensembles

{α arête externe ave
 − n− 2d+ 2 ≤ α 6 n− 4d+ 2 ou α > 3n− 2d}et
{α arête externe ave
 α 6 −n− 2d ou α ≥ n}.Les triangles (
oupés) formant 
es deux régions sont représentés par des lignes enpointillé sur la Figure 4.13. On remarque que les deux triangles d'arêtes for
ées sesuperposent dans la région re
tangulaire JKLM , dans laquelle la 
on�guration estainsi 
omplètement déterminée 
omme étant 
onstituée de lignes horizontales. 2La formule de Lindström�Gessel�ViennotIl est 
onnu que les pavages par des losanges sont en général en bije
tion ave
des familles de 
hemins sans interse
tion. On utilisera 
ette bije
tion dans la Se
-tion 4.5. Le résultat fondamental sur les 
hemins sans interse
tion est la formuledéterminantale de Lindström�Gessel�Viennot [35℄.On va rappeler 
ette formule, ou plus exa
tement une spé
ialisation de 
etteformule qui nous su�ra i
i. Considérons des 
hemins sur le réseau entier Z2 
onsis-tant de pas unités Est (1, 0) et Nord (0, 1). Étant donnés deux points A et E de

Z2, on note P(A→ E) le nombre de 
hemins partant de A et terminant en E. Ondit qu'une famille de 
hemins est sans interse
tion si deux 
hemins distin
ts n'ontau
un sommet 
ommun.On peut maintenant énon
er le résultat prin
ipal sur les familles de 
heminssans interse
tion :Lemme 4.6. Soient A1, A2, . . . , An, E1, E2, . . . , En des points du réseau Z2, telsque pour tous i < j le point Ai est au sud ouest (au sens large) du point Aj , etle point Ei est au sud ouest du point Ej . Alors le nombre de familles de 
hemins
(P1, P2, . . . , Pn) sans interse
tion, Pi allant de Ai à Ei, i = 1, 2, . . . , n, est donnépar

det (P(Ai → Ej))1≤i,j≤n. (4.3.1)4.4 Preuve de la 
onje
ture 4.1 pour m su�sammentgrandSoit X un 
ouplage non 
roisé 
omposé de d ar
hes, et m un entier positif telque m > 3d ; on dé�nit le 
ouplage X ∪ m en ajoutant m ar
hes à X, 
omme
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Fig. 4.14: Division du problème en deux sous-problèmes.dans la Conje
ture 4.1. Le but de 
ette se
tion est de donner une formule expli
itepour AX(m), le nombre de 
on�gurations FPL 
orrespondant au 
ouplage X ∪m,formule qui nous permettra de prouver la Conje
ture 4.1 pour m > 3d. On pla
ele 
ouplage sur la grille Qn = Qd+m 
omme dans la se
tion pré
édente, voir Figure4.13 ; on dé�nit de même les points A,B,C,D,E, J,K,L,M .Soit ξ1 le segment dé�ni 
omme le translaté de [AK] d'une demie unité vers lagau
he (
f. Figure 4.14). Il y a exa
tement 2d − 2 arêtes verti
ales de la grille qui
oupent ξ1 : on les note e1, e2, , . . . , e2d−2, en les par
ourant dans la dire
tion sudest.Lemme 4.7. Dans 
haque 
on�guration 
orrespondant à X ∪m, il y a exa
tement
d− 1 arêtes o

upées parmi {e1, e2, , . . . , e2d−2}Preuve : Dans la région re
tanglulaire JKLM , il y a m−d+1 lignes horizontales
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Fig. 4.15: Con�gurations 
omptées par aX(E).stri
tement en dessous de K. Cha
une de 
es lignes appartient à l'un des m + 1
hemins issus des arêtes externes {−n−2d+2,−n−2d+4, . . . , n−4d, n−4d+2} :
e sont les arêtes externes situées entre M et A lors d'un par
ours du bord de lagrille dans le sens des aiguilles d'une montre. Ainsi on doit avoir d 
hemins qui
roisent le segment ξ1, 
e qui implique qu'exa
tement d− 1 arêtes verti
ales parmi
{e1, e2, . . . , e2d−2} sont o

upées par 
haque 
on�guration FPL 
orrespondant à
X ∪m. 2On en
ode un 
hoix de d − 1 arêtes dans {e1, e2, . . . , e2d−2} par l'ensemble Ede 
ardinal d − 1 
onstitué des indi
es de 
es arêtes entre 1 et 2d − 2. Le 
hoixd'un tel ensemble E = {i1, i2, . . . , id−1} est équivalent au 
hoix d'un diagrammede Ferrers λ(E) ⊂ ((d − 1)d−1) via la 
onstru
tion suivante : on dé�nit la suite
cE := c1c2 . . . c2d−2 
omme la suite binaire déterminée par le fait que ci = 0 si etseulement si i ∈ E . La suite cE obtenue ainsi détermine alors un diagramme deFerrers λ(E) par la pro
édure dé
rite dans le paragraphe 4.2.2. Dans l'exemple dela Figure 4.14, on a E = {2, 5, 6, 8} et don
 λ(E) = (4, 3, 3, 1).Il est 
lair que dès que l'on a �xé les arêtes verti
ales 
oupant ξ1, une 
on�gu-ration 
orrespondant au 
ouplage X ∪m est divisée en deux régions que l'on peut
hoisir indépendamment : à savoir, la région ABCLK au dessus de ξ1, et la région
AKJDE à gau
he de ξ. En parti
ulier, le nombre de 
on�gurations FPL 
orres-pondant à X ∪m pour lesquelles un 
hoix de E est fait, est donné par le produitdu nombre de 
on�gurations FPL dans AKJDE par le nombre de 
on�gurationsFPL dans ABCLK qui respe
tent le 
ouplage X.La région ABCLK ne dépend pas de m ; on note aX(E) le nombre de 
on�gu-rations dans 
ette région qui respe
tent X et telles que le 
hoix d'arêtes 
oupant
ξ1 est en
odé par E . Par exemple, si X est le 
ouplage {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}, etque E est l'ensemble {1, 4}, alors on a aX(E) = 6. Les six 
on�gurations 
orres-pondantes 
onstituent la Figure 4.15, où les ar
hes 
orrespondant à X et les arêtes
orrespondant à ξ1 sont marquées en gras. On a λ(X) = (2, 1) et λ(E) = (1, 1). Enparti
ulier, λ(E) ⊆ λ(X) : le lemme suivant montre que 
ela est un fait général :



49 4.4 Preuve de la 
onje
ture 4.1 pour m su�samment grand

PSfrag repla
ements
ξ1 ξ2

X

E

Fig. 4.16: Les nombres aX(E).Lemme 4.8. Soit X un 
ouplage non 
roisé ave
 d ar
hes, et E un sous-ensemblede {1, 2, . . . , 2d − 2} de 
ardinalité d− 1.1. Si λ(E) 6⊆ λ(X), alors aX(E) = 0.2. Si λ(E) = λ(X), alors aX(E) = 1.Preuve : Cela dé
oule immédiatement du Corollaire 4.14. 2On est maintenant en mesure de prouver un premier résultat important :Théorème 4.9. Soit X un 
ouplage non 
roisé ave
 d ar
hes, et m > 3d. Alors
AX(m) = SSY T (λ(X),m− 2d+ 1) +

∑

E:λ(E) λ(X)

aX(E) ·SSY T (λ(E),m− 2d+ 1).(4.4.1)Preuve :Fixons d − 1 arêtes de {e1, e2, . . . , e2d−2}, en
odées par l'ensemble E . Par leLemme 4.8, il su�t de montrer que le nombre de 
on�gurations à gau
he de ξ1,dont l'ensemble d'arêtes verti
ales o

upées sur ξ1 est 
odé par E , est donné par
SSY T (λ(E),m− 2d+ 1). Pour 
ela, on va transformer le problème d'énumérationdes 
on�gurations en problème d'énumération de pavages par des losanges. Cetteidée est due à de Gier [20℄, et est utilisée notamment dans les arti
les [12, 22℄.On dit qu'un sommet de la grille est libre s'il appartient à exa
tement une arêtefor
ée. On dessine alors un triangle autour de 
haque sommet libre de AKJDEde manière à 
e que deux triangles aient un 
�té 
ommun exa
tement quand les
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Fig. 4.17: Le dessin des triangles.sommets sont voisins sur la grille. Pour l'exemple de la Figure 4.14, 
ela fournitla Figure 4.17.On déforme ensuite l'ensemble de triangles obtenu de sorte que tous les trianglessoient équilatéraux ; on obtient alors la région R(λ(E), d− 1,m− 3d+ 2) telle quedé�nie dans la Se
tion 4.2.3, voir Figure 4.18. Les arêtes verti
ales de E se traduisenten en
o
hes dans la région.Il est maintenant fa
ile de voir que les 
on�gurations FPL de la région AKJDEsont en bije
tion ave
 les pavages de la région R(λ(E), d − 1,m− 3d+ 2). De fait,pour passer d'un pavage par des losanges à la 
on�guration FPL 
orrespondante, ilsu�t de 
onne
ter par une arête les sommets libres asso
iés aux triangles qui fontpartie d'un même losange. Le résultat dé
oule alors immédiatement du Théorème4.3. 2La Conje
ture 4.1 dans le 
as m ≥ 3d, est maintenant un simple 
orollaire duthéorème 
i-dessus.
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Fig. 4.18: La région R(λ(E), d − 1,m+ 3d− 2)Preuve de la Conje
ture 4.1 pour m ≥ 3d : Le 
ara
tère polynomial en m de
AX(m) est évident au vu des équations (4.4.1) et de (4.2.1). L'assertion au sujetde l'intégralité des 
oe�
ients du polyn�me PX(m) = m!AX(m) dé
oule du faitque le produit des équerres ∏u∈λ hu divise |λ|! pour toute partition λ, 
omme lemontre la formule des équerres 2.2.1. En�n, pour voir que le 
oe�
ient dominantde PX(m) est dim(λ(X)), on observe que le terme dominant du membre de droitedans l'équation (4.4.1) provient de SSY T (λ(X),m− 2d+ 1). On 
on
lut alors enutilisant les équations (4.2.1) et (2.2.1). 24.5 Preuve de la 
onje
ture 4.1 pour m petitPour prouver la 
onje
ture pourm < 3d, on va 
hoisir un pla
ement di�érent du
ouplage X ∪m sur Qn ; on positionne le 
ouplage de sorte que X se trouve 
entréau 
oin supérieur droit de la grille. Plus pré
isément, les ar
hes de X o

upentles arêtes externes n − 2d + 2, n − 2d + 4, . . . , n + 2d, 
f. la Figure 4.19 pour unexemple ave
 n = 28, d = 7, et m = 21. La �gure montre un exemple ave
 m > 2d,et 
'est 
e que nous supposerons dorénavant ; 
ela peut paraître surprenant étantdonné que nous 
her
hons à prouver quelque 
hose pour tout m, mais 
'est bien 
edont nous aurons besoin, et nous ne nous débarrasserons de 
ette hypothèse qu'àla toute �n.On applique alors le Lemme 4.4 pour déterminer les arêtes for
ées pour 
enouveau positionnement : on trouve alors des régions en es
alier au niveau des
oins supérieur gau
he et inférieur droit de la grille, alors que dans une régionpentagonale orientée dans une dire
tion sud ouest 
haque sommet appartient àexa
tement une arête for
ée (
e qu'on a appelé des sommets libres). Il y a pluspré
isément deux parties dans 
ette dernière région : dans la partie supérieure
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Fig. 4.19: Un pla
ement di�érent des ar
hes autour de la grille.gau
he une arête horizontale sur deux est o

upée, et dans la partie inférieuredroite, une arête verti
ale sur deux est o

upée.On pro
ède alors de manière semblable à la preuve du Théorème 4.9. Ondistingue d'abord deux segments ξ1 et ξ2 (voir Figure 4.19), et l'on note
{e1, e2, . . . , ed−2} l'ensemble des arêtes verti
ales qui interse
tent ξ1, et {f1, f2, . . . , fd−1}l'ensemble des arêtes horizontales qui interse
tent ξ2.Considérons la région triangulaire en haut à droite, limitée au sud ouest par ξ1et ξ2 : 
omme 
haque 
hemin qui y entre par ξ1 doit né
essairement la quitter par
ξ2, 
haque 
on�guration FPL asso
iée à X ∪ m qui o

upe un sous ensemble de
{e1, e2, . . . , ed−2} en
odé par E et un sous ensemble de {f1, f2, . . . , fd−1} en
odé par
F doit véri�er |E| = |F|−1. Une fois qu'un tel 
hoix de E et F est fait, le nombre de
on�gurations FPL qui possèdent exa
tement les arêtes verti
ales et horizontalesen
odées par E et F est le produit du nombre de 
on�gurations possibles dans



53 4.5 Preuve de la 
onje
ture 4.1 pour m petitla région pentagonale par le nombre de 
on�gurations possibles dans la régiontriangulaire supérieure droite.On note le premier de 
es nombres N(E ,F ,m, d), et le se
ond c(E ,F). On aalors l'é
riture de AX(m) sous la forme
AX(m) =

∑

E,F

c(E ,F)N(E ,F ,m, d), (4.5.1)où la somme porte sur tous les sous ensembles E ⊆ {1, 2, . . . , d− 2} et F ⊆
{1, 2, . . . , d− 1} tels que |E| = |F| − 1. Le lemme suivant indique les propriétésdes nombres N(E ,F ,m, d) qui nous serviront à démontrer la Conje
ture 4.1 pour
m < 3d.Lemme 4.10. Pour m > 2d, on a1. Le nombre N(E ,F ,m, d) est un polyn�me en m.2. En tant que polyn�me en m, m divise N(E ,F ,m, d) pour tous E et F ,sauf lorsque E = {1, 2, . . . , d− 2} et F = {1, 2, . . . , d− 1}, auquel 
as

N(E ,F ,m, d) = 1.Preuve : On veut trouver une expression de N(E ,F ,m, d) sous la forme d'undéterminant. Pour 
ela on 
ommen
e 
omme dans la preuve du Théorème 4.9 parrempla
er les 
on�gurations FPL possibles du pentagone par les pavages possiblesd'une 
ertaine sous région du réseau triangulaire. Comme dans 
ette preuve, onsubstitue un triangle à 
haque sommet libre de sorte que deux triangles partagentun 
�té pré
isément quand les sommets sont voisins sur la grille ; on redresse ensuitela région obtenue pour en faire une sous-région du réseau triangulaire. La régionobtenue est illustrée Figure 4.20. Il s'agit en général d'un hexagone dont les 
�tésinférieur et inférieur gau
he ont longueur d−1, le 
�té supérieur gau
he a longueur
m− d+ 2, le 
�té supérieur a longueur d− 2, le 
�té supérieur droit a longueur d,et en�n le 
�té inférieur droit a longueur m − d + 1. Cependant, en fon
tion des
hoix de E et F , il existe des en
o
hes sur les 
�tés supérieur et supérieur droit.Dans la Figure 4.20, les positions possibles pour les en
o
hes sont notées
{e1, e2, . . . , ed−2}, et {f1, f2, . . . , fd−1}. La position fd ne peut pas être en
o
hée,et le nombre d'en
o
hes dans {f1, f2, . . . , fd−1} doit être supérieur d'une unité aunombre d'en
o
hes parmi {e1, e2, . . . , ed−2}. Un exemple d'en
o
hes possibles pour
d = 5, m = 7, E = {2} et F = {1, 4} est illustré sur la gau
he de la Figure 4.21.Par 
ette bije
tion, le nombre N(E ,F ,m, d) est égal au nombre de pavagespar des losanges de 
ette région hexagonale ave
 des en
o
hes. Pour obtenir uneformule pour 
ette dernière quantité, on applique une bije
tion standard entrepavages et famille de 
hemins sans interse
tion [12℄ : on pla
e des sommets aumilieu de 
ha
une des arêtes du bord inférieur droit de la région, ainsi qu'au milieude 
ha
une des arêtes sud ouest des en
o
hes du bord supérieur, et au milieude 
ha
une des arêtes sud ouest du bord supérieur droit (
f. Figure 4.21 où 
espoints sont en gras.) Les sommets du bord inférieur gau
he sont ensuite reliés à
eux des bords supérieur et supérieur droit, en joignant les milieux de 2 aretessud ouest opposées dans 
ha
un des losanges du pavage, 
f. en
ore la Figure 4.21.Par leur 
onstru
tion même, deux 
hemins ne s'interse
tent pas. On déforme alors
es 
hemins de sorte qu'ils soient dessinés sur le réseau Z2, et on obtient alorsune famille de 
hemins dont les points de départ sont les sommets Ai = (−i, i),
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Fig. 4.20: La région à paver.
i = 1, 2, . . . , d−1, et dont les points d'arrivée sont un sous ensemble de 
ardinal d−1de {E1, E2, . . . , Ed−2}∪ {F1, F2, . . . , Fd}, où Ei = (−d+ i,m+ 1), i = 1, . . . , d− 2,et Fj = (d− j− 1,m− d+ j+1), j = 1, 2, . . . , d. Le point Fd doit se trouver parmiles points d'arrivée. La famille de 
hemins obtenue pour le pavage de la Figure 4.21est dessinée sur la droite de 
ette même �gure.On peut maintenant applique le lemme 4.6 pour obtenir un déterminant pourle nombre de pavage par des losanges. Le nombre de 
hemins allant du point Aiau point Ej est (m+1+j−d

j+i−d

), alors que le nombre de 
hemins allant de Ai à Fj est( m
d−j+i−1

), 
e qui 
onstitue dans 
haque 
as une entrée dans le déterminant del'équation (4.3.1). Dans 
haque 
as, 
'est un polyn�me en m, don
 le déterminantégalement, 
e qui montre l'assertion (1) du Lemme.Pour l'assertion (2), on observe que m divise le se
ond des 
oe�
ients bino-miaux 
i-dessus, ( m
d−j+i−1

), tant que d − j + i − 1 > 0. C'est le 
as sauf si i = 1et j = d. En parti
ulier, si l'on 
hoisit Fj ave
 j < d 
omme point d'arrivée,toutes les entrées de la 
olonne 
orrespondant à Fj dans le déterminant (4.3.1)
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Fig. 4.21: Un pavage par des losanges d'un hexagone ave
 des en-
o
hes, et la famille de 
hemins sans interse
tion 
orrespondante.sont divisibles par m, et par 
onséquen
e le déterminant lui-même. Le seul 
asoù le déterminant pourrait ne pas être divisible par m est 
elui où l'ensemble despoints d'arrivée est {E1, E2, . . . , Ed−2, Fd}, qui 
orrespond à E = {1, 2, . . . , d− 2}et F = {1, 2, . . . , d− 1}. Or dans 
e 
as le déterminant dans (4.3.1) vaut 1 
ar 
'estle déterminant d'une matri
e triangulaire ave
 des 1s sur son antidiagonale ; pourune preuve alternative, il est également aisé de 
onstater qu'il n'y a qu'un pavagepossible ave
 
es 
onditions. Cela prouve (2), et termine la preuve du lemme. 2On est maintenant en mesure de terminer la preuve de la Conje
ture 4.1 pour
m < 3d. On souhaite démontrer que le polyn�me obtenu en substituant l'expres-sion déterminantale de N(E ,F ,m, d) dans l'équation (4.5.1) donne le nombre de
on�gurations FPL asso
iées à X ∪m pour tout m ≥ 0 ; on a pour l'instant prouvéque 
'était le 
as pour m > 2d seulement.Véri�ons que 
'est bien le 
as pour m = 0. En faisant m = 0 dans le membrede droite (4.5.1) (après avoir opéré la substitution pour N(E ,F ,m, d) que l'onvient d'évoquer), alors par le Lemme 4.10, le seul terme qui subsiste est 
elui ave

E = {1, 2, . . . , d− 2} et F = {1, 2, . . . , d− 1} ; et on a de plus N(E ,F ,m, d) = 1dans 
e 
as. Don
 pour m = 0, l'expression dans le membre de droite de (4.5.1)vaut c(E ,F), le nombre de 
on�gurations possibles dans la région triangulaire dansle 
oin supérieur droit de la grille . La Figure 4.22 montre alors 
e qui se passe pourde tels 
hoix de E et F : des arêtes for
ées se propagent en es
alier vers l'intérieur,si bien que seule une région 
arrée de 
�té d − 1 reste indéterminée. Ainsi, lenombre c(E ,F) de 
on�gurations possibles dans 
ette région est e�e
tivement égalau nombre de 
on�gurations FPL sur la grille Qd asso
iées au 
ouplage X ; 
e quiest pré
isément 
e que nous voulions démontrer .Il pourrait sembler que l'on a en
ore à véri�er les valeurs du polyn�me pour
m = 1 . . . 2d− 1, mais en fait on n'a pas besoin de faire 
e genre de manipulations.Soit HX(m) le polyn�me 
onstituant le membre de droite de (4.5.1), toujours en
omprenant N(E ,F ,m, d) 
omme un déterminant. Soit maintenant m positif ; on
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X
ξ1

ξ2

Fig. 4.22: Arêtes �xées dans le 
as extrême.sait que le nombre AX(m) = AX∪m(0) de 
on�gurations FPL asso
iées au 
ouplage
X∪m est égal à HX∪m(0) : 
'est le 
ontenu du paragraphe pré
édent. De plus pourtout entier positif s on a AX∪m(s) = AX(m+ s) : on remarque juste qu'il s'agit dumême 
ouplage X ∪ (m+ s) dans 
ha
un des 
as. Si s est assez grand, on a aussi
AX∪m(s) = HX∪m(s) et AX(m + s) = HX(m + s). Or HX∪m(s) et HX(m + s)sont deux polyn�mes en s. Comme ils 
oïn
ident pour une in�nité de valeurs de
s, ils sont identiques ; en parti
ulier AX∪m(0) = HX∪m(0) = HX(m). Le nombre
AX∪m(0) de 
on�gurations FPL asso
iées au 
ouplage X ∪m est don
 bien donnépar le même polyn�me pour tout m. Il s'agit don
 for
ément du polyn�me duThéorème 4.9, 
ar on a a�aire à deux polyn�mes qui 
oïn
ident pour une in�nitéde valeurs. La Conje
ture 4.1 est maintenant 
omplètement démontrée pour les msupérieurs à 3d



57 4.6 Con�gurations FPL dans un triangle4.6 Con�gurations FPL dans un triangleDans 
ette se
tion nous démontrons les résultats te
hniques né
essaire à lapreuve du Lemme 4.8 ; 
'est une 
onséquen
e immédiate du Théorème 4.11, et plusdire
tement du Corollaire 4.14.Il sera utile i
i d'en
oder des diagrammes de Ferrers λ par des 
hemins ave
des pas (1, 1) et (1,−1) partant de l'origine. Pour obtenir un 
hemin à partird'un diagramme λ ⊂ (dd), on garde seulement la frontière inférieure droite de
λ (en 
ommençant au 
oin inférieur gau
he du 
arré (dd) et en �nissant en son
oin supérieur droit), puis on e�e
tue une rotation de 45◦ du 
hemin obtenu. Lapro
édure est illustrée sur la Figure 4.23, ave
 λ = (4, 2, 1) ⊂ (55).

←→ • • • • • • • • • • •

• • • • • • • • • • •

• • • • • • • • • • •

• • • • • • • • • • •

�
�

�
�@

@�
�@

@�
�@

@
@

@�
�@

@Fig. 4.23: Un diagramme de Ferrers dans un 
arré, et le 
heminde Dy
k asso
i�d.Étant donné un 
ouplage non 
roisé X ave
 d ar
hes, on notera π(X) le
hemin de Dy
k 
orrespondant à λ(X) 
ontenu dans (dd). Ainsi le 
ouplage
X0 = {(1, 8), (2, 3), (4, 5), (6, 7), (9, 10)} 
orrespond au 
hemin π(X0) de la Fi-gure 4.23. Il est 
lair que π(X) sera toujours un 
hemin de Dy
k, 
'est-à-dire qu'ilne passera jamais sous l'axe des abs
isses.Pour E ⊆ {1, 2, . . . , 2d − 2}, soit cE la suite binaire dé�nie au début de laSe
tion 4.4. On notera π(E) le 
hamin obtenu à partir de la suite 0cE1 en lisantla suite de gau
he à droite, et en transformant les 0s en pas montants et les 1s enpas des
endants. Pour d = 5 et E0 = {1, 2, 4, 8}, on a cE0

= 00101110, et le 
hemin
π(E0) est le 
hemin en trait �n de la Figure 4.24. On notera qu'en général π(E)n'est pas 
ontraint à terminer sur l'axe ni à rester toujours au-dessus.
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X
ξ1

π(E)π(X)Fig. 4.24: La région triangulaire R ave
 un exemple de 
on�gu-ration FPL, et les 
hemins π(E) and π(X).On 
onsidère maintenant une région triangulaire R située sous un 
ouplage non
roisé X de d ar
hes, telle que le triangle ABK de la Figure 4.12. On y in
lut les
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2× (2d−1) sommets à gau
he et à droite. Un exemple est donné sur la Figure 4.24pour d = 5. Comme auparavant , on note ξ1 le segment obtenu en translatant [AK]d'une demie unité vers la gau
he. En a

ord ave
 les situations ren
ontrées dans laSe
tion 4.4, les 
on�gurations que nous allons ren
ontrer in
luent toutes les arêteshorizontales sur les bords gau
hes et droits de R. De plus on ne 
onsidère que les
on�gurations qui 
onsistent en des 
hemins qui 
onne
tent des arêtes externes de
X entre elles, ou qui entrent dans R par la gau
he et ressortent par la droite (ave
éventuellement des 
hemins fermés à l'int¯ieur de R). On note 
es 
on�gurationsFPL des 
on�gurations R-FPL.Dans une 
on�guration R-FPL, on en
ode l'ensemble des arêtes verti
ales qui
roisent ξ1 par un sous ensemble E de {1, 2, . . . , 2d − 2}, 
omme on l'a déjà fait.La Figure 4.24 illustre une 
on�guration R-FPL de R pour d = 5. I
i, le 
ouplage
X est le X0 
i-dessus, et l'ensemble E 
odant les interse
tions ave
 ξ1 est le E0 
i-dessus également. La partie droite de la �gure illustre les 
hemins asso
iés π(X0)et π(E0). Notons qu'i
i on ne suppose pas |E| = d− 1 ; 
e sera une 
onséquen
e des
onsidérations à venir.Pour un 
hemin π(.) (i.e. un 
hemin π(X) ou un 
hemin π(E)), on note πi(.) lahauteur du point d'abs
isse i. Ainsi π3(X0) = 1 et π3(E0) = 3. Les deux hauteurs
πi(E) et πi(X) di�èrent d'un entier pair : on peut don
 dé�nir des entiers relatifs

hi =
πi(E)− πi(X)

2
, i = 1, 2, . . . , 2d − 1.
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Fig. 4.25: La région R après rotation.Par la suite on 
onsidèrera en fait une version de R ayant subi une rotation,voir la Figure 4.25 (Les nombres sur la droite seront dé�nis plus tard). Les arêtesexternes de X font partie de 
ette région.On dé
oupe maintenant la région R en tran
hes, 
omme illustré sur la Figure4.25. Les lignes délimitant 
es tran
hes sont notées Λi et Vi, respe
tivement, i =
1, 2, . . . , 2d − 1. Pour une 
on�guration R-FPL , on partitionne l'ensemble dessommets en 4 types, 
omme expliqué 
i-dessous ; il est 
onseillé de jeter un oeil àla Figure 4.26 tout en lisant la dé�nition de 
es types.
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Fig. 4.26: Les quatre types de sommets.On se �xe une 
on�guration R-FPL. Soit v un sommet de la ligne l, où l est unedes lignes Λi ou Vi, pour un 
ertain i. On dit que v a type ∨ (respe
tivement ∧)si les deux arêtes atta
hées à v sont au dessus (resp. au dessous) de l. Si l'on n'estpas dans un de 
es 
as, il y a exa
tement une arête e atta
hée à v qui se trouvesous la ligne l. Cette arête fait partie d'un 
ertain 
hemin de la 
on�guration : onpar
ourt alors 
e 
hemin en partant du sommet v dans la dire
tion donnée par e.À un 
ertain moment, on devra soit sortir de R (par une arête externe de X ouune arête à droite), soit passer stri
tement au dessus de l. Notons e′ la dernièrearête avant que 
ela se produise :� Si e′ 
roise ξ1, ou est une arête externe liée par X à une arête externe situéestri
tement au dessus de l, alors v est dit de type o.� Si e′ est atta
hée à un sommet de l, ou est une arête externe liée par X à unearête externe située au dessous de l (au sens large), alors v est dit de type t.Les sommets de types t vont toujours par paires sur une même ligne l. Par
onvention, le sommet le plus à droite de Vi est de type o s'il n'est pas lié à sonvoisin sur Λi−1.On désire maintenant 
ompter les sommets sur 
haque ligne : on désigne par
Λ∨(i) (respe
tivement Λ∧(i), Λt(i), Λo(i) ) le nombre de sommets sur Λi de type
∨ (resp. ∧, t, and o). On introduit de même les quantités V∨(i), V∧(i), Vt(i), et
Vo(i) pour la ligne Vi. Comme les sommets de type t vont par paires, Λt(i) et Vt(i)sont des entiers pairs. On est maintenant en mesure d'énon
er le résultat majeurde 
ette se
tion :Théorème 4.11. Pour 1 ≤ i ≤ 2d− 1, on a

Λ∧(i) +
1

2
Λt(i) = V∨(i) +

1

2
Vt(i) = hi.Ce résultat est illustré sur la Figure 4.25. Les nombres sur la droite de 
ette
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ked Loops 60�gure sont les quantités Λ∧(i)+ 1
2Λt(i) et V∨(i)+ 1

2Vt(i) selon que la ligne est de laforme Λi ou Vi, respe
tivement. Ils sont bien égaux aux entiers hi, 
omme on peutle voir en 
omparant ave
 les 
hemins de la Figure 4.24.Le Théorème 4.11 est un 
orollaire des deux lemmes suivants, 
omme on levoit aisément par indu
tion immédiate. Dans les lemmes, on utilise les notations
∆(Λ−V)(i) = (Λ∧(i) + 1

2Λt(i))− (V∨(i) + 1
2Vt(i)) et ∆(V−Λ)(i) = (V∨(i) + 1

2Vt(i))−
(Λ∧(i−1)+ 1

2Λt(i−1)) qui désignent don
 les di�éren
es des quantités apparaissantdans le théorème.Lemme 4.12. Pour i = 1, 2, . . . , 2d − 1, on a ∆(Λ−V)(i) = 0.Lemme 4.13. Pour i = 1, 2, . . . , 2d − 1, on a
∆(V−Λ)(i) =





1 si(E) = (1, 1) et si(X) = (1,−1),
−1 si(E) = (1,−1) et si(X) = (1, 1),

0 sinon,où si(E) est le ième pas du 
hemin π(E), et si(X) le ième pas du 
hemin π(X).Preuve des lemmes 4.12 et 4.13On va en
ore devoir introduire un peu de terminologie et de notations. On
onsidèrera les tran
hes entre Vi et Λi d'une part, i = 1, 2, . . . , 2d − 1, et entre leslignes Λi−1 et Vi d'autre part, i = 2, 3, . . . , 2d−1 ; les premières sont liées au Lemme4.12, les se
ondes au Lemme 4.13. Ces tran
hes sont illustrées sur la Figure 4.27. Lesommet à l'extrême gau
he de Vi est toujours in
ident à une arête externe, tandisque les sommets les plus à droite de Viet Λi sont toujours 
onne
tés par une desarêtes horizontales (avant rotation) qui 
oupent ξ1. Ces arêtes sont représentées entrait plein sur la Figure 4.27.PSfrag repla
ementsΛi

Vi

Vi

Λi−1 Fig. 4.27: Les deux types de tran
hes.Considérons la restri
tion d'une 
on�guration R-FPL à une tran
he 
omme ungraphe, et appelons 
omposante une 
omposante 
onnexe de 
e graphe non réduiteà un sommet isolé. Deux 
omposantes sont dites liées si 
ha
une d'elles possèdeun sommet de type t tels que 
es 2 sommets forment une paire (
f. paragraphe dedé�nition des types) ; il peut arriver que deux sommets d'une paire appartiennentà la même 
omposante, auquel 
as 
ette dernière est 
onsidérée liée à elle-même.On appelle groupe les 
lasses d'équivalen
e de la 
l�ture ré�exive et transitive de
ette relation. Les groupes sont don
 les ensembles minimaux de 
omposantes telsque 2 
omposantes puissent toujours être jointes par une série de liens.Pour un sous-ensemble E des sommets de 
e graphe, on introduit la nota-tion ∆
(Λ−V)
E (respe
tivement ∆

(V−Λ)
E ) pour représenter la quantité ∆(Λ−V) (resp.

∆(V−Λ)) où le 
ompte des sommets est restreint à 
eux de E. Lorsque g est un



61 4.6 Con�gurations FPL dans un trianglegroupe, c est une 
omposante, ou Isol est l'ensemble des sommets isolés, on intro-duit don
 les quantités 
orrespondantes ∆
(Λ−V)
g , ∆

(V−Λ)
g , ∆

(Λ−V)
c , ∆

(V−Λ)
c , ∆

(Λ−V)
Isol ,et ∆

(V−Λ)
Isol . Comme les groupes et les sommets isolés forment une partition de l'en-semble des sommets d'une tran
he, il vient

∆(Λ−V) = ∆
(Λ−V)
Isol +

∑

g groupe ∆(Λ−V)
g et ∆(V−Λ) = ∆

(V−Λ)
Isol +

∑

g groupe ∆(V−Λ)
g .Pour les �gures, on utilisera 
ertaines simpli�
ations dans la représentation duremplissage des tran
hes. On 
onsidérera ainsi que les 
omposantes d'un groupesont organisées de gau
he à droite, et que deux de 
es 
omposantes apparaissent
�te à 
�te si elles sont liées ; en e�et, 
es manipulations ne modi�ent évidemmentpas ∆g. Ensuite, on ne représentera les 
omposantes que sous des formes réduitestelles que détaillées dans la 
olonne �Simpli�
ation� de la Figure 4.28. Là en
ore laquantité ∆c n'est pas modi�ée.PSfrag repla
ements

I

II

III

Composante Simpli�
ation Coe�
ient
0

0

1

− 1Fig. 4.28: Les diverses 
omposantes possibles, leurs versions sim-pli�ées, et les 
oe�
ients utilisés dans la preuve du Lemme 4.13.On peut maintenant prouver le Lemme 4.12. On a ∆
(Λ−V)
Isol = 0, où Isol désigneles sommets isolés dans la tran
he entre Vi et Λi : en e�et, 
es sommets sont detype ∧ (respe
tivement ∨) lorsqu'ils appartiennent à Vi (resp. Λi). Ils ne 
ontribuentdon
 pas à ∆

(Λ−V)
Isol , qui est don
 une somme vide. Pour 
e qui est des groupes g,les di�érentes possibilités sont illustrées sur la Figure 4.29. et pour 
ha
un d'euxun 
al
ul immédiat montre que ∆

(Λ−V)
g = 0. Comme ∆(Λ−V) est la somme desquantités ∆

(Λ−V)
g et ∆

(Λ−V)
Isol , le Lemme 4.12 est prouvé.Il nous reste à prouver le Lemme 4.13, 
e qui est plus déli
at : on n'a plus

∆
(V−Λ)
Isol = 0 en général, et il existe d'autres groupes à étudier en plus de 
eux dela Figure 4.28. On va d'abord se débarrasser de ∆

(V−Λ)
Isol en modi�ant les ∆

(V−Λ)
g .Considérons la tran
he entre Λi−1 et Vi. Un blo
 b de sommets isolés est une suitemaximale de tels sommets dans la tran
he (
onsidérée 
omme un graphe linéaire) ;en général, de tels blo
s sont entourés de 2 
omposantes. Alors on remarque que

∆
(V−Λ)
b vaut 1 (respe
tivement −1, respe
tivement 0) si les deux sommets auxextrêmes droite et gau
he de b sont sur Vi (resp. sur Λi−1, resp. un sur 
haqueligne). On ré
rit 
es valeurs sous les formes 1 = 1

2 + 1
2 , −1 = (−1

2) + (−1
2 ), et

0 = 1
2 +(−1

2), respe
tivement 0 = (−1
2 )+ 1

2 , et l'idée est de faire passer le terme de
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PSfrag repla
ements

(k)

(k)

(k)

(k)

k ≥ 0

k ≥ 1

xx

o

yy
représente k 
omposantes

tt

Fig. 4.29: Les groupes possibles pour le Lemme 4.12droite de 
es sommes dans la 
omposante à droite de b, et le terme de gau
he dansla 
omposante à gau
he de b. Ainsi 
haque 
omposante c va a
quérir une ou deuxvaleurs parmi {1
2 ,−1

2}. Si c est entre deux blo
s, alors la somme de 
es valeurs est
1, 0, ou −1. La 
olonne Coe�
ient de la Figure 4.28 donne 
ette somme pour 
es
omposantes, pour lesquelles on pose

∆′
c = ∆(V−Λ)

c + ε, (4.6.1)où ε ∈ {−1, 0, 1} la valeur de la 
olonne Coe�
ient asso
iée. Si une 
omposante cest à l'extrême gau
he de la tran
he, elle n'a qu'un blo
 de sommets à sa droite :dans 
e 
as, on pose ∆′
c = ∆

(V−Λ)
c + ε également, mais ave
 ε = 1

2 si le sommet leplus à droite de c est sur Λi−1, et ε = −1
2 si le sommet le plus à droite de c estsur Vi. De même, pour une 
omposante tout à droite, on dé�nit également (4.6.1),mais ave
 ε = 1

2 si le sommet tout à gau
he de c est sur Λi−1, et ave
 ε = −1
2 si lesommet tout à gau
he de c est sur Vi. Voir la Figure 4.30 pour 
es 
omposantes.On pose �nalement ∆′

g =
∑

∆′
c, et le raisonnement pré
édent nous donne :
∆(V−Λ) =

∑

g a group ∆′
g. (4.6.2)Pour 
haque groupe de la Figure 4.29, on véri�e aisément que ∆′

g = 0. Lesautres groupes sont 
eux dont une des 
omposantes se trouve tout à droite ou toutà gau
he de la tran
he : ils sont répertoriés sur la Figure 4.30. On a utilisé unesimpli�
ation de plus i
i : les paires de sommets de type t sur la ligne Λi−1 ne sontpas représentées 
ar elles ne modidient pas la quantité ∆′
g.Les valeurs de ∆′

g sont données pour 
es groupes latéraux dans la Figure 4.30.En utilisant l'équation (4.6.2), on véri�e alors que 
es valeurs nous permettent deprouver l'assertion du Lemme 4.13, 
e qui a
hève également la preuve du Théorème4.11. 2Donnons maintenant un 
orollaire au théorème, qui sert dans la preuve duLemme 4.8 :
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PSfrag repla
ements
∆′

g∆′

g Group gGroup g
o

o

o

o

o

o

1

2

1

2

1

2

− 1

2

− 1

2

− 1

2

si(X) = up
si(X)
= (1,−1)

si(E) = (1, 1)

si(E)
= down

si(X) = si(E) = (1,−1) ∆′

g = 0Fig. 4.30: Les groupes latéraux.Corollaire 4.14. 1. S'il existe une 
on�guration R-FPL pour E et X donnés,alors le 
hemin π(E) est toujours au dessus de π(X). De manière équivalente,
λ(E) ⊆ λ(X).2. S'il existe une 
on�guration R-FPL pour E et X donnés, alors le 
hamin
π(E) est un 
hemin de Dy
k. En parti
ulier, E possède d− 1 éléments .3. Si π(E) = π(X) (ou, de façon équivalente, λ(E) = λ(X)), alors il existeexa
tement une 
on�guration R-FPL dans la région R.Preuve :L'assertion (1) est une reformulation de hi > 0, qui est une 
onséquen
e dire
tedu Théorème 4.11.Pour (2), on remarque qu'à 
ause de (1) et du fait que π(X) est un 
hemin deDy
k, π(E) est 
ertainement un 
hemin qui ne passe pas sous l'axe des abs
isses ; ilreste à voir qu'il termine sur l'axe des abs
isses. Comme les derniers pas de π(X)et π(E) sont des
endants par dé�nition, il s'agit en fait de prouver que h2d−1 = 0.Tous les sommets de Λ2d−1 sont in
idents à l'une des arêtes horizontales du bordinférieur droit de R (avant rotation) : on ne peut don
 pas avoir de sommets dutype ∧. On ne peut pas avoir de sommets de type t non plus, par dé�nition d'une
on�guration R-FPL : en e�et, les arêtes du bord inférieur droit doivent fairepartie de 
hemins qui traversent la région R. Par le Théorème 4.11, il vient alors

h2d−1 = Λ∧(i) + 1
2Λt(i) = 0, qui est 
e que l'on voulait.On en vient �nalement à la preuve de (3). Supposons π(E) = π(X), 
e quisigni�e hi = 0 pour tout i. Par le Théorème 4.11, on doit don
 
onstruire des 
on�-gurations R-FPL telles que les lignes Λi 
ontiennent ex
lusivement des sommetsde type ∨ ou o, tandis que les lignes Vi 
ontiennent ex
lusivement des sommets detype ∧ ou o. On va montrer indu
tivement qu'en pro
édant tran
he par tran
hedu bas vers le haut, alors la 
on�guration est bien uniquement déterminée.Lemme 4.15. Lorsque X = E, pour i ∈ 1 . . . 2d− 1,� la ligne Λi 
omporte des sommets de type ∨ sur sa gau
he, et des sommetsde type o sur sa droite, et� la ligne Vi 
omporte des sommets de type ∧ sur sa gau
he, et des sommetsde type o sur sa droite.



Chapitre 4 : Con�gurations de Fully Pa
ked Loops 64Preuve :On montre 
ela par indu
tion sur i ; 
'est trivial pour i = 1. La situation entre Viet Λi est montrée sur la Figure 4.31 : l'uni
ité du remplissage est 
laire. Il y a 2 
aspour le remplissage entre Λi−1 et Vi. Dans le Cas 1 (
f. Figure 4.32), le remplissageest obtenu en par
ourant la tran
he de droite à gau
he : le premier sommet detype s doit être atta
hé à une arête orientée vers la droite, sinon le 
ouplage X neserait pas respe
té par la 
on�guration ; toutes les arêtes suivantes sont égalementorientées vers la droite 
ar elles appartiennent à des 
hemins di�érents. Dans leCas 2 (
f. Figure 4.33), le remplissage est obtenu en par
ourant la tran
he degau
he à droite. Pour le sommet s tout à droite, l'arête in
idente de la tran
hedoit être orientée à gau
he pour respe
ter le fait que les sommets s appartiennentà des 
hemins di�érents. Cela se réper
ute sur les sommets s suivants, et toutes lesarêtes 
orrespondantes sont parallèles, et la tran
he est remplie de manière unique.
2
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Fig. 4.31: La 
on�guration entre Vi et Λi
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Λi−1Fig. 4.32: La 
on�guration entre Λi−1 et Vi dans le Cas 1.
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Λi−1Fig. 4.33: La 
on�guration entre Λi−1 et Vi dans le Cas 2.La 
on�guration R-FPL 
omplète, pour X0 = E ave
 X0 le 
ouplage de laFigure 4.24, est illustrée Figure 4.6. 2
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Fig. 4.34: L'unique 
on�guration R-FPL dans le 
as X = E .
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Chapitre 5Permutations : tableaux et motifsOn rappelle que les tableaux de permutations sont des remplissages de dia-gramme de Ferrers ave
 des 0 et des 1, ave
 au moins un 1 par 
olonne et l'inter-di
tion d'avoir un 0 dans une 
ase s'il y a à la fois un 1 quelque part au dessusdans la même 
olonne et un autre quelque part à gau
he dans la même ligne. Cesont des objets apparus ré
emment, en lien ave
 des problèmes à la frontière entre
ombinatoire et géométrie algébrique [49, 69℄.Des relations entre 
es tableaux de permutations et un 
ertain modèle de phy-sique statistique, le PASEP, a été établi dans les arti
les de Corteel et Williams[18,19℄ : les tableaux de permutations permettent en quelque sorte de 
omprendrela 
ombinatoire 
a
hée de 
e modèle.Une bije
tion de 
es tableaux ave
 les permutations a été étudiée en détaildans l'arti
le [64℄. Cet arti
le, et en parti
ulier 
ertaines 
onje
tures qu'il 
ontient,a alors motivé de nouvelles re
her
hes pour mieux 
omprendre 
ette relation entrepermutations et tableaux [10, 17, 66, 70℄.Le résultat majeur de 
e 
hapitre est la dé�nition d'une nouvelle bije
tion entre
es tableaux et les permutations, et 
ertaines appli
ations de 
e résultat.Nous dé�nissons d'abord un 
ertain nombre de notions sur les permutations,puis sur les tableaux de permutation (Se
tions 5.1 et 5.2). Dans la Se
tion 5.3, nousintroduisons une des
ription ré
ursive des tableaux. Cette dé
omposition est utili-sée d'une part pour dé�nir une nouvelle bije
tion entre tableaux et permutationsdans la Se
tion 5.4, puis pour énumérer les permutations ave
 zéro ou une o

ur-ren
e du motif 31-2 dans la Se
tion 5.5. En�n nous introduirons des sous 
lassesdes tableaux de permutations en lien ave
 le motif 32-1 dans la Se
tion 5.6.5.1 Compléments sur les permutationsOn 
onsidèrera les permutations 
omme des mots σ1 . . . σn où σi = σ(i). Onfera bien attention en général de distinguer les positions (
orrespondant aux indi
es
i) des entrées (les valeurs σi). Ainsi, on dira par exemple que 3 est à gau
he de 5(ou en
ore avant 5) dans σ, si 3 = σi, 5 = σj et i < j.Par 
onvention, posons σ0 = 0, σn+1 = n+ 1. Une montée (resp. une des
ente)de la permutation σ est une entrée σi, i ∈ [[1, n]] telle que σi < σi+1 (resp. σi >
σi+1). Ce
i est di�érent de la terminologie habituelle, dans laquelle une montéedésigne l'indi
e i tel que σi < σi+1. 67



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 68On peut a�ner alors 
es notions en prenant en 
ompte l'entrée pré
édente dansla permutation. Pour σ = σ1 · · · σn une permutation et i ∈ [[1, n]] une position, ondit que σi est� une vallée si σi−1 > σi < σi+1 ;� une double montée si σi−1 < σi < σi+1 ;� un pi
 si σi−1 < σi > σi+1 ;� une double des
ente si σi−1 > σi > σi+1.Une entrée σi est un minimum de droite à gau
he si pour tout j > i on a
σj > σi ; on abrégera 
ela en DG-minimum. On remarque que les DG-minima sontfor
ément des montées.Motifs GénéralisésOn appelle motif généralisé un mot τ = τ1ε1τ2 · · · εk−1τk où τ1τ2 · · · τk est unepermutation de [[1, k]], et où 
haque εi est soit vide soit un tiret '-'. Une o

urren
edu motif τ dans une permutation σ = σ1 · · · σn est la donnée de k indi
es 1 6 i1 <
i2 < . . . < ik 6 n de la permutation σ tels que :� σii < σij si et seulement si τi < τj� ij+1 = ij + 1 si εj est vide.On notera τ(σ) le nombre d'o

urren
es du motifs généralisé dans la permu-tation σ. On dit que σ évite le motif τ si τ(σ) = 0, et qu'elle 
ontient le motifsinon.On aura a�aire i
i à des motifs généralisés de longueur 3, étudiés par exempledans [14,15℄. Par exemple la permutation σ = 652413 a trois o

urren
es du motifgénéralisé 31-2, pour les indi
es (2, 3, 4), (2, 3, 6) et (4, 5, 6), si bien que 31-2(σ) = 3.Les deux premières positions doivent être 
onsé
utives, si bien que (1, 3, 6) n'estpas une o

urren
e de 31-2, tout en étant 
ependant une o

urren
e de 3-1-2Les motifs 
lassiques 
orrespondent à inter
aler des tirets partout dans τ , et
orrespondent don
 à ne pas imposer que 
ertains indi
es soient 
onsé
utifs dans
σ. Les motifs généralisés ont été introduits par Babson et Steingrímsson [1℄, lesmotifs au sens 
lassique ayant été étudiés auparavant, entre autres, par Simion etS
hmidt [57℄, et par de très nombreux autres auteurs depuis.Permutations et Formes :Pour une permutation σ de taille n, dé�nissons ui 
omme étant 1 si l'entrée iest une montée de σ, et 0 si i est une des
ente. Notons qu'on a u1 = 1 
ar 1 estune montée dans toute permutation (non vide).On asso
ie un 
hemin à la suite u1u2 . . . un en interprétant les 0 
omme despas ouest et les 1 
omme des pas sud ; 
e 
hemin forme naturellement la frontièresud est d'un diagramme, qui est un diagramme de Ferrers à 
e
i près que 
ertaineslignes peuvent être de taille nulle ; on note sh(σ) 
e diagramme, ainsi que la suitedé
roissante d'entiers positifs ou nuls 
orrespondante. On utilisera le terme deforme pour désigner 
es diagrammes, de façon à les di�éren
ier des partitions.5.2 Tableaux de permutationsDé�nition 5.1. Soit λ une forme. On appelle tableau de permutation de forme λun remplissage de λ ave
 des 1 et des 0 véri�ant les 2 
onditions suivantes :1. Chaque 
olonne 
ontient au moins un 1 ;



69 5.3 Constru
tion ré
ursive des tableaux de permutation2. Si une 
ase 
ontient un 0, alors il ne peut y avoir à la fois un 1 plus hautdans la même 
olonne et un 1 plus à gau
he dans la même ligne.On dit qu'un remplissage de la forme λ est valide s'il véri�e 
es 2 
onditions.La Figure 5.2 donne un exemple d'un tel tableau de forme (3, 3, 3, 3, 1).
8

1 1

11 1

1

0

0

10 0

0 0

7
6 5

4

3

2

1

Fig. 5.1: Exemple de tableau de permutation.Soit maintenant T un tableau de permutation donné de forme λ. La longueurde T est le demi-périmètre de la forme λ ; en d'autres termes, n = lg(T ) est égal àla somme du nombre de lignes et du nombre de 
olonnes. On numérote alors ligneset 
olonnes 
omme indiqué sur la Figure 5.2, en é
rivant les nombres de 1 à n enpar
ourant la frontière sud-est du diagramme de haut en bas et de droite à gau
he.On va maintenant dé�nir plusieurs statistiques sur les tableaux ; 
es statistiquesont déjà été 
onsidérées, notamment dans [19, 64℄.On dit qu'un 1 dans une 
ase donnée est né
essaire s'il est le plus haut 1 dans sa
olonne. Comme 
haque 
olonne 
ontient par dé�nition au moins un 1, un tableaude permutation 
ontient exa
tement un 1 né
essaire par 
olonne. Les autres 1 dutableau sont appelés super�us : il s'agit don
 des 1 tels qu'il existe au moins unautre 1 pla
é plus haut dans la même 
olonne. On nomme rang de T le nombre de
1 super�us, et on le note rg(T ).On dit qu'un 0 dans une 
ase donnée est restreint s'il existe un 1 pla
é plus hautdans la même 
olonne. On remarque immédiatement qu'à gau
he d'un 0 restreint(dans la même ligne), toutes les 
ases sont remplies par des 0, sinon la 
ondition 2.de la dé�nition 5.1 serait violée par le tableau T . Une ligne du tableau T est alorsdite non restreinte si elle ne 
ontient pas de 0 restreint. On note u(T ) le nombrede lignes non restreintes moins 1 : si T n'est pas vide alors sa première ligne estfor
ément non restreinte, et ainsi u(T ) > 0.Le tableau de la �gure a pour taille n = 8. Les lignes numérotées 1,3 et 7 sontnon restreintes, et le tableau 
ontient quatre 1 super�us.5.3 Constru
tion ré
ursive des tableaux de permutationOn va expli
iter une dé
omposition ré
ursive des tableaux de permutation.Cette des
ription est exposée brièvement à la �n de l'arti
le [64℄, où elle est uti-lisée pour énumérer les tableaux à 1 ou 2 lignes selon 
ertains paramètres. Nous
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ette dé
omposition de plusieurs manières dans 
e travail : dans lase
tion 5.4, 
ette dé
omposition nous servira à dé�nir une bije
tion entre tableauxet permutations. Ensuite, nous 
oderons également 
ette dé
omposition sous formed'un 
hemin dirigé parti
ulier, 
e qui permettra (via la bije
tion sus-
itée) de prou-ver bije
tivement quelques résultats 
onnus sur les permutations à nombre �xé demotifs 31-2 (se
tion 5.5).Rédu
tion d'un tableauSoit un tableau donné T non vide. Supposons que sa dernière ligne a pournuméro k, de sorte que k + 1 est le numéro d'une 
olonne, et la 
ase (k, k + 1)est un 
oin du diagramme. Si k = n, 
'est-à-dire que la dernière ligne est de taillenulle, on suppose que (n, n+1) est un 
oin dégénéré. Trois 
as sont alors possibles :type r0 : la ligne k ne 
ontient pas de 1. Si la ligne n'est pas vide, 
'est équivalentà 
e que (k, k+ 1) 
ontienne un 0. De fait, dans 
e 
as, par la dé�nition d'untableau de permutations, la 
olonne k + 1 
ontient un 1 et don
 les 
ases dela ligne k ne peuvent pas 
ontenir de 1 sous peine de 
ontredire la 
ondition2 de 5.1. On voit aussi aisément que tous les 0 de la ligne k sont des zérosrestreints.type r1 : la 
ase (k, k + 1) 
ontient un 1 né
essaire : par dé�nition, toutes lesautres 
ases de la 
olonne k + 1 
ontiennent des 0.type s : la 
ase (k, k + 1) 
ontient un 1 super�u.Il est 
lair que le type d'un tableau non vide est dé�ni de manière unique.Dans 
ha
un de 
es 
as on va e�e
tuer une rédu
tion sur le tableau. Pourle type r0 (respe
tivement le type r1, le type s), on supprime la ligne k (resp.la 
olonne k + 1, la 
ase (k, k + 1)). Cela est illustré sur la Figure 5.3. On vapré
iser 
es suppressions : supposons que le tableau non vide T a pour forme
λ = (λ1, · · · , λm−1, λm), et longueur n. Alors1. si T est de type r0, red(T ) a pour forme (λ1, . . . , λm−1) et le 
ontenu deslignes ne varie pas.2. si T est de type r1, red(T ) a pour forme (λ1 − 1, . . . , λm − 1) ; on supprimela 
olonne k + 1, et le 
ontenu des autres 
olonnes reste le même.3. si T est de type s, red(T ) a pour forme (λ1, . . . , λm−1, λm − 1) ; on enlèvesimplement la 
ase (k, k + 1).Il est 
lair que dans 
haque 
as on obtient bel et bien un tableau de permuta-tions, les 
onditions de la dé�nition restant bien véri�ées. On remarque que pourles types r0 et r1, la longueur du tableau diminue d'une unité lors de la rédu
tionmais le nombre de 1 super�us ne varie pas, alors que pour le type s, 
'est le nombrede 1 super�us du tableau qui dé
roît de 1, et la longueur ne bouge pas. Ainsi laquantité lgrg(T ) := lg(T ) + rg(T ) a diminué : lgrg(red(T )) = lgrg(T )− 1.Re
onstru
tionOn s'intéresse alors à inverser 
ette pro
édure : étant donné un tableau T1, quelssont les tableaux T2 tels que T1 = red(T2) ? On va dé�nir des règles élémentairesqui permettront de re
onstruire un tableau ; On notera 
es règles R0(t) (t ∈ N), R1et S, et l'on notera T ;X le tableau obtenu en appliquant la règle X. Dé�nissonsles 
as d'appli
ation de 
es règles ainsi que leur e�et sur un tableau T (on pourraave
 pro�t regarder de nouveau la Figure 5.3) :
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t

1

0

0

0

0

0

1000 Fig. 5.2: Rédu
tion d'un tableau.Dé�nition 5.2. Soit T un tableau de forme λ = (λ1, · · · , λm−1, λm) et de longueur
n ; on note k le numéro de sa dernière ligne (k = 0 par 
onvention si T est vide).� La règle R0(t) est appli
able lorsque 0 6 t 6 λm. Alors T ;R0(t) est le tableaude forme (λ1, . . . , λm, t) : ses m premières lignes sont identiques à 
elles de

T , la dernière étant formée de t 0.� La règle R1 est appli
able lorsque λ n'est pas vide. Alors T ;R1 est le tableaude forme (λ1 + 1, . . . , λm + 1), dont la �nouvelle 
olonne� de numéro k + 1est remplie de 0 sauf la 
ase (k, k+ 1) qui 
ontient un 1 ; les autres 
olonnesrestent identiques.� La règle S est appli
able lorsque λm−1 > λm. T ;S est alors le tableau deforme (λ, . . . , λm−1, λm + 1), et la nouvelle 
ase (k, k + 1) 
ontient un 1.Alors on a le Théorème suivant, dont la preuve est immédiate :Théorème 5.3. Soit T un tableau non vide dont la dernière ligne a taille t, et
T ′ := red(T ). Alors si T a type r0 (respe
tivement r1, resp. s), on a T = T ′;R0(t)(resp. T = T ′;R1, resp. T = T ′;S).Notons T = X1; . . . ;Xu, si T a été obtenu en appliquant les règles X1,X2, . . .su

essivement en partant de l'ensemble vide ; 
'est don
 un ra

our
i pour
((· · · ((∅;X1);X2); · · · );Xu). Le Théorème nous dit alors que tout tableau T s'é
ritde manière unique T = X1; . . . ;Xu où la règle Xv est appli
able au tableau
T = X1; . . . ;Xv−1 à 
haque étape v .Notons que l'on a u = lgrg(T ) = lg(T ) + rg(T ), 
ar 
haque appli
ation derègles augmente 
ette quantité d'une unité 
omme on l'a vu. On note égalementque X1 = R0(0), 
ar 
'est la seule règle appli
able à ∅.Par exemple, le tableau T0 de la �gure 5.2 peut être dé�ni par

T0 = R0(0);R1;R1;R0(2);R0(0);S;S;R1;R0(2);S;R0(0);S,
omme expli
ité sur la �gure 5.3.Remarque: Il est fa
ile de passer d'un tableau T à la suite de règles asso
iées.Supposons que T a m lignes. La suite de règles asso
iées s'é
rit alors 
omme la
on
aténation L1;L2; . . . ;Lm, où, pour 
haque j, Lj est la suite de règles :
• 
ommençant par la règle R0(lj), lj étant dé�ni 
omme le nombre de 0 res-treints de la ligne j.
• se poursuivant par des règles R1 et S, déterminées en lisant la j-ème ligne degau
he à droite et notant R1 (respe
tivement S) lorsque la 
ase ren
ontrée
ontient un 1 né
essaire (resp. un 1 super�u).



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 72

0

0 0

0 0 0 0

0 0

1 1

11 1

1

0

0

1

0 0

0 0

0 0

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

0 00 0 0 0 0 0

1 1 1

1 1

1 1

0

0

1

1 1

11 1

0

0

1

1 1

1 1 1

0

0

1

1 1

1 1 1

0

0

0PSfrag repla
ements R0(0)

R0(0)R0(0)

R0(2)

R0(2)

R1

R1 R1 S S

SS

Fig. 5.3: La 
onstru
tion ré
ursive des tableaux de permutationLa preuve est immédiate par indu
tion sur lgrg(T ).5.4 Bije
tion entre tableaux et permutationsDans 
ette se
tion, nous allons dé
rire une bije
tion entre tableaux et permu-tations ; 
ette bije
tion a la propriété de faire 
orrespondre les tableaux ave
 t unssuper�us et permutations 
omportant t o

urren
es du motif 31-2.Théorème 5.4. Il existe une bije
tion Φ entre les permutations de [[1, n]] et lestableaux de permutations de longueur n. Cette bije
tion véri�e, lorsque T = Φ(σ) :
• i est une montée de σ si et seulement si i numérote une ligne dans T ; end'autres termes, la forme de T est donnée par sh(σ) ;
• i est un DG-minimum de σ si et seulement si la ligne numérotée i est nonrestreinte.
• rg(T ) = 31-2(σ), 
'est-à-dire que T a j 1 super�us si et seulement si σ a jo

urren
es du motif 31-2.Remarquons qu'une bije
tion ave
 les deux premières propriétés peut être ob-tenue par la 
omposition des 2 bije
tions dé
rites dans l'arti
le [64℄. Cependantla bije
tion dé�nie i
i ne semble pas être 
omparable à 
ette dernière (ou à desvariantes immédiates).On va utiliser la des
ription ré
ursive des tableaux : rappelons qu'un tableauest donné par une suite �nie de règles parmi {R0(t)t>0, R1, S} soumise à 
ertaines
onditions. On va alors dé�nir la bije
tion par indu
tion sur la longueur de 
ettesuite de règles. Un tableau peut être de 3 types : r0, r1 ou s. On va dé�nir égalementdes types de permutations (auquel on donnera également les noms r0, r1 et s), ave
une opération de rédu
tion asso
iée, et on va en fait montrer que les permutationspossèdent exa
tement la même stru
ture ré
ursive que les tableaux de permutation.



73 5.4 Bije
tion entre tableaux et permutations5.4.1 Types de permutationsSoit σ = (σ1, . . . , σn) une permutation de [[n]]. Par 
onvention, on pose σ0 =
0, σn+1 = n + 1, et σ0 est dé�ni 
omme une montée (
e qui est assez naturel), et
σn+1 
omme une des
ente. On note k ∈ [[1, n]] la plus grande montée de σ ; 
omme
1 est une montée, k est bien dé�ni. L'entier k est en fait le numéro de la dernièreligne dans la forme sh(σ) . Notons également que k + 1 ∈ [[2, n + 1]] est alors unedes
ente de σ (même dans le 
as extrême k = n par notre 
onvention).Ave
 
es dé�nitions, on peut maintenant dé�nir un type r0, r1, ou s pour 
haquepermutation ; en fait le type r1 se subdivise en deux sous-types, et le type s 
omp-tera 6 sous-types. On aura en fait besoin de 
ette 
lassi�
ation plus �ne pour dé�nirles opérations de rédu
tion, qui, 
omme on le verra plus loin, sont plus te
hniquesà réaliser que dans le 
as des tableaux de permutations.Dé�nition 5.5. Soit σ une permutation, dont k est la plus grande montée. Alors
σ est dite
• de type r0, si k est une double montée, située à gau
he de k + 1, et que l'ona 31-2(k) = 0.
• de type r1 si k + 1 est à gau
he de k, que 31-2(k + 1) = 0 et que l'une aumoins des 
onditions suivantes est véri�ée :1. k + 1 pré
ède immédiatement k dans σ, ou2. k + 1 est une double des
ente.
• de type s dans tous les autres 
as, qu'on peut subdiviser en :1. k est une vallée pré
édant immédiatement k + 1, ou2. k est une double montée à gau
he de k + 1 ave
 31-2(k) > 0, ou3. k + 1 est un pi
 pré
édant immédiatement k et 31-2(k + 1) > 0, ou4. k + 1 est une double des
ente à gau
he de k, et 31-2(k + 1) > 0, ou5. k est une vallée à gau
he de k + 1 mais pas adja
ent, ou6. k + 1 est un pi
 à gau
he de k, mais pas adja
ent.C'est une simple véri�
ation que de montrer qu'une permutation non vide ap-partient à un et un seul de 
es types, et que les sous-types de s sont disjoints (onpeut en revan
he avoir une permutation de type r1 véri�ant 1. et 2. 
e qui ne poserapas de problèmes). Étant donnée la terminologie 
hoisie, on va sans surprise vouloirmontrer que les trois types dé�nis i
i sont en bije
tion ave
 les types de même nomdé�nis sur les tableaux. Avant 
ela, on va donner quelques résultats préliminairessur le motif 31-2.5.4.2 Compléments sur le motif 31-2On veut étudier l'évolution du nombre d'o

urren
es du motif 31-2 en fon
tionde manipulations élémentaires sur les permutations. On é
rira 31-2(σ,m) pourdésigner le nombre d'o

urren
es (i1, i1+1, i2) de 31-2 dans σ telles que σi2 = m ;on a don
 
lairement 31-2(σ) =

∑
m 31-2(σ,m).Soit n > 1, et σ une permutation de [[1, n]] ; on �xe k < n une des
ente de σ telleque k+ 1 soit une montée. On note i et j les indi
es de k et k + 1 respe
tivement,
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'est-à-dire k = σi et k + 1 = σj. Notons que les entrées k et k + 1 ne peuvent pasêtre adja
entes dans σ (on entend par là que |j − i| > 1), justement par
e que kest une des
ente et k + 1 une montée.On note σ′ la permutation dans laquelle k et k + 1 ont été é
hangés : σ′i =
k + 1, σ′j = k et σ′ℓ = σℓ pour tout autre indi
e. Dans σ′, k est maintenant unemontée et k + 1 est une des
ente (
'est une 
onséquen
e de la non adja
en
e de ket k + 1) ; les autres entrées ont quant à elles le même statut dans σ et σ′.Alors on a les propriétés élémentaires :Lemme 5.6. Soit n > 1, et σ une permutation de [[1, n]]. On dé�nit k et σ′
omme 
i-dessus. Alors
• pour tout m 6= k, k + 1, on a 31-2(σ′,m) = 31-2(σ,m) ;
• si k + 1 est à gau
he de k dans σ′, i.e. i < j, on a� (
as A) si k + 1 est une double des
ente de σ′,31-2(σ′, k) = 31-2(σ, k + 1) et 31-2(σ′, k + 1) = 31-2(σ, k)� (
as B) si k + 1 est un pi
 de σ′,31-2(σ′, k) = 31-2(σ, k + 1) + 1 et 31-2(σ′, k + 1) = 31-2(σ, k)
• si k est à gau
he de k + 1 dans σ′, i.e. i > j, on a� (
as C) si k est une double montée de σ′,31-2(σ′, k) = 31-2(σ, k + 1) et 31-2(σ′, k + 1) = 31-2(σ, k)� (
as D)si k est une vallée de σ′,31-2(σ′, k) = 31-2(σ, k + 1) et 31-2(σ′, k + 1) = 31-2(σ, k) + 1Preuve: 
'est une véri�
ation immédiate : dans σ′, les o

urren
es de 31-2 sont lesmêmes que dans σ, ave
 en plus :� (i, i+ 1, j) si k + 1 est un pi
 à gau
he de k.� (j − 1, j, i) si k est une vallée à gau
he de k + 1.

2On déduit immédiatement du lemme que 31-2(σ′) = 31-2(σ) dans les 
as A etC, et 31-2(σ′) = 31-2(σ) + 1 dans les 
as B et D.On veut maintenant dé�nir une permutation g(σ) telle que 31-2(g(σ)) =31-2(σ) + 1 dans tous les 
as : on se base pour 
ela sur la permutation inter-médiaire σ′, et l'on dé�nit g(σ) en distinguant suivant les quatre 
as du lemmepré
édent :
• Cas A : On 
onsidère σ′ 
omme un mot sur n + 2 lettres, formé de lapermutation σ′ pré
édée de 0 et suivie de n + 1. Il se fa
torise uniquementsous la forme

σ′ = X(k + 1)p1G1p2 · · · ptGtkY,pour un t > 1, où X et Y sont deux mots, et les Ga et pa sont des motsnon vides (sauf éventuellement Gt) formés de lettres respe
tivement plusgrandes que k+1, et plus petites que k. Notons que X termine par une lettresupérieure à k + 1, et que p1 n'est pas vide 
ar k + 1 est une des
ente nonadja
ente à k.On dé�nit la permutation g(σ) 
omme suit :1. si t = 1 et G1 est vide, on pose g(σ) := Xp1(k + 1)kY .2. sinon, on pose g(σ) := Xp1G1(k + 1)p2 · · · ptGtkY
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• Cas B : On pose g(σ) := σ′.
• Cas C : En 
onsidérant σ′ 
omme un mot de même que dans le 
as A, ona i
i une unique fa
torisation

σ′ = XkG1p1G2 · · ·Gtpt(k + 1)Y,pour un t > 1, où X et Y sont deux mots, où les Ga et pa sont des mots nonvides (sauf éventuellement pt) formés de lettres respe
tivement plus grandesque k+1, et plus petites que k. Notons queX termine par une lettre inférieureà k, et que G1 n'est pas vide 
ar k est une montée non adja
ente à k + 1.On dé�nit la permutation g(σ) 
omme suit :1. si t = 1 et p1 est vide, on pose g(σ) := XG1k(k + 1)Y .2. sinon, on on pose g(σ) := Xp1G1(k + 1)p2 · · ·GtptkY

• Cas D : On pose g(σ) := σ′.Lemme 5.7. Soit σ une permutation de [[1, n]], dont k < n est une montée et k+1une des
ente. Alors :� dans g(σ), k est une montée, k + 1 une des
ente, les autres entrées gardentle même statut que dans σ.� 31-2(g(σ)) = 31-2(σ) + 1.Preuve: La première propriété est vraie pour σ′ 
omme on l'a remarqué ; il su�talors de remarquer que le passage de σ′ à g(σ) dans les 
as A et C est dé�ni desorte à ne pas modi�er la forme de la permutation.Pour le résultat sur le motif 31-2, 
'est évident pour les 
as B et D d'après leLemme 5.6. Pour les deux autres 
as, il su�t là en
ore d'étudier la dé�nition de
g(σ) : on remarquera que pour les 
as A1, A2 et C1, on a 31-2(g(σ)), k + 1) =31-2(σ′, k + 1) + 1 , et pour le 
as C2, on a 31-2(g(σ)), k) = 31-2(σ′, k) + 1.

2On peut maintenant énon
er le résultat prin
ipal de 
ette partie :Proposition 5.8. Soit j > 0 un entier, λ = (λ1, . . . , λm) une forme telle que
λm > 0. On a une bije
tion entre1. les permutations de type s et de forme λ ave
 j o

urren
es du motif 31-2.2. les permutations de forme (λ1, . . . , λm−1, λm − 1) ave
 j − 1 o

urren
es dumotif 31-2.Preuve: Soit σ une permutation de type s, on va détailler la bije
tion de 1. vers 2.en reprenant (dans l'ordre) les six sous-types de s dé�nis dans la partie 5.4.1.Pour 
ela, on va de nouveau utiliser des fa
torisations des permutations (tellesque dans les 
as A et C de la dé�nition de la fon
tion g auparavant). Dans 
equi suit, X et Y sont deux mots, les fa
teurs pa et Ga sont tous non vides , et onnotera pa < k par exemple pour signi�er que toutes les lettres de pa sont inférieuresstri
tement à k.1. σ = Xp1G1k(k+1)Y , ave
 p1 < k et G1 > k+1. On pose σ′′ := Xp1kG1(k+

1)Y .2. σ = Xp1G1p2kY ave
 p1, p2 < k,G1 > k : on pose σ′′ := Xp1kG1p2Y .



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 763. σ = Xp1G1p2(k + 1)kY : on pose σ′′ := Xp1(k + 1)G1p2kY4. σ = Xp1G1p2G2(k + 1)Y : on pose σ′′ := Xp1G1(k + 1)p2G2Y5. on pose σ′′ := σ.6. on pose σ′′ := σ.On dé�nit alors red(σ) 
omme la permutation σ′′ suivi de l'é
hange de k et
k + 1. : red 
onstitue la bije
tion re
her
hée.De fait, red est exa
tement l'opération inverse de σ 7→ g(σ) de la sous-se
tionpré
édente (en 
hoisissant k 
omme la plus grande montée de σ). Plus pré
isément,pour le sous-type 1 de s ( resp. le sous-type 2,3,4,5,6), l'inverse est donnée par le
as A1 (resp. le 
as A2,C1,C2,B,D), 
omme on le véri�e ave
 un peu d'attention.

25.4.3 Rédu
tion et re
onstru
tion d'une permutationOn est en mesure de dé�nir l'opération de rédu
tion pour 
ha
un des types :Règles de rédu
tion :� dans le 
as r0, red(σ) est la permutation obtenue en supprimant k et endé
rémentant de 1 toutes les entrées supérieures à k.� Dans le 
as r1, red(σ) est la permutation obtenue en supprimant k+ 1 et endé
rémentant de 1 toutes les entrées supérieures à k + 1.� dans le 
as s, red(σ) est la bije
tion de la proposition 5.8.On dé�nit alors les règles de re
onstru
tion asso
iées :Dé�nition 5.9. Soit σ une permutation de [[1, n]] de forme (λ1, . . . , λm), dont laplus grande montée est k (= n− λm né
essairement).
• La règle R0(t) est appli
able lorsque 0 6 t 6 λm, 
'est-à-dire 0 6 t 6 n − k.La permutation σ;R0(t) est dé�nie 
omme suit : on in
rémente de 1 toutesles entrées supérieures ou égales à n + 1 − t, σ se dé
ompose alors sous laforme σ = p1G1Y , ave
 p1 < n + 1 − t et G1 > n + 1 − t non vides, et oninsère n+ 1− t entre p1 et G1.
• La règle R1 est appli
able lorsque λ n'est pas vide. La permutation σ;R1 estdé�nie 
omme suit :1. si σ est de la forme p1kY , alors on in
rémente de 1 toutes les entréesstri
tement supérieures à k, et on pla
e k + 1 juste avant k.2. si σ est de la forme p1G1Y , alors on in
rémente de 1 toutes les entréesstri
tement supérieures à k, et on pla
e k + 1 juste après G1.
• La règle S est appli
able lorsque λm−1 > λm. La permutation σ;S est latransformation g(σ) dé�nie plus haut.Alors on a le Théorème suivant :Théorème 5.10. Soit σ une permutation non vide de [[1, n]] dont la plus grandemontée est k, et σ′ := red(σ). Alors si σ a type r0 (respe
tivement r1, resp. s), ona σ = σ′;R0(n− k) (resp. σ = σ′;R1, resp. σ = σ′;S).Preuve: Cela a été fait pour le type s ; il reste à voir les types r0 et r1, 
e qui estune simple véri�
ation. 2



77 5.4 Bije
tion entre tableaux et permutations5.4.4 La bije
tionLa fon
tion Φ peut être dé
rite de la façon suivante : soit σ une permutation
σ1 · · · σn de forme λ. Alors� Si σ est vide, Φ(σ) est le tableau vide ;� sinon, soit k ∈ [[1, n]] sa plus grande montée. Par indu
tion, on 
al
ule T ′ =

Φ(red(σ)) ; on dé�nit alors Φ(σ) := T ′,X, où X est la règle R0(n − k)(respe
tivement R1, resp. S) si σ est de type r0 (resp. r1, resp. s).L'indu
tion porte i
i sur la somme du nombre de motifs 31-2 et de la taille de lapermutation.Exemple : Donnons un exemple 
omplet ; on va 
al
uler le tableau Φ(σ) pour
σ = 28451637 . Pour 
ela, donnons d'abord les rédu
tions su

essives en soulignantla plus grande montée k et (lorsque k n'est pas l'entrée maximale) la des
ente k+1,et en indiquant le type :� 28451637, type s ;� 27451638, type r0 ;� 2745163, type s ;� 2574163, type r0� 264153, type r1 ;� 25143, type s ;� 25314, type s ;� 24315, type r0 ;� 2431, type r0 ;� 321, type r1 ;� 21, type r1 ;� 1, type r0.Alors, en dé-ré
ursi�ant, on trouve les règles dé
rivant le tableau Φ(σ) : il s'agitde (R0(0);R1;R1;R0(2);R0(0);S;S;R1;R0(2);S;R0(0);S). On remarque que 
'estle tableau de la Figure 5.2, dont les règles de 
onstru
tion sont détaillées sur laFigure 5.3.Le Théorème 5.10 montre par indu
tion immédiate que Φ est une bije
tionpréservant la forme. On remarque de plus que les règles R0(t) et R1 sur les per-mutations ne modi�ent pas le nombre d'o

urren
es de 31-2 : on a don
 bien31-2(σ) = rg(Φ(σ)).Pour a
hever la preuve du Théorème 5.4, il reste à montrer que les numérosdes lignes restreintes de Φ(σ) sont les DG-minima de σ. D'après la remarque �nalede la Se
tion 5.3, les lignes non restreintes d'un tableau 
orrespondent aux règles
R0(0). Il s'agit �nalement de montrer la proposition suivante :Proposition 5.11. Soit σ une permutation dont les DG-minima sont les entrées
k1 < k2 < . . . < kℓ, et dont la plus grande montée est k. Alors les DG-minima de
red(σ) sont identiques, sauf lorsque σ termine par n, auquel 
as kℓ = k = n et lesDG-minima de red(σ) sont k1 < k2 < . . . < kℓ−1Preuve: Supposons que σ se termine par n ; elle est don
 de type r0. L'entrée n enest bien évidemment un DG-minima, et red(σ) est obtenue en supprimant n, etses DG-minima sont alors 
lairement 
omme indiqués.



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 78Supposons que σ est de type r0, mais que k 6= n. Alors k n'est pas un DG-minimum de σ : en e�et, par dé�nition du type r0, k+ 1 est une des
ente à droitede k dans σ, don
 l'entrée qui suit k+ 1 est un σi plus petit que k et à sa droite. Ils'ensuit aisément que red(σ), obtenue en supprimant k dans σ et en normalisant,a bien les mêmes DG-minima que σ.Si σ est de type r1, alors la suppression de k+1 ne modi�e pas les DG-minima.De même si σ est de type s, il est fa
ile de voir que les dépla
ements de k et k+ 1pour passer de σ à red(σ) ne modi�ent pas les DG-minima.
2Cela démontre bien le Théorème 5.4 ; nous allons maintenant utiliser 
ette bi-je
tion pour donner des preuves bije
tives de résultats énumératifs sur les permu-tations.5.5 Chemins et énumération à nombre de 31-2 �xéRevenons maintenant sur la des
ription ré
ursive des tableaux : notre but est de
oder les suites (valides) de règles par un 
ertain 
hemin. Nous utiliserons ensuite 
e
odage pour obtenir des résultats énumératifs sur les permutations ave
 un nombre�xé d'o

urren
es du motif 31-2.On aura i
i a�aire à des 
hemins du plan Z2, issus de l'origine , dont les passont donnés par les ve
teurs (1, 1) et (1,−1), où les pas montants (1, 1) peuventêtre de 2 types, "U" ou "V" ; on pourra don
 les en
oder par des mots sur l'alpha-bet {D,U, V }. Pour 
es 
hemins, on dé�nit une montée 
omme un fa
teur maximal(non vide) 
onstitué par des pas (1, 1) 
onsé
utifs ( don
 de type U ou V indi�érem-ment ; on appelle des
ente un fa
teur non vide maximal de pas (1,−1) 
onsé
utifs.On appelle retour à zéro un point du 
hemin di�érent de O, qui se trouve sur l'axedes abs
isses.5.5.1 Codage par un 
heminOn va 
oder un tableau par un mot sur l'alphabet à 3 lettres D,U, V . Ondé�nit la hauteur d'un mot u sur {D,U, V } 
omme suit : on pose h(D) = −1 et

h(U) = h(V ) = 1, puis on 
al
ule la hauteur �nale h(w) de w = w1 · · ·wn enadditionnant
h(w) =

n∑

i=1

h(wi)Il s'agit simplement de l'ordonnée du point d'arrivée du 
hemin asso
ié à w. Lemot est positif si h(w1 · · ·wi) > 0 pout tout i 6 n. Cela revient bien sûr au faitque le 
hemin 
orrespondant reste en permanen
e au-dessus de l'axe des abs
isses.La donnée d'un tableau T est équivalente à la donnée d'une suite une suite derègles de la forme R0(t),R1 ou S véri�ant 
ertaines 
onditions 
omme on l'a vudans la Se
tion 5.3. Considérons don
 
ette suite de règles w(T ) 
omme un motsur l'alphabet in�ni R = {R0(t)t>0, R1, S} ; on é
rira w(T ) = w1w2 . . . wu ∈ R∗.On va alors dé�nir un mot co(w(T )) sur {D,U, V } par indu
tion. On pose
co(ε) := ε. Supposons que co transforme le pré�xe w1 . . . wi en W ∈ {D,U, V }∗ :



79 5.5 Chemins et énumération à nombre de 31-2 �xé1. si wi+1 = R1, on dé�nit co(w1 . . . wi+1) := WU2. si wi+1 = S, on dé�nit co(w1 . . . wi+1) := WV3. si wi+1 = R0(t), on dé�nit co(w1 . . . wi+1) = WDiU , où i > 0 est 
hoisi desorte que h(WDi) = t.Lemme 5.12. Soit T un tableau non vide de forme λ = (λ1, . . . , λk), dont lades
ription par règles est fournie par le mot w(T ). Alors le mot co(w(T )) 
i-dessusest bien dé�ni, a pour hauteur �nale 1 + λk.Preuve: Une appli
ation des règles R1 ou S augmente la dernière ligne d'un tableaude 1, alors que l'appli
ation de la règle R0(t) amène 
ette longueur à t. Cela montrebien l'assertion sur la hauteur �nale par indu
tion immédiate. Comme R0(t) n'estappli
able à un tableau que lorsque t est inférieur à la taille de la dernière lignedu tableau, le 
hoix de i 
i-dessus est bien possible, 
e qui montre bien que co estbien dé�nie. 2Déterminons quelle est l'image de 
ette appli
ation co :Dé�nition 5.13. Un mot positif sur l'alphabet {D,U, V } est dit valide s'il netermine pas par un pas D, et si pour 
haque fa
teur 
onstitué d'une des
ente suivied'une montée, 
ette dernière :1. 
ommen
e par un U , et2. 
ontient au plus d pas V , où l'on note d+1 la longueur de la des
ente 
onsi-dérée.Proposition 5.14. L'appli
ation co est inje
tive, et a pour image l'ensemble des
hemins valides.Preuve: Étant donné un mot W = co(w(T )), 
haque fa
teur DkU ave
 k > 1
orrespond for
ément à une règle R0(x)( où x est la hauteur de w après Dk), lepremier pas du 
hemin (né
essairement un U) 
orrespond à la règle R0(0) ; en�n,tous les U et V restants 
orrespondent respe
tivement à l'appli
ation de règles R1et S. L'appli
ation co est don
 bien inje
tive.Soit W = co(w(T ))) pour un 
ertain tableau T donné par le mot w(T ) que
onstituent les règles qui le dé
rivent ; montrons que W est valide.
W est 
lairement un mot positif. De plus, 
haque montée 
ommen
e bien par

U , grâ
e à la façon dont on a en
odé les règles R0(t). Supposons maintenant qu'unemontée suive une des
ente de taille d+1, 
orrespondant à une fa
torisation w(T ) =
w1D

d+1UMDw2, où M est le mot sur {U, V } qui 
onstitue la montée. On veutmontrer que M 
ontient au plus d pas de type V . Notons T0 le tableau tel que
co(T0) = w1D

d+1U . Par le lemme 5.12, son avant-dernière ligne est de taille h(w1)−
1, et sa dernière de taille h(w1) − d − 1. Les U et V de M 
orrespondent à desrègles R1 et S appliquées à T0 respe
tivement ; il est alors aisé de voir qu'on nepeut appliquer au plus que d règles S, 
ar 
elles 
i dé
rémentent de 1 la di�éren
eentre les deux dernières parts d'une forme (
ette di�éren
e n'étant pas modi�éepar les règles R1).On a montré que les mots co(T ) sont bien des mots valides ; ré
iproquement,il est fa
ile de voir que 
haque 
hemin valide w 
orrespond bien à un tableau depermutations tel que co(T ) = w ; 
ela termine la preuve. 2



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 80Le 
odage : on dé�nit l'appli
ation code des tableaux de permutation vers lesTP-
hemins : on pose code(T ) = co(w(T ))Dt, ave
 t 
hoisi de sorte que code(T )soit de hauteur �nale égale à zéro ; par le Lemme 5.12, t est égal à 1 + λk où λkest la taille de la dernière ligne de T .Dé�nition 5.15. On appelle TP-
hemin un 
hemin valide sur {D,U, V } qui ter-mine à la hauteur 0. On appellera aussi TP-mot le mot asso
ié.Le pré�xe �TP� est 
hoisi pour �Tableau de Permutation� ; l'expli
ation setrouve dans le résultat suivant :Théorème 5.16. L'appli
ation code 
onstitue une bije
tion entre :1. les tableaux de permutation de taille n, 
omportant k uns super�us, m lignesdont j non restreintes.2. les TP-
hemins de longueur 2n + 2k, ave
 k V , m montées et j retours àzéro.Preuve : Soit T un tableau ave
 les spé
i�
ations du 1. L'appli
ation code asso
ieun pas exa
tement parmi {U, V } à 
ha
une des n + k règles dé
rivant T ; don
,
omme code(T ) termine sur l'axe des abs
isses, il a bien longueur 2(n+ k) � il y aen e�et autant de pas montants que des
endants.Les montées sont en bije
tion immédiate ave
 les règles R0(t) dé
rivant t, il yen a don
 bien m ; en�n, les j lignes restreintes sont repr±entées par m règles R0(0),
e qui 
orrespond par la dé�nition de co à pré
isément j retours à zéro.
2Dé
rivons en�n la forme de T en fon
tion de son 
hemin code(T ) ; on va don-ner 
ette des
ription par une suite de 0 et de 1 représentant la frontière sud estpar
ourue de haut en bas, 
omme dé
rit dans la Se
tion 5.1.Fa
torisons code(T ) en montées et des
entes, 
'est-à-dire sous la forme

code(T ) = Uk0Dl1Mk1
· · ·DltMktD

lt+1,les exposants étant non nuls, et pour 
haque i, Mki
est une montée dont on note

vi le nombre de V qu'elle 
ontient. Alors la frontière de T est
10l1−1−v110l1−1−v11 · · · 0lt−1−vt10lt+1−1.En français, pour 
haque des
ente, on a un fa
teur 
onstitué de l − v − 1 '0'suivi d'un '1', où l est la longueur de la des
ente et v le nombre de pas V dans lamontée qui la suit. On obtient la forme en ajoutant un '1' au début et en enlevantun '1' à la �n. La preuve de 
e fait 
onsiste en une simple indu
tion sur le nombrede règles du tableau.5.5.2 Permutations sans o

urren
e de 31-2La bije
tion 5.4, 
omposée ave
 le 
odage est une bije
tion entre les permuta-tions de taille n évitant le motif 31-2 et les 
hemins de Dy
k de longueur 2n. Il ya don
 Cn permutations de [[1, n]] qui évitent le motif 31-2 (
f. [14℄).On remarque en fait qu'éviter le motif 31-2 est équivalent à éviter le motif 3-1-2 :déjà, si une permutation 
ontient 31-2 aux indi
es (i1, i1 +1, i2), alors elle 
ontient



81 5.5 Chemins et énumération à nombre de 31-2 �xéaussi 3-1-2 ave
 les mêmes indi
es. Maintenant, supposons σ a une o

urren
e
i1, i2, i3 de 3-1-2. On a don
 σi1 > σi2 : en regardant i1, i1 +1, . . . on trouvera alorsfor
ément un indi
e j < i2 tel que σj > σj+1. Ainsi j, j + 1, i3 est une o

urren
ede 31-2.Or il est bien 
onnu (
f. [39, 57℄) que le nombre de permutations évitant 3-1-2est donné par les les nombres de Catalan. La 
omposition bije
tive code ◦ Φ nousdonne en fait plus.Ainsi, les permutations de [[1, n]] évitant 31-2 ave
 p DG-minima sont en bi-je
tion ave
 les 
hemins de Dy
k de longueur 2n qui ont p retours à zéro, dontl'énumération est donnée par les ballot numbers.Et les permutations de [[1, n]] évitant 31-2 ave
 m montées sont en bije
tion ave
les 
hemins de Dy
k de longueur 2n possédant m montées, dont l'énumération estfaite par le nombre de Narayana

N(n,m) =
1

n

(
n

m

)(
n

m− 1

)
.Notons que Christian Krattenthaler [40℄ a donné une bije
tion entre 
es per-mutations et les 
hemins de Dy
k possédant des propriétés similaires.Pour 
e qui 
on
erne les tableaux de permutation obtenus au passage, à savoirles tableaux ave
 un unique 1 par 
olonne, 
e sont les tableaux de Catalan selon laterminologie de Xavier Viennot [66℄. Ce dernier a donné le premier une bije
tionentre 
es tableaux et des arbres binaires, dont il est bien 
onnu qu'ils sont enbije
tion ave
 les 
hemins de Dy
k.5.5.3 Permutations ave
 une o

urren
e de 31-2La bije
tion 5.4, 
omposée ave
 le 
odage est une bije
tion entre les permuta-tions de taille n ave
 une o

urren
e du motif 31-2 et les TP-
hemins de longueur

2n+ 2 ave
 un pas V .Dans l'arti
le de Claesson et Mansour [15℄, il est prouvé queThéorème 5.17 ( [15℄). Les permutations de taille n ave
 exa
tement une o

ur-ren
e du motif 31-2 sont 
omptées par ( 2n
n−3

)A la �n de l'arti
le, les auteurs demandent une preuve bije
tive de 
e résultat.On peut en donner une grâ
e aux TP-
hemins (il est 
onseillé de regarder les étapessur la Figure 5.5.3 lors de la le
ture des preuves) :Proposition 5.18. Il existe des bije
tions simples entre1. les TP-
hemins de longueur 2n+ 2 ave
 un pas V ;2. les 
hemins sur {D,U} de longueur 2n terminant en −2, tel que la hauteuratteinte après le dernier pas D est stri
tement plus grande que la hauteurminimale du 
hemin.3. les 
hemins sur {D,U} de longueur 2n terminant en −6.Preuve: 1.↔ 2. : soit w un TP-
hemin de longueur 2n+ 2 ave
 un pas V ; en tantque mot, w se dé
ompose uniquement sous la forme
w = w0D

2UU tV w1,



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 82ave
 w0 et w1 des mots sur {D,U} et t > 0 ; w0 est alors un mot positif, quivéri�e h(w0) > 2. On transforme alors w en
w′ = w1Dw0DU

t,qui a longueur 2n et se termine bien à la hauteur −2. Il s'agit d'un élément del'ensemble dé
rit au 2. de la proposition. D'après les propriétés de w0, il est évidentque la hauteur minimale de w′ est atteinte après le pré�xe w1D, et de là que w′appartient bien à l'ensemble dé
rit au 2.On remarque que w1D 
onstitue en fait le premier pré�xe où la hauteur mi-nimale est atteinte, 
e qui permet aisément de 
onstruire l'inverse : pour P élé-ment de l'ensemble dé
rit au 2., on 
her
he le premier instant où il atteint sonminimum, donnant une fa
torisation P = x1Dx2DU
i si 
e premier sommet mi-nimum est atteint après le pas D qui suit x1. Le TP-
hemin que l'on 
her
he estalors x2D

2U i+1V x1, et on véri�e aisément que les pro
édures sont inverses l'unede l'autre.
2. ↔ 3. : prenons maintenant w′ un 
hemin tel que dans le point 2. Il sedé
ompose sous la forme

w′ = w2Dw3DU
i,ave
 i > 0 où w2D est le premier pré�xe de w′ qui tou
he la droite y = −i − 3(la propriété du 2. assure justement de l'existen
e d'une telle dé
omposition) Ens'inspirant du prin
ipe de ré�exion d'André (
f . 
hapitre 2), on ré�é
hit alors w3par rapport à 
ette droite y = −i− 3, 
e qui revient à 
hanger les pas D en U etré
iproquement. En notant w̃3 le mot ré�é
hi, on pose alors

w′′ = w2Dw̃3DU
i.On véri�e aisément que 
e 
hemin termine à la hauteur −6, et est don
 élé-ment de l'ensemble dé
rit au 3. L'inverse est i
i déterminé 
omme pour le prin
ipede ré�exion d'André.

2En 
omposant les bije
tions Φ, code, puis les bije
tions de 1. vers 2. et de 2. vers
3. dans la proposition pré
édente, on obtient une bije
tion entre les permutationsave
 une o

urren
e de 31 − 2 et les 
hemins du point 3. : or de tels 
hemin 
om-portent né
essairement n− 3 pas montants U , dont on peut 
hoisir les o

urren
eslibrement, 
e qui montre qu'ils sont énumérés par ( 2n

n−3

) ; on a don
 bien 
omptébije
tivement nos permutations.Remarque: Il est aussi possible d'utiliser la 
orrespondan
e de Françon-Viennot[31℄ pour trouver une preuve bije
tive de 
e dernier résultat. En fait, 
ette 
orres-pondan
e induit une bije
tion entre les permutations de [[1, n]] ave
 une o

urren
ede 31-2 et les 
hemins de Motzkin bi
olores de taille n− 1, dont un pas est distin-gué ; 
e pas doit de plus partir d'un sommet à une ordonnée supérieure ou égaleà 1. On peut alors réaliser des manipulations très similaires à 
elles données plushaut pour montrer que 
es derniers 
hemins sont 
omptés par ( 2n
n−3

).Notons également que 
ette 
orrespondan
e asso
ie les permutations sans 31-2aux 
hemins de Motzkin bi
olores, qui sont 
omptés par les nombres de Catalan
omme on l'a montré dans le 
hapitre 2.
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PSfrag repla
ements

(3, 2, 4, 1, 9, 7, 6, 10, 11, 8, 5)

w1w0

w2 w3

Fig. 5.4: Les étapes de la bije
tion montrant que les permutationsde taille n ave
 une o

urren
e de 31-2 sont 
omptées par ( 2n
n−3

)5.6 Tableaux de BellOn va dé�nir deux sous-
lasses des tableaux de permutations :Dé�nition 5.19. On appelle tableau D-Bell (respe
tivement G-Bell) un tableau depermutation dans lequel tous les 1 né
essaires sont les 1 les plus à droite (resp. àgau
he) de leur ligneOn va d'abord montrer que 
es deux 
lasses sont 
omptées par les fameuxnombres de Bell, dé�nis plus bas. On montrera ensuite (via un résultat de Claesson[14℄) que 
es 
lasses de tableaux sont en bije
tion ave
 les permutations qui évitentle motif 32-1, en préservant les formes :



Chapitre 5 : Permutations : tableaux et motifs 84Théorème 5.20. Il existe des bije
tions entre1. les tableaux G-Bell de forme λ ;2. les tableaux D-Bell de forme λ ;3. les permutations σ évitant 32-1 telles que sh(σ) = λ.5.6.1 Tableaux G-Bell
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�PSfrag repla
ements

erase

Fig. 5.5: Un tableau G-Bell et son P-tableau asso
ié.On va voir que le nombre de tableaux G-Bell de longueur n est égal au n-ièmenombre de Bell Bn : il s'agit du nombre de partitions de l'ensemble {1, . . . , n},
'est-à-dire le nombre d'ensembles {A1, . . . , Ak} où les Ai sont des parties nonvides (appelés blo
s), disjointes deux à deux, et dont l'union forme {1, . . . , n}.Soit un tableau de permutations quel
onque ; pour 
haque 1 qui a un 1 à sagau
he et un 1 au dessus, on le rempla
e par un 0. Appelons erase 
ette opération :les tableaux obtenus de 
ette manière véri�ent alors la 
ondition :2'. Les 
ases telles qu'il existe un 1 au dessus dans la même 
olonne et un 1 àgau
he dans la même ligne 
ontiennent né
essairement un 0.L'opération erase 
onstitue alors une bije
tion entre les tableaux de permuta-tions et les tableaux véri�ant la 
ondition 2' au lieu de 2 dans la dé�nition 5.1 ; 
esderniers tableaux ont été introduits par Alexander Burstein [10℄.Il est alors fa
ile de voir que la fon
tion erase induit une bije
tion entre :� les tableaux G-Bell de forme λ, et� les remplissages de la forme λ par des 0 et des 1 qui ont au moins un 1 par
olonne, et au plus un 1 par ligne.Appelons P -tableaux 
es derniers objets, qui sont pro
hes des 0-1 tableaux deLeroux [43℄. Montrons qu'ils sont en bije
tion ave
 les partitions de l'ensemble
[[1, n]], 
e qui prouvera le résultat annon
é.Soit T un P -tableau. Pour 
haque 
olonne, on forme un blo
 
onstitué du nu-méro de la 
olonne ainsi que des numéros des lignes qui ont un 1 dans 
ette 
olonne.Pour 
haque ligne sans 1, on forme aussi un blo
 réduit à un singleton, 
onstituéseulement du numéro de la ligne. Il est fa
ile de voir que 
'est une partition. Parexemple, pour le tableau de la Figure 5.5, la partition obtenue est

{{10, 9, 6}, {8, 2}, {7, 5}, {4, 1}, {3}}



85 5.6 Tableaux de BellInversement, donnons nous {A1, . . . , Ak} partition de [[1, n]], on veut lui asso
ierT un P-tableau. La forme de T est donnée par : i numérote une 
olonne si etseulement si le blo
 auquel appartient i est de taille au moins 2, et i en est le plusgrand élément. Le remplissage 
onsiste alors, pour 
hque 
olonne i, à pla
er des 1dans les lignes dont les numéros sont dans le même blo
 que i. Il est fa
ile de voirque 
'est l'inverse de la 
onstru
tion pré
édente.5.6.2 Bije
tion entre tableaux G-Bell et D-Bell
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� Fig. 5.6: Bije
tion entre D-Bell et G-BellIl est en fait assez aisé de donner une bije
tion entre G-Bell et D-Bell via le
odage par les 
hemins. Rappelons qu'on appelle montée du TP-
hemin un fa
teurmaximal 
onstitué de pas U et V .Il est alors fa
ile de voir que� Les TP-
hemins des tableaux D-Bell sont 
ara
térisés par le fait que 
haquemontée est 
onstituée d'un U, suivi d'un 
ertain nombre de V (éventuellementau
un), suivi d'un U (ou pas).� Les TP-
hemins des tableaux G-Bell sont 
ara
térisés par le fait que 
haquemontée est 
onstituée d'un U, suivi éventuellement d'un autre, suivi d'un
ertain nombre de V (éventuellement au
un).En terme de mots, 
ela signi�e que pour un tableau D-Bell, 
haque fa
teurmaximal 
onstitué de U et de V est de la forme UV n ou UV nU ; et pour untableau G-Bell, un tel fa
teur est de la forme UV n ou UUV n ; n étant un entierpositif ou nul. On a alors le résultat suivant :Théorème 5.21. On 
onsidère l'appli
ation sur les TP-
hemins qui 
onsiste àtransformer 
haque montée Ua1a2 · · · at en Uatat−1 · · · a1.Alors C'est une appli
ation involutive, qui préserve la forme et le nombre de

1 des tableaux asso
iés. Cette appli
ation é
hange bije
tivement tableaux G-Bell ettableaux D-Bell.
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t involutif est immédiat ; pour la forme, on voit qu'elle ne 
hangepas grâ
e au 
ritère donné après le Théorème 5.16. Sur 
haque ligne, le nombrede 1 super�us et né
essaires est préservé, 
omme on le voit immédiatement. En�n,l'involution é
hange bien tableaux G-Bell et D-Bell d'après la des
ription de leursTP-
hemins asso
iés.
25.6.3 Permutations qui évitent 32-1Claesson, dans l'arti
le [14℄, a montré que les permutations qui évitent 32-1sont en bije
tion ave
 les partitions d'ensembles. Donnons son argument : soit

A1, A2, . . . Ak les di�érents blo
s d'une partition ordonnés suivant l'ordre 
roissantde leur plus petit élément . De plus, é
rivons pour 
haque blo
 les éléments parordre 
roissant, hormis l'élément minimal qui est pla
é en �n, 
e qui forme unmot noté toujours Ai. Alors le mot A1 · · ·An est une permutation sans 32-1, et la
orrespondan
e est bije
tive.La partition obtenue dans la partie pré
édente est ainsi asso
iée à la permuta-tion
4, 1, 8, 3, 2, 7, 5, 9, 10, 6.On remarque alors que 
ette transformation entre partitions et permutations amèneles plus grands éléments des blo
s de 
ardinal au moins 2 sur les des
entes. On endéduit �nalement le Théorème 5.20.On a don
 obtenu une bije
tion préservant la forme entre permutations sans32-1 et tableaux ; il est naturel de se demander 
omment étendre une telle bije
tionà toutes les permutations, de sorte que l'on � 
ontr�le� le nombre d'o

urren
es dumotif 32-1 par une statistique (à trouver) sur les tableaux de permutations.



Chapitre 6Tableaux de RubansLa 
orrespondan
e dite de S
hensted [54℄ est une bije
tion entre les permuta-tions et les tableaux de Young standards de même forme ; elle est rappelée dansle 
hapitre 2. Elle a été étendue dans de nombreuses dire
tions, la plus fameuseétant sans doute la 
orrespondan
e de Robinson-S
hensted-Knuth (RSK) entre ma-tri
es d'entiers et tableaux semi-standards [38℄ . Mais d'autres extensions existent :tableaux os
illants [13, 23℄, tableaux gau
hes, tableaux de k-rubans [56, 63℄.Sergey Fomin a développé au tournant des années 90 une théorie générale de 
es
orrespondan
es à la S
hensted, voir les arti
les 
f. [25�29℄. Il s'agit d'uni�er unegrande partie des 
orrespondan
es listées au dessus en interprétant 
es tableaux
omme des 
hemins dans des graphes gradués ; ainsi un tableau de Young est-il un
hemin parti
ulier dans le graphe dont les sommets sont les partitions, et (λ, µ)est une arête si µ s'obtient en ajoutant une 
ase à λ. Ce graphe est 
ourammentappelé graphe (ou treillis) de Young. D'autres objets 
ombinatoires s'obtiennentdans 
e même graphe en spé
i�ant les arêtes possibles à 
haque étape, ou en mo-di�ant les points de départ et d'arrivée : 
'est ainsi que l'on 
onstruit les tableauxos
illants, ou les tableaux gau
hes. Ce sont les propriétés lo
ales du graphe qui àelles seules permettent alors de donner diverses versions et extensions d'une même
orrespondan
e élémentaire de baseDe plus, Fomin donne en parallèle une appro
he par l'algèbre linéaire à sesrésultats ; 
ette appro
he est dire
tement inspirée de l'arti
le de Stanley [60℄. Ilapparaît que la grande majorité des résultats de Fomin possède à la fois une preuvebije
tive et une preuve algébrique.Dans l'arti
le [67℄, Dennis White dé�nit quant à lui une extension de la 
orres-pondan
e de S
hensted pour des 
ouples de tableaux de rubans ; son but était dedonner une preuve 
ombinatoire d'une formule issue de la théorie des 
ara
tères.L'algorithme qui dé
rit sa 
orrespondan
e est dé
rit par un mé
anisme d'insertion,suivant la version 
lassique de 
elui de S
hensted.Nous allons i
i montrer 
omment la double appro
he de Fomin �bije
tive etalgébrique� peut être adaptée pour s'appliquer au 
as de la 
orrespondan
e deWhite. Il y aura un e�et béné�que dans les deux sens : d'une part, on sera enmesure de généraliser le travail originel de White ; d'autre part, on aura de faitétendu le 
adre d'appli
ations des méthodes de Fomin à des graphes plus générauxque 
eux qu'il a 
onsidérés dans les arti
les pré
ités.Nous aurons a�aire i
i à des énumérations signées : notons que pour l'appro
he87
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tive, on devra faire appel au fameux prin
ipe de Garsia et Milne.6.1 Dé�nitionsOn note Y l'ensemble des partitions d'entiers, et Yn le sous-ensemble 
onstituépar les partitions de taille n. Deux partitions λ ⊆ µ (au sens de l'in
lusion desdiagrammes de Ferrers) dé�nissent une forme gau
he µ/λ. On identi�era i
i uneforme gau
he à la 
olle
tion de 
ases µ\λ, lorsque µ ou λ est bien dé�ni : bienqu'en général deux formes gau
hes distin
tes puissent dé�nir le même ensemble de
ases, 
ela ne 
réera pas d'ambiguïté dans 
e 
as. La taille de µ/λ est son nombrede 
ases, et sera notée |µ/λ|. La forme gau
he (9, 8, 7, 4, 4, 1, 1)/(8, 6, 5, 2, 2, 1, 1)est donnée sur la droite de la Figure 6.1 ; elle est de taille 9.On dit qu'un ensemble S de 
ases de Z2 est 
onnexe si, pour tout 
ouple de
ases c, c′ de S, il existe une suite de 
ases c = c0, c1, . . . , ct = c′ dans S telles quedeux éléments 
onsé
utifs de 
ette suite ont un 
�té 
ommun.Dé�nition 6.1. On appelle ruban une forme gau
he 
onnexe et qui ne 
ontientpas de 
arré 2× 2 de 
ases.Un ruban est don
, de façon imagée, une min
e forme gau
he d'un seul tenant.exemples de rubans sont donnés sur la Figure 6.2. On remarque que la forme gau
hede la pré
édente Figure 6.1 n'est pas 
onnexe, et 
ontient de plus un 
arré 2× 2 de
ases : deux raisons qui font que 
e n'est pas un ruban.Soit r = µ/λ un ruban non vide. Un tel ruban est dit µ-ajoutable et λ-enlevable(que l'on me pardonne les néologismes). Sa hauteur ht(r) est dé�ni 
omme lenombre de lignes qu'il o

upe diminué de 1 ; son signe ε(r) est (−1)ht(r). Par
onvention, un ruban vide est de signe positif, on posera don
 ε(λ/λ) := 1. La
ase la plus en bas à gau
he d'un ruban non vide est sa queue, et 
elle la plusen haut à droite est sa tête : un ruban ajoutable ou enlevable à une partition λest don
 entièrement déterminé dès que l'on 
onnaît les positions de sa tête et saqueue.
Fig. 6.1: Partition et forme gau
he.La Figure 6.2 donne deux exemples de rubans : 
elui de gau
he a taille 4,hauteur 2 et signe +1, alors que 
elui de droite a taille 6, hauteur 1 et signe −1.Pour i entier positif, on note Ribi l'ensemble des rubans de taille i, et on pose

Rib := ∪i>0Ribi. On pensera dorénavant à l'ensemble Y 
omme aux sommets d'ungraphe non orienté GR, dont les arêtes sont données par Rib ; 
ha
une de 
es arêtes
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Fig. 6.2: Exemples de rubans.porte de plus un signe qui est 
elui du ruban auquel elle 
orrespond. Le graphe desrubans GR est organisé en niveaux donnés par les partitions d'une taille donnée,et on 
onsidèrera que les partitions plus grandes sont à un niveau plus élevé : ainsiajouter un ruban 
orrespond à monter d'un pas dans GR, et enlever un ruban àdes
endre d'un pas dans 
e graphe.La Figure 6.3 illustre les premiers niveaux de 
e graphe GR ; les arêtes négativessont représentées par des lignes en pointillé.

Fig. 6.3: Premiers niveaux du graphe des rubansDé�nition 6.2. Un tableau de rubans de forme λ ∈ Y et de longueur ℓ est unenumérotation des 
ases de λ par les nombres de 1 à ℓ de sorte que :� les entiers 
roissent au sens large dans 
haque ligne et 
haque 
olonne, et� pour tout entier i ∈ [[ℓ]], les 
ases numérotées par i forment un ruban nonvide r(i), ajoutable aux 
ases numérotées par les entiers plus petits que i.Remarque: Notons de suite une dé�nition équivalente des tableaux de rubans quisera fondamentale dans la suite : un tableau de rubans de forme λ et de longueur
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ℓ est une 
haîne de partitions λ0 = ∅ ⊂ λ1 ⊂ . . . λk−1 ⊂ λk = λ telle que deuxpartitions su

essivent forment un ruban non vide λi+1/λi . En d'autres termes, ils'agit d'un 
hemin de longueur ℓ dans le graphe GR, qui va en 
roissant de ∅ à λ.L'ensemble des tableaux de forme λ et de 
ontenu ℓ est dénoté RTλ,ℓ. Le signe
ε(P ) d'un tableau P est le produit des signes des rubans r(i) qui le 
omposent. Le
ontenu c(P ) est la 
omposition de |λ| en ℓ parts formée par la suite des tailles
|r(i)|, et on note RTλ,c l'ensemble des tableaux de forme λ et de 
ontenu c où c estune 
omposition donnée.La Figure 6.4 représente un tableau de forme (8, 6, 6, 2, 1), de 
ontenu (1, 6, 6, 3, 7)et de signe (−1)0(−1)2(−1)2(−1)1(−1)2 = −1.

5 5 5

2 3 3 5 5 5

2 2 3 3 3 5

4 4

1

4

2 2 2 3

Fig. 6.4: Tableau de rubans.6.2 Bije
tions et ensembles signésOn traitera dans 
e 
hapitre d'ensembles pour lesquels 
ha
un des élémentsadmet un signe plus ou moins. On va dé�nir pour 
es ensembles des notions et desoutils spé
i�ques en vue d'une étude 
ombinatoire.Dé�nition 6.3. Un ensemble signé est un ensemble A muni d'une dé
omposition
A = A+ ⊔A− où le symbole ⊔ signi�e que A+ et A− ont une interse
tion vide.De façon équivalente, on peut dé�nir A+ et A− par une fon
tion δ : A →
{1,−1}, ave
 la 
orrespondan
e évidente A+ = δ−1({1}) et A− = δ−1({−1}). Leséléments de A+ sont naturellement dits positifs , et 
eux de A− négatifs.Une fon
tion f : A → B entre 2 ensembles signés préserve le signe (resp.é
hange les signes) lorsque pour tout a ∈ A, les signes de a et f(a) sont les mêmes(resp. sont opposés). Pour les fon
tions f : A→ A, on note Fix(f) l'ensemble despoints �xes de f , 
'est-à-dire les éléments a tels que f(a) = a.Dé�nition 6.4 (Bije
tion signée). Une bije
tion signée entre deux ensembles si-gnés A et B est la donnée d'un triplet de fon
tions (iA, iB , φ) telles que iA (resp.
iB) est une involution de A (resp. B) qui é
hange le signe en dehors de ses points�xes , et φ est une bije
tion qui préserve les signes entre Fix(iA) et Fix(iB).Le 
ardinal signé |A|± de l'ensemble signé A est par dé�nition |A+| − |A−|.Une bije
tion signée entre A et B entraîne que |A|± = |B|± ; en e�et on a
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|A|± = |Fix(iA)|± = |Fix(iB)|± = |B|±.L'égalité 
entrale est due à la bije
tion signée φ, les première et troisième étantla 
onséquen
e du fait que iA et iB é
hangent les signes, et don
 les paires d'élé-ments {a, iA(a)} tels que a 6= iA(a) ont une 
ontribution nulle au 
ardinal signé de

A, et de même pour B et iB .Ré
iproquement, l'égalité |A|± = |B|± équivaut à |A+|+ |B−| = |B+| + |A−|.Une bije
tion ψ démontrant 
ette égalité, 
'est-à-dire une bije
tion ψ entre lesensembles (non signés) A+ ⊔ B− et B+ ⊔ A−, est 
lairement équivalente à unebije
tion signée entre A et B. Cela justi�e que les bije
tions signées sont les bonnesgénéralisations des bije
tions 
lassiques, au sens où elles donnent bel et bien uneexpli
ation 
ombinatoire à l'égalité de deux 
ardinaux signés.Prin
iple de Garsia et MilneGarsia et Milne ont donné la première preuve 
omplètement bije
tive d'uneidentité de Rogers-Ramanujan [33, 34℄ ; il s'agissait de montrer que parmi les par-titions (λ1, . . . , λk) de n, il y en autant véri�ant λi−λi+1 > 2 pour tout i < k, quevéri�ant λi ≡ 1 ou 4 modulo 5 pour tout i 6 k. Pour 
ela ils ont dé�ni un prin
ipegénéral, que nous allons formuler i
i en termes d'ensembles signés.Soit A,B deux ensembles �nis signés. On se donne égalements iA, iB deuxinvolutions sur A and B respe
tivement, et φ une bije
tion entre A et B (au sens
lassique). On suppose que φ préserve le signe, et que iA et iB é
hangent les signesen dehors de leurs ensembles respe
tifs de points �xes. Dans 
es 
onditions ona |Fix(iA)|± = |Fix(iB)|±. Le prin
ipe de Garsia et Milne est la 
onstru
tionexpli
ite d'une bije
tion signée (ψ, jA, jB) entre Fix(iA) et Fix(iB) :Soit a ∈ A. On lui applique φ : A → B, puis ensuite , alternativement, lesfon
tions φ−1 ◦ iB : B → A et φ ◦ iA : A → B, en s'arrêtant dès que l'élément xobtenu est :� soit dans Fix(iA), auquel 
as on pose jA(a) := x ;� soit dans Fix(iB), auquel 
as on pose ψ(a) := x (et jA(a) := a).Pour dé�nir jB (et ψ−1), on réalise la même 
hose en partant de b ∈ B. Cespro
édures terminent bien et donnent la bije
tion signée désirée : pour une preuve,voir par exemple [37, p.76℄.6.3 Permutations d'équerres et Involutions d'équerresOn appelle équerre un ruban de forme λ/∅ : de tels rubans sont en bije
tionévidente ave
 les partitions du type λ = (t, 1, 1, . . . , 1). Notons également qu'uneéquerre est 
ara
térisée par sa taille et sa hauteur, 
'est-à-dire par deux entierspositifs k, h véri�ant 0 6 h 6 k − 1.Remarque: On a dé�ni dans le 
hapitre préliminaire la notion d'équerre d'une
ase dans une partition, mais 
ette notion ne sera pas utilisée dans 
e 
hapitre :don
 lorsqu'on parlera d'équerre, 
e sera toujours au sens dé�ni au dessus.6.3.1 Permutations d'équerresSoit ℓ un entier positif. Une permutation d'équerres de longueur ℓ est un 
ouple
(σ,H) où σ est une permutation de [[ℓ]] et H est une suite H = (H1, . . . ,Hℓ) de
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ℓ équerres non vides. La taille d'une permutation d'équerres est ∑i |Hi|, et son
ontenu est la 
omposition (|H1|, . . . , |Hℓ|).On représentera les permutations d'équerres dans une grille 
arrée de ℓ2 
ases.Par dé�nition, la 
ase (i, j) est alors à l'interse
tion de la ième 
olonne en partantde la gau
he et de la jème ligne en partant du bas. Le remplissage 
orrespondantà la permutation d'équerres (σ,H) 
onsiste à mettre dans la 
ase (i, σ(i)) l'équerre
Hi. La Figure 6.5 est une permutation d'équerres de longueur 5, taille 23 et 
ontenu
(6, 4, 6, 2, 5) ; on donne sa représentation dans une grille, ainsi qu'une représentationlinéaire où la valeur σ(i) numérote les 
ases de l'équerre Hi.

2 2 2

2

2

2

5 5 5 1 1 1 1 1 1

4

4 3

3

3

3

5

3

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

Fig. 6.5: Deux représentations d'une permutation d'équerres.On a alors la proposition suivante pour l'énumération des permutationsd'équerres de taille et de longueur donnée :Proposition 6.5. Le nombre de suites d'équerres de longueur ℓ et de taille totale
n est égal à (n+ℓ−1

2ℓ−1

).Preuve: On peut asso
ier à 
haque suite d'équerres une partie de taille 2ℓ − 1 de
[[n + ℓ− 1]], 
omme expliqué sur la Figure 6.6 : sur 
elle-
i, on a n = 23 et ℓ = 5,et don
 n+ ℓ− 1 = 27 et 2ℓ− 1 = 9, et le sous ensemble de 
ardinal 9 de [[27]] enbije
tion ave
 la suite d'équerres illustrée est i
i {4, 7, 9, 12, 13, 19, 21, 22, 26}.En termes mathématiques, si l'on se donne 2ℓ−1 entiers 1 6 i1 < . . . < i2ℓ−1 6

n+ ℓ− 1, et qu'on pose par 
onvention i0 = 0 et i2ℓ = n+ ℓ, on leur asso
ie alorsla suite d'équerres (H1, . . . ,Hℓ), où Hi est l'équerre de taille i2i − i2i−2 − 1, et dehauteur i2i−1 − i2i−2 − 1. Il s'agit 
lairement d'une bije
tion, 
e qui démontre laproposition.
26.3.2 Involutions d'équerresUne involution d'équerres est une permutation d'équerres (σ,H) telle que σ estune involution, et telle que, pour toute transposition (i, j) de σ, les équerres Hi et

Hj sont identiques. Le signe d'une involution d'équerres est le produit des signesdes équerres Hi telles que i est point �xe de σ.
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Fig. 6.6: Enumération des suites d'équerres.Remarque: Une involution d'équerres n'est pas une permutation d'équerres telleque la permutation sous-ja
ente est une involution, 
ar il existe une 
ontrainte surles équerres qui provient de l'involution.Les involutions d'équerres 
orrespondent dans les représentations sur la grilleaux remplissages symétriques, dans le sens où les 
ases (i, j) et (j, i) sont rempliesde manière identique.On noteHI l'ensemble signé des involutions d'équerres,HI(µ) le sous ensembledes involutions de 
ontenu µ, et HIspec(µ) les éléments de HI(µ) tels que toutes leséquerres asso
iées à des points �xes sont de taille impaire et de hauteur nulle (i.e.horizontales). Au vu de la dé�nition du signe d'une involution d'équerres,HIspec(µ)est un ensemble positif. La raison de l'introdu
tion de 
e dernier ensemble estdonnée par le lemme suivant :Lemme 6.6. Soit µ une 
omposition. Il existe une involution sur HI(µ)\HIspec(µ)qui é
hange les signes.Preuve: Soit I = (σ,H) ∈ HI(µ) \ HIspec(µ) ; dé�nissons i = σ(i) 
omme le pluspetit entier 
ontredisant la dé�nition de HIspec(µ), et h la hauteur de l'équerre Hi.Si Hi est de taille paire , on dé�nit H ′
i l'équerre de même taille et de hauteur h+1(resp. h− 1) si h est pair (resp. impair). Si Hi est de taille impaire, et don
 h 6= 0par dé�nition de Hi, alors on dé�nit H ′
i l'équerre de même taille et de hauteur h+1(resp. h− 1) si h est impair (resp. pair).Dé�nissons H ′ 
omme la suite d'équerres égale à H sauf en position i où l'onrempla
e H ′

i par Hi. Si on pose �nalement f(I) = (H ′, σ), alors on a l'involutiondésirée sur HI(µ)\HIspec(µ) : par dé�nition de H ′
i, il s'agit d'une équerre de signeopposé à 
elui de Hi, et f é
hange don
 bien les signes. 2En 
orollaire, on a l'égalité suivante (qui montre notamment que |HI(µ)|± estpositif) :Corollaire 6.7. |HI(µ)|± = |HIspec(µ)|.6.4 RésultatsLe premier résultat est une généralisation de la 
orrespondan
e de S
hensted.Théorème 6.8. Il existe une bije
tion signée (∅, i, φ) entre les permutationsd'équerre de taille n et de longueur ℓ, et les 
ouples de tableaux de rubans de taille

n et de longueur ℓ.
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tion préserve les 
ontenus au sens où : si i(P,Q) = (P1, Q1), alors
c(P ) = c(P1) and c(Q) = c(Q1) ; et si φ(σ,H) = (P,Q), alors c(H) = c(Q) et
c(σ(H)) = c(P ).Si l'on se restreint au 
as où les 
ontenus sont des partitions, le théorème pré-
édent est une reformulation du résultat de White [67℄. L'idée i
i est d'utiliser lesidées de Fomin [26,27℄ dans la démonstration du résultat, 
e qui é
laire et généralisela preuve de White, et se prête beau
oup plus fa
ilement à des extensions.Le théorème a les 
onséquen
es suivantes au niveau de l'énumération des ta-bleaux de rubans :Corollaire 6.9. Soit µ, ν deux 
ompositions de n ave
 ℓ parts.

∑

λ∈Yn
P∈RTλ,µ,Q∈RTλ,ν

ε(P )ε(Q) = δeµeν · 1j1(j1!)2
j2(j2!), . . . , (6.4.1)si µ̃ = [1j1 , 2j2 · · · ].

∑

λ∈Yn
P,Q∈RTλ,ℓ

ε(P )ε(Q) =

(
n+ ℓ− 1

2ℓ− 1

)
· ℓ! (6.4.2)On montrera 
omment 
e dernier résultat peut également se déduire par desméthodes d'algèbres linéaires.La 
orrespondan
e de S
hensted met en bije
tion involutions de Sn et tableauxstandards de taille n (voir le Corollaire 2.5). On a une généralisation de 
e résultatpour les tableaux de rubans :Théorème 6.10. Il existe une bije
tion signée entre les tableaux de rubans de taille

n et de longueur ℓ, et les involutions d'équerres de taille n et de longueur ℓ ; 
ettebije
tion préserve les 
ontenus, au sens du Théorème 6.8.La preuve des Théorèmes 6.8 et 6.10 est donnée dans la Se
tion 6.6.Elle reposesur une extension des règles lo
ales asso
iées à la 
orrespondan
e de S
hensted,règles qui sont expli
itées dans la se
tion 6.5. Une appro
he algébrique aux résultatsdu Corollaire 6.9 est dé
rite dans la Se
tion 6.7, et utilise les idées mises en pla
edans [26, 60℄. En�n la Se
tion 6.8 est une in
ursion 
ombinatoire dans la théoriedes 
ara
tères du groupe symétrique, basée sur la règle de Murnaghan Nakayama[46, 48℄.6.5 Règles lo
alesOn a vu dans le 
hapitre préliminaire des règles lo
ales qui induisaient la 
orres-pondan
e de Robinson-S
hensted. I
i, on va étendre 
es règles lo
ales aux tableauxde rubans, le 
as des tableaux de Young standards étant alors le 
as parti
ulier oùles rubans non vides ont tous une taille de 1, et où les permutations d'équerres nesont 
onstituées que d'équerres de taille 1, 
'est-à-dire de 
ases seules.Dans toute 
ette se
tion µ, ν sont 2 partitions de taille respe
tive m et n.



95 6.5 Règles lo
alesPour i entier positif ou nul, on dé�nit Ui(µ, ν) l'ensemble des partitions de taille
max(m,n)+ i telles que ξ/µ et ξ/ν sont des rubans ; Ui(µ, ν) est un ensemble signépar sgn(ξ) := ε(ξ/µ) · ε(ξ/ν). De manière similaire, on dé�nit Di(µ, ν) l'ensembledes partitions λ de taille min(m,n) − i telles que λ/µ et λ/ν sont des rubans ;
Dj(µ, ν) est un ensemble signé par sgn(λ) := ε(µ/λ) · ε(ν/λ). ( On remarqued'ores et déjà qu'en tant qu'ensembles signés, Ui(µ, µ) et Di(µ, µ) sont 
onstituésuniquement d'éléments positifs.)On dessine un 
arré dont deux 
oins sont étiquetés par

µ et ν 
omme illustré 
i-
ontre. Le 
oin inférieur gau
hesera étiqueté par des partitions λ éléments d'ensembles
Di(µ, ν). Dans le 
as λ = µ = ν, la 
ellule C peut êtremarquée d'une équerre non vide, ou non marquée ; dansles autres 
as, elle n'est jamais marquée.

PSfrag repla
ements
λ

µ

ν

C

ξ

Pour dé�nir les règles lo
ales, il est né
essaire d'utiliser quelques opérations surles partitions et les rubans, déjà employées par d'autres auteurs ; 
es dé�nitionssont regroupées dans la Se
tion 6.10.Maintenant, étant donnés ((λ,C), µ, ν) ins
rits sur un 
arré 
omme 
i-dessus,
e qu'on entend par appliquer une règle lo
ale est de trouver d'abord quelle règlepré
ise s'applique suivant les 
as énon
és 
i-dessous, puis e�a
er λ et C du 
arré,et en�n ins
rire le résultat de la règle en question sur un 
oin du 
arré : dans le
oin supérieur droit pour les règles de D1 à D6, et dans le 
oin inférieur gau
hepour la règle S.Règles dire
tes : dans les règles suivantes λ désigne un élément d'un en-semble Di(µ, ν), et C est vide ex
epté (éventuellement) lorsque λ = µ = ν, auquel
as il peut s'agir d'une équerre quel
onque. On note r, r′ les rubans µ/λ et ν/λ ;ils peuvent être éventuellement vides.
• Si λ = µ = ν et que C est vide, alors ξ := λ. (D1)
• Si λ = µ = ν et que C est une équerre non vide eq, alors ξ := λ ∪
first(λ, eq). (D2)

• Si λ 6= µ = ν, alors ξ := µ ∪ next(µ, µ/λ). (D3)
• Si λ = µ 6= ν (resp. λ = ν 6= µ), alors ξ := ν (resp. ξ := µ). (D4)
• Si λ 6= µ 6= ν, alors :� si r et r′ n'ont ni la même tête ni la même queue, alors ξ := λ ∪

bumpout(r, r′). (D5)� si r et r′ ont la même tête mais des queues di�érentes, ou la même queuemais des têtes di�érentes, alors :� si slideout(λ, r, r′) est dé�ni, alors ξ := slideout(λ, r, r′). (D6)� sinon, on ne dé�nit pas de partition ξ, et on pose λ̃ := switchout(λ, r, r′) ∈
Di(µ, ν). (S)Règles inverses : Dans les règles suivantes ξ est élément d'un ensemble

Ui(µ, ν), et C est vide. On note r, r′ les rubans ξ/µ et ξ/ν, qui peuvent être éven-tuellement vides. Le 
ontenu C est impli
itement laissé vide, sauf dans la règle (I2).
• Si ξ = µ = ν , alors λ := ξ. (I1)
• Si ξ 6= µ = ν, alors� Si prev(ξ, r) = ∅, on dé�nit alors λ := µ et C est l'équerre de taille |r| et
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��Fig. 6.7: Ajout d'un ruban sur δ(λ).de hauteur ht(r) ; (I2)� sinon λ := µ\prev(ξ, r). (I3)

• Si ξ = µ 6= ν (resp. ξ = ν 6= µ), alors λ := ν (resp. λ := µ). (I4)
• Si ξ 6= µ 6= ν, alors :� si r et r′ n'ont ni la même tête ni la même queue, alors λ := ξ\bumpin(r, r′). (I5)� si r et r′ ont la même tête mais des queues di�érentes , ou la même queuemais des têtes di�érentes, alors :� si slidein(ξ, r, r′) est dé�ni, alors λ := slidein(ξ, r, r′) ; (I6)� sinon, on ne dé�nit pas de partition λ, et on pose ξ̃ := switchin(ξ, r, r′) ∈

Ui(µ, ν). (T)Proposition 6.11. Les règles D1 à D6 sont les inverses respe
tives des règles I1à I6, et S et T sont des involutions. De plus, D1-D6 et I1-I6 préservent les signesentre Di(µ, ν) et Ui(µ, ν), alors que S and T é
hangent les signes, respe
tivementdans Di(µ, ν) et dans Ui(µ, ν).Preuve: Ces propriétés sont déjà 
onnues : pour les règles D3,D4 et I3,I4, 
elaest démontré par Shimozono et White [56℄ ; pour les autres règles, la preuve setrouve dans White [67℄. On va néanmoins donner la preuve pour la règle S utilisantl'en
odage des partitions par des suites doublement in�nies δ(λ) ; (
f. le 
hapitre 2).C'est d'ailleurs par 
et en
odage qu'est faite la preuve dans [56℄, mais pas dans [67℄.Notre preuve est plus simple que 
elle de White, et nous donne l'o

asion d'exposerle lien étroit entre les rubans et 
et en
odage des partitions.Soit λ une partition, et δ(λ) ∈ {0, 1}Z la suite in�nie qui lui est asso
iée, voir2.2.3. Alors les rubans ajoutables (respe
tivement enlevables) à λ sont en bije
tionave
 les indi
es i < j dans Z tels que δi(λ) = 1 et δj(λ) = 0 (resp. δi(λ) = 0 et
δj(λ) = 1) : les indi
es i et j sont en 
orrespondan
e respe
tive ave
 les queue ettête des rubans en question. La partition obtenue en ajoutant (resp. enlevant) leruban 
orrespond à la suite obtenue en é
hangeant 0 et 1 aux positions i et j.Dans 
ette optique, il est assez utile de penser aux suites δ(λ) 
omme à des
on�gurations de parti
ules sur une ligne dis
rète in�nie : les parti
ules 
orres-pondent aux 1, les 0 s'interprétant 
omme des empla
ements vides. Ajouter unruban 
orrespond alors à dépla
er une parti
ule vers la droite dans un empla
e-ment vide ; enlever un ruban 
orrespond à dépla
er une parti
ule vers la gau
hedans un empla
ement vide. La Figure 6.7 
onsiste en un ruban λ/µ ave
 les 
odesde λ et µ sur la droite ; la �è
he illustre l'ajout du ruban à λ pour obtenir µ.On a le résultat suivant qui montre 
omment déterminer taille et hauteur desrubans dans 
ette représentation :



97 6.5 Règles lo
alesLemme 6.12. Soit λ une partition, δ(λ) sa suite asso
iée, et i < j les indi
es de
δ(λ) 
orrespondant à un ruban r ajoutable ou enlevable à λ. Alors1. la taille de r est |r| = j − i.2. la hauteur h de r est donnée par le nombre de 1 de la suite δ(λ) situésstri
tement entre les indi
es i et j, 
'est-à-dire ainsi h = |{k ∈ Z | i < k <

j et δk(λ) = 1}|.Preuve : Il faut simplement utiliser le fait que les 1 
orrespondent aux segmentsverti
aux de la frontière, et les 0 aux segments horizontaux ; j − i est don
 égal aunombre de 
ases o

upées par r (une par diagonale entre la tête et la queue), et
haque 1 entre i et j 
orrespond au passage d'une ligne à une autre dans le ruban.2Revenons aux règles lo
ales. La donnée de λ, µ, ν pour le 
as des rubans nonvides dans les règles dire
tes se traduit par l'en
odage en δ(λ) et deux pairesd'indi
es i1 < j1 et i2 < j2 
orrespondant respe
tivement aux rubans µ/λ et ν/λ,ave
 δi1(λ) = 1, δj1(λ) = 0 et δi2(λ) = 1, δj2(λ) = 0.Il est fa
ile de dé�nir les opérations de la Se
tion 6.10, et de là les règles lo
ales,ave
 
ette représentation ; nous allons le faire pour la règle S, et montrer que 
'estune règle involutive qui é
hange les signes.La règle S s'applique pré
isément lorsque l'un de 
es deux 
as est véri�é :1. i1 = i2, j1 6= j2 et δj1+j2−i1(λ) = 1, ou2. j1 = j2, i1 6= i2 et δi1+i2−j1(λ) = 0On note i la valeur 
ommune de i1 et i2 dans le premier 
as, et j la valeur
ommune de j1 et j2 dans le se
ond 
as. Alors l'appli
ation de la règle S 
onsisteà dé�nir λ̃ 
omme la partition dont le 
ode est obtenu à partir de 
elui de λ ené
hangeant 0 et 1 aux positions i, j1, j2 et j1 + j2 − i dans le premier 
as, ou auxpositions i1, i2, j et i1 + i2 − j dans le se
ond 
as. Cela est illustré sur la Figure6.8 : on est dans le 
as 1. pour la partition du haut, et l'appli
ation de S donne lapartition du bas. (Les 'x' représentent indi�éremment des 1 ou des 0).
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PSfrag repla
ements Si

i

j1

j1

j2

j2

j1 + j2 − i

j1 + j2 − iFig. 6.8: La règle S.On remarque que la partition λ̃ est élément de Dj1−i(µ, ν), 
omme l'était λ : surla �gure, on obtient bien la même partition �disons µ� en déplaçant une parti
ule
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he dans la première ou la se
onde suite ; de même pour la �è
heplus 
ourte. On remarque aussi immédiatement que la règle est involutive : elleé
hange en fait les 
as 1. et 2. dé�nis plus haut, 
omme on le voit sur la Figure 6.8.Montrons �nalement que S é
hange les signes (on visualisera 
ela plus fa
ilementen regardant la �gure). Notons a (respe
tivement b, c) le nombre de 1 dans λstri
tement entre les indi
es i et j1 (resp. j1 et j2, resp. j2 et j1 + j2 − i) ; 
esnombres sont les mêmes dans λ et λ̃. En tant qu'éléments de l'ensemble signé
Dj1−i(µ, ν), λ et λ̃ ont pour signes respe
tifs (−1)x et (−1)y, ave
 x = 2a + b et
y = b + 2c + 1, 
e qui donne bien des signes opposés 
ar x et y sont de paritésdi�érentes.

2Pour �nir, résumons les règles lo
ales en termes de bije
tions signées, 
ar 
elanous sera utile lors de l'appro
he algébrique de la Se
tion 6.7Théorème 6.13. Soient µ, ν deux partitions et i un entier stri
tement po-sitif.(a) Il existe une bije
tion φ1 entre Ui(µ, µ) et Di(µ, µ) ⊔ [[0, i− 1]].(b) Si µ 6= ν, il existe une bije
tion signée (iD, iU , φ2) entre Di(µ, ν) et Ui(µ, ν).Preuve: Le point (a) est donné par l'appli
ation des règles D2 et D3 ; pour le pointB, les involutions iD et iU sont données par les règles S et T respe
tivement, labije
tion φ2 étant 
onstituée par l'union des règles D4,D5 et D6. 2Le Théorème 6.13 s'interprète 
omme l'existen
e d'une stru
ture lo
ale sur legraphe GR : étant donnés µ et ν de taille m et n, il donne un lien entre les sommetsadja
ents à µ et ν situés au niveau min(m,n)− i et au niveau max(mn,n)− i.Les deux 
hapitres suivants exploitent 
ette stru
ture lo
ale pour en tirer desrésultats globaux sur les tableaux de rubans : dans le 
hapitre 6.6, on en déduiraune 
orrespondan
e bije
tive globale démontrant les Théorèmes 6.8 et 6.10, alorsque le 
hapitre 6.7 nous donnera une preuve de l'aspe
t uniquement énumératif de
es résultats, à l'aide d'endomorphismes linéaires véri�ant des relations re�étantpré
isément le Théorème 6.13.6.6 Appro
he bije
tiveOn a vu dans le 
hapitre de préliminaires 
omment passer de règles lo
alesà une bije
tion globale dans le 
as de la 
orrespondan
e de S
hensted. On vai
i faire de même ave
 les règles lo
ales que l'on vient de dé�nir ; 
ela sera plusdéli
at, notamment à 
ause des règles S et T qui nous obligent en quelque sorteà rebrousser 
hemin dans la 
orrespondan
e globale. De fait, la 
orrespondan
eglobale ne 
onstituera pas simplement une appli
ation de règles dire
tes pour allerdes permutations aux tableaux, mais né
essitera des mouvements de va-et-vientdans la grille pour aboutir à la bije
tion signée du Théorème 6.8.6.6.1 Bije
tion pour les permutations d'équerresOn �xe don
 un entier positif ℓ, et la grille G := Gℓ de taille ℓ × ℓ, 
onstituéede ℓ2 
arrés. Le 
arré (i, j) est 
elui qui se trouve sur la ième 
olonne en partant dela gau
he et la jème rangée en partant du bas.On va maintenant vouloir appliquer



99 6.6 Appro
he bije
tiveles règles lo
ales de la Se
tion 6.5 dans les 
arrés de la grille. Pour 
ela, ordonnons
es 
arrés (partiellement) par (i, j) � (i′, j′) si et seulement si i 6 i′ et j 6 j′.On �xe dorénavant un ordre total noté O étendant 
et ordre partiel. Tout 
arré
sq 6= (1, 1) a ainsi un prédé
esseur noté pred(sq) ; et tout 
arré sq 6= (ℓ, ℓ) aun su

esseur succ(sq). On dé�nit une notation globale next(sq, dir) qui désigne
succ(sq) lorsque dir = 1, et pred(sq) lorsque dir = −1 ; next renvoie "non dé�ni"dans les 
as où pred et succ ne sont pas dé�nis.Étant donnés dir ∈ {+1,−1} et un 
arré sq de G :� si dir = 1, et µ, ν, λ,C étiquettent sq 
omme dans la dé�nition des règleslo
ales, alors on applique la règle dire
te 
orrespondante ;� si dir = −1, et µ, ν, ξ étiquettent sq 
omme dans la dé�nition des règleslo
ales, alors on applique la règle inverse 
orrespondante.Appelons 
ette pro
édure Apply_lo
al_rule ; on é
rira lo
 :=Apply_lo
al_rule(dir,sq)où lo
 est la règle lo
ale qui a été appliquée.On représente maintenant une permutation déquerres dans la grille Gℓ 
ommedéjà fait, et on étiquette de plus les sommets de Gℓ des 
�tés inférieur et gau
hepar la partition vide. On peut maintenant dé
rire la bije
tion φ du Théorème 6.8,
e que l'on fait de manière algorithmique :Algorithme φ :Entrée : une permutation d'équerres (H,σ).Sortie : Couple (P,Q) de tableaux de rubans de mêmeforme.début

sq := (1, 1) ; dir := 1 ;répétezlo
 :=Apply_lo
al_rule(dir,sq) ;si (lo
∈{S,T}) alors dir := −dir ; �n si ;
sq :=next(sq,dir) ;jusqu'à (sq non dé�ni) ;�nOn montrera bient�t que l'on sort de l'algorithme par
e que succ(ℓ, ℓ) n'est pasdé�ni, auquel 
as les sommets des 
�tés droit et supérieur de Gℓ sont étiquetés pardes partitions qui forment deux tableaux de rubans de même forme (de même qu'onobtient des tableaux de Young standrad dans la 
orrespondan
e de S
hensted).On va expli
iter 
et algorithme sur un exemple donné sur la Figure 6.6.1. On
hoisit 
omme ordre total sur les 
ases (i, j) < (i′, j′) si j < j′, ou si j = j′ et i < i′.Un 
arré est don
 plus grand qu'un autre s'il est dans une 
olonne stri
tement à sadroite , ou dans la même 
olonne mais au-dessus.On débute ave
 une permutation d'équerres dessinée sur la grille G3 (A). Onapplique ensuite des règles lo
ales dire
tes pour atteindre la 
on�guration B : lesrègles appliquées sont su

essivement D2,D4,D4,D4,D1,D2,D4 et D2. On doit alorsappliquer la règle S, et la dire
tion 
hange (
on�guration C). Il faut bien remarquerque l'on a e�a
é tous les 
ontenus des 
arrés visités ainsi que leur 
oin inférieurgau
he ; on ne l'a pas fait lors de l'appli
ation des règles Di pour faire un dessinunique au lieu d'un pour 
haque appli
ation de règle.



Chapitre 6 : Tableaux de Rubans 100De là, on on applique les règles inverses I5,I2 et I5 su

essivement pour seretrouver dans la 
on�guration D. La règle T s'applique, et on 
hange de dire
tion.On atteint �nalement la 
on�guration F en appliquant les règles D3,D2,D3 et D6.On lit au �nal les tableaux P et Q respe
tivement sur les bords droit et supérieurdu tableau.Preuve: On veut prouver le Théorème 6.8, et montrer notamment que la 
onstru
-tion φ dé�nie algorithmiquement plus haut véri�e bien l'ensemble des propriétésénon
ées dans le théorème. On va voir en fait que 
et algorithme est une 
onsé-quen
e du prin
ipe de Garsia et Milne : on va don
 
her
her à 
onstruire desensembles signés A,B et des fon
tions adéquates. Pour 
ela, un 
ertain nombre de
on
epts doivent être dé�nis.On appelle frontière de la grille Gℓ un 
hemin du 
oin supérieur gau
he de
Gℓ au 
oin inférieur droit 
omposé de pas sud et est ; il s'agit don
 de ℓ arêteshorizontales et ℓ arêtes verti
ales. On appelle intérieur d'une frontière F les 
asesde Gℓ au sud ouest de F , et extérieur 
elles situées au nord est.Un bon étiquetage de F est l'étiquetage de 
ha
un des sommets de la frontièrepar une partition, de sorte que :� les sommets extrêmes de la frontière, i.e. les 
oins en haut à gau
he et en basà droite de la grille, sont étiquetés par la partition vide.� pour 
haque arête horizontale de la frontière, dont le sommet gau
he estétiqueté λ et 
elui de droite µ, µ/λ est un ruban.� pour 
haque arête verti
ale de la frontière, dont le sommet du bas est étiqueté

λ et 
elui du haut µ, µ/λ est un ruban.Donnons-nous une frontière F ave
 un bon étiquetage label : notons que labelinduit un étiquetage des arêtes de F par des rubans. Supposons de plus que 
er-taines 
ases de la grille sont �
oloriées� par des équerres non vides. Un tel 
oloriage
col est dit 
ompatible ave
 F, label si :� les 
ases à l'intérieur de F sont vides.� pour 
haque arête horizontale h de F étiquetée par un ruban r, il y a exa
-tement une 
ase 
oloriée dans la 
olonne de h lorsque r est vide, et au
unesi r n'est pas vide.� pour 
haque arête verti
ale h de F étiquetée par un ruban r, il y a exa
tementune 
ase 
oloriée dans la ligne de h lorsque r est vide, et au
une si r n'estpas vide.On rappelle qu'on a également �xé un ordre total O sur les 
ases de Gℓ. Onappelle F une O-frontière lorsque les 
ases de Gℓ à l'intérieur de F sont pluspetites que les 
ases à l'extérieur. En général, une O-frontière dé�nit deux 
ases dela grille, sq<(F ) qui est la plus grande 
ase (pour O) qui se trouve à l'intérieur dela frontière, et sq>(F ) qui est la plus petite 
ase qui se trouve à l'extérieur de lafrontière ; sq<(F ) n'est pas dé�ni si la frontière suit les bords gau
he et bas de lagrille, alors que sq>(F ) n'est pas dé�ni si la frontière suit les bords haut et droit.Dé�nition 6.14. Une 
on�guration est un triplet (F, label, col) 
onstitué d'une
O-frontière F , bien étiquetée par label, et d'un 
oloriage col des 
ases de Gℓ de lagrille 
ompatible ave
 label.En appliquant une règle lo
ale dire
te dans sq>(F ), ou une règle lo
ale inversedans sq<(F ), on passe ainsi d'une 
on�guration à une autre : une inspe
tion minu-
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he bije
tive

D

FE

A B

C

Fig. 6.9: La bije
tion prin
ipale.tieuse de 
ha
une des règles montre de fait que la 
ompatibilité est à 
haque foisrespe
tée par l'appli
ation d'une règle.Soit (F, label, col) une 
on�guration de Gℓ. On peut pour tout i ∈ [[1, ℓ]] asso
ier
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olonne i un entier ci > 0 
omme suit : si la 
olonne 
ontient une équerre, alors
ci est égal à la taille de 
ette équerre ; sinon, ci est égal à la taille du ruban quiétiquette l'arête horizontale de F apparaissant dans la 
olonne i. Par 
ompatibilitéde label et col, exa
tement un de 
es 
as a lieu. On asso
ie de même un entier
c′i à la ligne i, et on dira que la 
on�guration a 
omme 
ontenu (c, c′), où c et
c′ sont les deux 
ompositions (ci)i et (c′i)i. En appliquant une règle lo
ale dans
sq>(F ) ou sq<(F ), on note alors que le 
ontenu est préservé dans les 
on�gurations
onsidérées.On dé�nit le signe d'une 
on�guration (F, label, col) 
omme le produit des signesdes 2ℓ rubans induits par l'étiquetage label sur les arêtes de F ; on rappelle que lesigne du ruban vide est +1. Les étapes C et E de la Figure 6.6.1 montrent deux
on�gurations : C et E ont toutes deux pour 
ontenu ((2, 1, 2), (2, 2, 1)), C est designe négatif, et E est de signe positif.Une permutation d'équerres (σ,H) est une 
on�guration positive : la frontière
onsiste en les bords inférieur et gau
he de Gℓ, dont les sommets sont tous étiquetéspar ∅, et le 
oloriage est donné par la représentation de (σ,H) dans la grille. Le
ontenu (c, c′) est donné par c = c(H) et c′ = c(σ−1(H)). Un 
ouple (P,Q) detableaux de rubans de longueur ℓ et de même forme est une 
on�guration : lafrontière 
onsiste en les bords supérieur et droit de Gℓ, dont les sommets sontétiquetés par P et Q 
omme auparavant, et les 
ases de la grille sont vides. Lesigne de la 
on�guration est le produit des signes de P et Q, et le 
ontenu (c, c′)est donné par c = c(Q) et c′ = c(Q). On identi�era dorénavant permutationsd'équerres et paires de tableaux à 
es 
on�gurations.Une 
on�guration (F, label, col) est dite de type A si la règle T s'applique dansle 
arré sq<(F ), ou si 
'est une permutation, 
'est-à-dire quand sq<(F ) n'est pasdé�ni ; elle est dite de type B si la règle S s'applique dans le 
arré sq<(F ), ou si 
'estun 
ouple de tableaux de rubans, 
'est-à-dire quand sq>(F ) n'est pas dé�ni. On �xedeux 
ompositions c1 et c2 de longueur ℓ et de taille n. Notons A (respe
tivement B) les 
on�gurations de type A et de 
ontenu (c1, c2) ; les 
on�gurations C et E de laFigure 6.6.1 sont de types B etA respe
tivement, pour le 
ontenu ((2, 1, 2), (2, 2, 1)).On a une involution sur A dé�nie en appliquant la règle T dans le 
arré sq<(F )lorsqu'il existe, et laissant �xes les permutations d'équerres ; de même on a uneinvolution sur B en appliquant la règle S dans le 
arré sq>(F ) lorsqu'il existe,et qui laisse �xes les 
ouples de tableaux de rubans. On remarque que 
es deuxinvolutions é
hangent les signes par la proposition 6.23. On dé�nit également unebije
tion A → B en appliquant les règles dire
tes en partant de la 
ase sq>(F ),jusqu'à tomber dans une 
on�guration de type B. Comme on n'applique dans 
e
as que des règles de type Di, le signe est préservé, toujours par la proposition 6.11.Ce dernier paragraphe a fourni les fon
tions né
essaires à l'appli
ation du prin-
ipe de Garsia et Milne : la bije
tion signée obtenue entre permutations d'équerreset 
ouples de tableaux de rubans véri�e alors exa
tement les propriétés du Théo-rème 6.8, 
e qui a
hève la preuve. 2Montrons maintenant les égalités du Corollaire 6.11. Pour la première, la bi-je
tion signée du théorème implique que le terme de gau
he est �gal au nombre depermutations d'équerres de type (c, c′) ; 
e nombre est for
ément nul si on ne peutpas passer de c à c′ en 
hangeant l'ordre des parts, 
ar les équerres permettant le
al
ul des 
ontenus sont les mêmes pour c et c′. Si c̃ = c̃′, alors on est ramené pour



103 6.6 Appro
he bije
tiveune part i apparaissant ji fois, à 
al
uler le nombre de permutations de longueur ji
omposée d'équerres de taille i ; 
e nombre est 
lairement ijiji!, et on obtient bienle terme de droite de la première égalité en multipliant 
es nombre pour tous les i.La se
onde égalité est la 
onséquen
e immédiate du Théorème 6.8 et de laProposition 6.56.6.2 Bije
tion pour les involutions d'équerresLa 
orrespondan
e de S
hensted, telle qu'exposée en 2.3.2, se restreignait immé-diatement en une bije
tion entre involutions et tableaux standards ; on va aboutir àquelque 
hose de similaire i
i, entre involutions d'équerre et tableaux de rubans. Ce-pendant, plusieurs pré
autions sont né
essaires pour faire une restri
tion 
orre
tedans le 
adre de la bije
tion signée du Théorème 6.8.La bije
tion donnée dans le paragraphe pré
édent dépend de l'ordre total des
ases de la grille. Or si l'on veut faire quelque 
hose de symétrique, on voudraitfaire en sorte que l'ordre sur les 
ases soit en quelque sorte symétrique. Il est 
lairque 
e n'est pas possible, sauf à appliquer les règles de manière simultanée dansune 
ase et sa symétrique : il apparaît un obsta
le si l'on veut faire 
ela dans le
as des permutations d'équerres générales, 
ar on peut très bien avoir une règle Sdans l'une des 
ases et une règle de type Di dans la 
ase symétrique, si bien qu'onperd la stru
ture symétrique de la frontière.Cela montre qu'on ne peut faire une restri
tion pure et simple de la 
orres-pondan
e pré
édente. On 
onsidère maintenant un ordre total HO sur HGℓ, lademi-grille 
onstituée des 
arrés (i, j) de Gℓ ave
 i > j. On suppose que 
et ordreétend l'ordre �, dé�ni par (i, j) � (i′, j′) si i 6 i′ et j 6 j′ 
omme on l'a vu. Ona alors un ordre partiel sur les 
ases de Gℓ, ave
 (i, j) plus petit que (i′, j′) si etseulement si (min(i, j),max(i, j)) est plus petit que (min(i′, j′),max(i′, j′)) pour
HO ; on note en
ore HO 
et ordre partiel.On 
onsidère maintenant les 
on�gurations telles que données dans la dé�nition6.14 , à 
e
i près que la frontière est une HO-frontière, dé�nie de manière naturelle
omme une frontière telle que les 
ases à l'intérieur sont stri
tement inférieurs pour
HO aux 
ases à l'extérieur. Une 
on�guration (F, label, col) est dite symétriquesi F, label et col sont symétriques par rapport à i = j. En�n, on appelle demi-
on�guration la restri
tion à HGℓ d'une 
on�guration symétrique : notons que lafrontière f est alors un 
hemin du 
oin supérieur gau
he de HGℓ à un sommet dela diagonale i = j. La Figure 6.10 illustre une demie 
on�guration.Pour une demi-
on�guration, appliquer une règle lo
ale dans la 
ase sq = (i, j)signi�era appliquer 
ette même règle dans la 
on�guration symétrique 
orrespon-dante dans les 
ases (i, j) et (j, i), et restreindre le résultat obtenu à HGℓ (onremarquera qu'on obtient le même résultat dans (i, j) et (j, i) par
e que toutes lesrègles lo
ales sont les mêmes pour µ, ν et ν, µ).On représentera les tableaux de rubans par des 
haînes de partitions sur lessommets du bord supérieur, et les involutions d'équerres par les équerres de leurreprésentation dans Gℓ qui se trouvent dans HGℓ. Le 
ontenu c d'une 
on�gurationsymétrique est du type (c, c) ; on appellera c le 
ontenu de la demi-
on�gurationasso
iée. Le signe d'une demi-
on�guration (f, label, col) est le produit des signesdes rubans étiquetant f ,multiplié par le produit des signes des équerres apparaissant
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Fig. 6.10: Une demie 
on�guration.dans les 
ases (i, i). Ainsi on a bien le signe sur HI voulu, et le signe des tableauxde rubans, 
e qui nous pla
e dans le 
adre du Théorème 6.10.Notons HA et HB les pendants des ensembles A et B de la preuve du Théorème6.8 ; plus pré
isément, on note HA et HB les restri
tions à HGℓ des 
on�gurationssymétriques de type A et B respe
tivement (ave
 l'ordre partiel HO). On dé�nitles involutions sur HA et HB en appliquant les règles T et S 
orrespondantes ;et on dé�nit la bije
tion entre HA et HB en appliquant les règles D1-D6 à une
on�guration de HA jusqù'à arriver à une 
on�guration de HB.Il nous reste une 
hose à montrer pour appliquer le prin
ipe de Garsia et Milne,à savoir les propriétés de préservation et d'é
hange de signes. Il y a là quelque 
hosede nouveau par rapport à la preuve du Théorème 6.8, 
ar les signes sont dé�nis demanière di�érente i
i. On devra en e�et prendre en 
ompte les signes des équerresdes 
ases diagonales (i, i), et le fait que lors de l'appli
ation d'une règle dans l'unede 
es 
ases, une seule arête de la frontière est modi�ée au lieu de deux, et don
la proposition 6.11 n'est pas appli
able. On remarque qu'au niveau des 
ases dela diagonale, seules les règles D1,D2,D3 et I1,I2,I3 peuvent être appliquées, seulesrègles pour lesquelles µ = ν.Pour les involutions sur HA et HB, il n'y a don
 pas de problème, les règles Set T ne pouvant être appliquées sur la diagonale : 
es involutions é
hangent don
bien les signes. Il reste le 
as de la bije
tion de HA vers HB : on est i
i amené àmontrer que l'appli
ation d'une règle D1,D2 ou D3 dans une 
ase i = j préservele signe. Pour la règle D1, 
'est trivial. Pour les règles D2 et D3, il faut regarderla dé�nition de prev et first (Se
tion 6.10) : first(λ, eq) est un ruban de mêmehauteur que eq, et next(µ, µ/λ) est un ruban de même hauteur que µ/λ. Dans
ha
un de 
es 
as, 
ette propriété assure que le signe est bien préservé dans unedemie 
on�guration lorsqu'on applique une règle D2 ou D3 sur une 
ase diagonale.Au �nal, on a bien les hypothèses d'appli
ation du prin
ipe de Garsia et Milne,
e qui nous permet de 
onstruire la bije
tion signée entre involutions d'équerres ettableaux de rubans du Théorème 6.10.
2



105 6.7 Appro
he algébriqueOn va pour �nir reformuler en termes d'ensembles signés la 
onséquen
e de
prev, next. Dé�nissons Ui(µ) 
omme l'ensemble signé égal à Ui(µ, µ) 
omme en-semble, mais ave
 pour signe ε(λ/µ) si λ ∈ Ui(µ) ; de même, Di(µ) est l'ensemble
Di(µ, µ) ave
 le signe ε(µ/λ).Proposition 6.15 (Shimozono et White [56℄). Si [[0, i− 1]] est signé par sgn(h) =
(−1)h , il existe une bije
tion préservant le signe entre Ui(µ) et Di(µ) ⊔ [[0, i − 1]].6.6.3 Lien ave
 les travaux antérieursComme déjà annon
é, le Théorème 6.8 a été en partie démontré par White [67℄(dans son arti
le, White évoque à la �n de son arti
le la possibilité de l'extensionde son résultat pour atteindre la forme donnée i
i, mais sans rien prouver). Dansl'arti
le [63℄, les auteurs remarquent alors que si l'on se restreint à des rubans tousde même taille dans les tableaux, les règles S et T ne sont jamais appliquées, etdon
 on a une bije
tion entre les tableaux et permutations 
orrespondants.En fait, les règles D2 et D3 ne sont pas 
elles appliquées dans 
es deux arti
les,mais d'autres règles qui ne préservent pas le signe au sens de la Proposition 6.15.Le Théorème 6.10 n'est don
 pas une 
onséquen
e de 
elui de White ; il s'agit en faitd'une extension de la 
orrespondan
e de Shimozono et White [56℄ (pour des rubansde taille �xée), dans lequel les auteurs introduisent les opérations prev, next, firstqui forment les règles D2,D3 et I2, I3.6.7 Appro
he algébriqueLa se
tion pré
édente a donné des bije
tions généralisant la 
orrespondan
e deRobinson S
hensted. Nous allons i
i donner une appro
he algébrique des résultatsmajeurs, dans l'esprit de Stanley [60℄ et Fomin [26℄.6.7.1 Opérateurs linéairesSoit K un 
orps de 
ara
téristique zéro. On 
onsidère KY = ⊕nKYn, l'espa
eve
toriel gradué des 
ombinaisons linéaires formelles de partitions ave
 
oe�
ientsdans K. Pour i un entier positif on dé�nit deux opérateurs linéaires Ui and Di parleur a
tion sur les éléments de la base Y :Dé�nition 6.16.

Uiλ =
∑

r=µ/λ∈Ribi

ε(r)µ ; Diλ =
∑

r=λ/µ∈Ribi

ε(r)µ.

Ui et Di sont des endomorphismes de KY, qui envoient le sous-espa
e KYndans KYn+i et KYn−i respe
tivement. Ces deux opérateurs ont été dé�nis parStanley [60℄ quoique pour des obje
tifs di�érents.Pour λ, µ deux partitions, on pose < λ,µ >= 1 si λ = µ et 0 sinon. On étenden suite < ., . > à KY × KY pour obtenir une forme bilinéaire. On remarqueque Ui et Di sont des endomorphismes duaux pour 
ette forme : on a en e�et
< Uiλ, µ >=< λ,Diµ >, 
ar 
haque membre de l'égalité est égal à ε(r) si λ ⊆ µet r = µ/λ est un ruban, et à 0 sinon.
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es endomorphismes est la suivante (on note
AB = A ◦B la 
omposition) :Proposition 6.17.

DiUi = UiDi + i · Id
DiUj = UjDi si i 6= jPreuve: Soient µ et ν deux partitions. Il faut véri�er que

< DiUiµ, ν > =< UiDi + i · Idµ, ν >i.e. < DiUiµ, ν > =< UiDiµ, ν > +i · δµ,νi.e. < Uiµ,Uiν > =< Diµ,Diν > +i · δµ,νLa deuxième égalité de la proposition équivaut à
< DiUj(µ), ν >=< UjDi(µ), ν > .Prises ensembles, 
es deux dernières égalités sont alors équivalentes à |Ui(µ, µ)| =

|Di(µ, µ)|+i et |Ui(µ, ν)|± = |Di(µ, ν)|± pour µ 6= ν. Or 
'est exa
tement le 
ontenudu Théorème 6.13, 
e qui termine la preuve. 2La première de 
es deux relations est typique des i-di�erential posets (les en-sembles ordonnés i-di�érentiels), dé�nis par 
f. Stanley [60, 61℄, et qui sont à labase du travail de Fomin [26℄ (notons 
ependant que nos opérateurs font intervenirdes signes, 
e qui n'est pas le 
as dans les travaux 
ités.).On 
hoisit maintenant K = Q((q)), le 
orps des séries de Laurent formelles en
q. En fait on pourrait se restreindre aux séries formelles en q Q[[q]], mais on adé
idé i
i de travailler ave
 des espa
es ve
toriels. De fait, on pourrait reprendretoute la théorie développée i
i ave
 des modules libres sur un anneau 
ommutatifde 
ara
téristique nulle sans au
un 
hangement.On 
onsidère de plus Y

K =
∏

n KYn, l'espa
e ve
toriel des fon
tions de Ydans K. On é
rira de telles fon
tions 
omme des 
ombinaisons linéaires in�nies departitions, ave
 
oe�
ients dans K. Il est alors possible d'étendre la forme bilinéaire
< ., . > à KY×Y

K sans en
ombres ; de même les opérateurs Di et Ui pour tout is'étendent également en des endomorphismes de Y
K.Ave
 
es 
onventions, on dé�nit maintenant U et D :Dé�nition 6.18.

U =
∑

i

qiUi ; D =
∑

j

qjDj

U et D sont alors eux-mêmes bien des endomorphismes de Y
K. U(λ) (respe
ti-vement D(λ)) est don
 par dé�nition la somme des partitions que l'on peut obteniren ajoutant (resp. en enlevant) un ruban à λ, ave
 
omme 
oe�
ient εqk si le rubana taille k et signe ε (on notera que U n'est pas un endomrphisme de KY, 
e quinous a obligé à agrandir l'espa
e ambiant) . On a alors immédiatement le résultatsuivant qui relient les opérateurs U et D à l'énumération des tableaux de rubans

U et D :
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he algébrique
∑

λ∈Yn
P,Q∈RTλ,ℓ

ε(P )ε(Q) = [q2n] < ∅,Dℓ
U

ℓ∅ > (6.7.1)D'un autre 
�té, la Proposition 6.17 peut être reformulée en une seule équationportant sur U et D :
DU = UD +

q2

(1− q2)2 Id (6.7.2)Preuve: Il s'agit juste de développer le produit de U et D et d'appliquer les relationsde la Proposition 6.17. Le 
oe�
ient de Id qui appararaît alors est ∑i>1 iq
2i, quiest bien égal à la fra
tion rationnelle donnée. 2On utilisera également le résultat suivant de Stanley :Théorème 6.19 (Stanley [60℄). Si deux endomorphismes d'un espa
e ve
toriel Evéri�ent DU = UD + rI, alors on a pour tout ℓ positif

DℓU ℓ = (UD + rI)(UD + 2rI) · · · (UD + ℓrI) (6.7.3)En 
onséquen
e, s'il existe un élément Ô de E su
h tel que DÔ = 0, alors on a
< Ô,DℓU ℓÔ >= rℓℓ!Preuve: On montre d'abord que

DU ℓ = U ℓD + ℓrU ℓ−1,
e qui se fait par une ré
urren
e immédiate. Ensuite on 
al
ule
Dℓ+1U ℓ+1 = Dℓ(DU ℓ+1) = Dℓ(U ℓ+1D + (ℓ+ 1)rU ℓ = DℓU ℓ(UD + r(ℓ+ 1)I)
e qui permet de 
on
lure. 2Or on a une relation du type du Théorème 6.19 pour U et D, ave
 Ô = ∅ et

r = q2/(1 − q2)2 : 
'est l'équation (6.7.2). La deuxième identité du Corollaire 6.9est alors la 
onséquen
e de l'équation (6.7.3), et du 
al
ul suivant :
rℓℓ! = ℓ! · q2ℓ · 1

(1− q2)2ℓ
=
∑

n>2ℓ

[(
n+ ℓ− 1

2ℓ− 1

)
· ℓ!
]
q2n.Il reste à prouver l'autre égalité du Corollaire 6.9. On remarque que Uµℓ

· · ·Uµ1
∅est la 
ombinaison linéaire des tableaux de 
ontenu µ, ave
 leurs signes res-pe
tifs 
omme 
oe�
ients. On en déduit que le terme de gau
he dans le Co-rollaire 6.9 vaut < Uνℓ

· · ·Uν1
∅, Uµℓ

· · ·Uµ1
∅ >, 
e qui par dualité est égal à

< ∅,Dν1
· · ·Dνℓ

Uµℓ
· · ·Uµ1

∅ >. On a alors le lemme suivant :Lemme 6.20. Soient µ, ν deux 
ompositions de ℓ parts. Alors
< ∅,Dν1

· · ·Dνℓ
Uµℓ
· · ·Uµ1

∅ >= νℓ ×
∑

ρ

< ∅,Dν1
· · ·Dνℓ−1

Uρ∅ >,où ρ par
ourt le multi ensemble des 
ompositions de longueur ℓ − 1 obtenues ensupprimant une part de µ de taille νℓ.
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onsiste une nouvelle fois à appliquer les relationsde la Proposition 6.17. On les applique i
i ave
 Dνℓ
et ave
 les di�érents Uµi

, pour ivalant su

essivement µℓ,. . . ,µ1, ave
 l'idée de dépla
er le terme Dνℓ
�tout à droite�.Deux 
as peuvent se produire : si µi 6= νℓ, l'appli
ation de la se
onde relation de6.17 ne fait qu'é
hanger Dνℓ

et Uµi
, alors que pour les i tels que µi = νℓ, un terme

νℓ < ∅,Dν1
· · ·Dνℓ−1

Uρ∅ > s'ajoute, où ρ est la 
omposition obtenue en supprimantla part µi dans µ. Pour 
on
lure, on remarque que lorsque Dνℓ
est passé à droitedes Uµi

, le produit s
alaire est nul 
ar Dνℓ
∅ = 0. 2La preuve de la première partie du Corollaire se fait ensuite par indu
tion sur

ℓ à partir du Lemme.6.8 Colonnes de la table des 
ara
tères de SnLe lien entre involutions d'équerre et tableaux de rubans est adapté à l'étudedes sommes par 
olonne de la table des 
ara
tères de Sn (un rappel bref sur lesreprésentations du groupe symétrique est fait dans le 
hapitre de préliminaires ;pour plus d'information, on se référera aux ouvrages [32,53℄ qui ont une appro
he
ombinatoire). En e�et, on a la règle de Murnaghan-Nakayama [46, 48℄ :Théorème 6.21. Soient µ, ν deux partitions de même taille. Alors
χλ

µ = |RTλ,µ|±Cette règle donne une interprétation 
ombinatoire au 
ara
tère χλ
µ, et montreen parti
ulier qu'il s'agit d'un entier relatif.6.8.1 Une formule pour ∑λ χλ

µSoient λ, µ des partitions de n, et χλ
µ le 
ara
tère χλ évalué sur une permutationde type de 
y
les µ. Alors ∑λ χ

λ
µ est égal par la règle de Murnaghan-Nakayama àla somme signée des tableaux de rubans de 
ontenu µ. Par le Théorème 6.10, 
ettedernière quantité est elle-même égale aux involutions d'équerres de 
ontenu µ.Dé�nissons C(µ) =

∑
λ χ

λ
µ , la somme des entrées de la 
olonne µ de la tabledes 
ara
tères de Sn. On résume don
 le résultat pré
édent par C(µ) = |RTµ|± =

|HI|±. En utilisant �nalement le Corollaire 6.7, on obtient l'égalité
C(µ) = |HIspec(µ)| (6.8.1)Cette équation montre notamment que C(µ) est un entier positif ; le théorèmesuivant nous dit exa
tement la valeur de 
et entier.Théorème 6.22. Soit µ = [1m1 , 2m2 , · · · ] une partition. Alors C(µ) =

∏
i>0 ci,mioù

ci,mi
=





0 si i est pair et mi est impair ;
mi!! · i(mi/2) si i est pair et mi est pair ;
∑⌊mi

2 ⌋
k=0

( mi

mi−2k

)
· (2k)!! · ik si i est impair.



109 6.8 Colonnes de la table des 
ara
tères de SnOn va donner deux preuves, l'une bije
tive et l'autre algébrique.Première preuve : On utilise la relation 6.8.1 ; le 
al
ul de |HIspec(µ)| se réduitau 
as µ = [imi ] où les parts ont toute même taille ; pour le 
as général, il fautmultiplier les 
ontributions de 
ha
une des parts.Un élément de HIspec([i
mi ]) est une involution sur [[1,mi]] ave
 un 
hoix d'uneéquerre parmi ai possibles pour 
haque 
y
le de longueur 2, et pas de points �xessi mi est pair : on obtient don
 bien le 
oe�
ient ci,mi

. 2Se
onde preuve : Donnons maintenant une preuve ne né
essitant pas le Théo-rème 6.10, et don
 pas non plus l'égalité 6.8.1. Pour 
ela donnons d'abord une 
onsé-quen
e algébrique de la Proposition 6.15 au niveau des opérateurs Di and Ui (
onsi-dérés i
i 
omme endomorphismes de Y
K ) ; on note Y le ve
teur ∑λ∈Y

λ ∈ Y
K,et l'entier oi vaut 1 lorsque i est impair et 0 sinon.Proposition 6.23. DiY = UiY + oi ·YEn prenant le produit s
alaire de 
ha
un des membre ave
 λ, et en se souvenantque Ui et Di sont en dualité, le résultat demandé est équivalent à

∑

µ∈U(µ)

ε(µ/λ) =
∑

µ∈D(µ)

ε(λ/µ) + oi,
e qui est une 
onséquen
e immédiate de 6.15. 2On sait que C(µ) est égal par la règle de Murnaghan-Nakayama à < DµY, ∅̂ >.On va utiliser les résultats des propositions 6.23 et 6.17 pour 
al
uler 
e produits
alaire.Lemme 6.24. On a les formules suivantes :1. Pour m > 2 et i > 0,
Dm

i Y = oi ·Dm−1
i Y + (m− 1)i ·Dm−2

i Y + UiD
m−1
i Y.2. Pour m > 1 et i > 0, Dm

i Y = ci,mY + UiAi,mY, où ci,m est dé�ni dans leThéorème 6.22, et Ai,m est un endomorphisme de Y
K.3. Pour m > 1, < DµD

m
i Y, ∅ >= ci,m < DµY, ∅ > si toutes les parts de µ sontplus grandes que k.Preuve du lemme : On a Dm

i Y = oi ·Dm−1
i Y +Dm−1

i UiY grâ
e à la Proposition6.23. En utilisant la relation DiUi = UiDi + i · I à m − 1 reprises dans le terme
Dm−1

i UiY, on obtient bien le 1. Pour le 2., il vient par indu
tion immédiate sur laformule du 1. que l'on peut é
rire pour toutm > 2 queDm
i Y = bi,mY+UiBY pourun 
ertain endomorphisme B et un entier bi,m né
essairement égal à < Dm

i Y, ∅ >.En inje
tant dans 1. et en prenant le 
oe�
ient de ∅ dans 
haque membre, il vient
bi,m = oibi,m−1+(m−1)ibi,m−2. Les ci,m véri�ent la même ré
urren
e : ils énumèrenten e�et HIspec([i

mi ])
omme on l'a vu dans la première preuve du Théorème 6.22.Comme de plus bi,0 = ci,0 = 1 et bi,1 = ci,1 = oi, il vient bi,m = ci,m pour tous i,met le 2. est montré. En�n, grâ
e au 2., le membre de gau
he de 3. est égal à
ci,m < DµY, ∅ > + < DµUiAi,mY, ∅ >,Or Dµ 
ommute ave
 Ui par la Proposition 6.17, et le se
ond terme est alors nul
ar l'image de Ui est d'interse
tion nulle ave
 K∅.
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2La �n de la preuve du Théorème 6.22 est immédiate par indu
tion sur |µ|, enutilisant le 3. du lemme pré
édent.6.8.2 Autres énumérations de C(µ)La formule du Théorème 6.22 n'est pas nouvelle, mais 
onstitue à ma 
onnais-san
e la première preuve 
omplètement bije
tive (signée) de 
e résultat se basantsur la règle de Murnaghan Nakayama.Ainsi, le 
al
ul de C(µ) est fait dans le livre de Ma
donald [44, p.122 ex.11℄,p.122 ex.11, et réalisé par des te
hniques de fon
tions symétriques. Il y est établique C(µ) est égal au produit ∏i>1 a

(mi)
i , où a(m)

i est le 
oe�
ient de tm/(m!) dans
exp(t+ 1

2 it
2) (resp. exp(1

2 it
2)) si i est impair (resp. pair). En développant 
es séries,on retrouve bien le Théorème 6.22.Une autre preuve se trouve dans l'Exer
i
e 7.69 de [62℄ ; la preuve est basée surun résultat de théorie des 
ara
tères, dont la spé
ialisation au groupe symétriques'énon
e ainsi :Théorème 6.25 ( [36, 62℄). Soit σ une permutation de [[1, n]] de type de 
y
les µ.Alors C(µ) est égal au nombre de ra
ines 
arrées de σ, i.e. le nombre de permuta-tions τ ∈ Sn véri�ant τ2 = σ.Notons qu'il est en fait possible de donner une preuve de 
e théorème en mettanten bije
tion nos involutions d'équerres ave
 
es ra
ines 
arrées.On peut en�n utiliser la formule du Théorème 6.22 pour répondre à la questionsuivante : pour k un entier �xé, quelles sont les partitions µ pour lesquelles C(µ)vaut k ? Notons OD l'ensemble des partitions ave
 des parts impaires et distin
tes.Pour les premiers entiers, il vient :� C(µ) = 0 si et seulement si µ a au moins une part paire ave
 une multipli
itéimpaire.� C(µ) = 1 si et seulement si µ ∈ OD.� C(µ) = 2 si et seulement si 1 a multipli
ité 2 et µ − 12 ∈ OD, ou 2 amultipli
ité 2 et µ− 22 ∈ OD� C(µ) = 3 n'a pas de solution.Remarque: Le nombre de solutions à C(µ) = 0 ave
 µ ⊢ n, 
'est-à-dire le nombrede partitions de taille n qui ont au moins une part paire ave
 une multipli
itéimpaire, est la suite A085642 de l'En
y
lopédie des suites entières de Sloane [58℄.L'arti
le [5℄ prouve d'ailleurs qu'une autre 
lasse de partitions est en bije
tion ave


OD, à savoir les partitions ave
 au moins une part 
ongrue à 2 modulo 4.6.9 ExtensionsComme on l'a annon
é, les résultats donnés i
i peuvent être aisément étendus.On a 
onsidéré des paires de tableaux de rubans, qui sont des 
hemins montantspuis des
endants dans le graphe GR ; mais bien d'autres types de 
hemins peuventêtre étudiés i
i. Donnons un exemple : on peut 
onsidérer des 
hemins de longueur
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2ℓ, de ∅ à ∅, et de taille 2n, au sens où la somme des tailles des 2ℓ rubans (
'est-à-dire des arêtes) est égale à 2n. Ce sont don
 des 
hemins os
illants, qui montentou des
endent librement dans le graphe GR. Si l'on note Oscn,ℓ 
et ensemble signéde 
hemins, on peut alors montrer l'égalité :

|Oscn, ℓ|± = (2ℓ)!!

(
n+ ℓ− 1

ℓ− 1

)Il est également possible de donner une version bije
tive signée de 
ela, ens'inspirant des tableaux os
illants 
lassiques, 
orrespondant au 
as n = ℓ, pourlesquels une appro
he par les diagrammes de 
roissan
e existe déjà (
f. Roby [52℄).De fait, 
omme annon
é dans l'introdu
tion à 
e 
hapitre, on a étendu le 
adrede Fomin [26, 27℄ ; expliquons rapidement 
omment. Considérons un graphe G =
(V,E) ave
 une fon
tion signe ε : E → {+1,−1}. On suppose que V est l'uniondisjointe d'ensembles �nis Vi, i ∈ N où V0 est un singleton {O}. On dira que G estun graphe à niveaux (ave
 zéro).Fixons K un 
orps de 
ara
téristique zéro. On introduit alors des opérateurs
Ui,Dj sur l'espa
e ve
toriel KV , dé�nis pour v ∈ Vk par Ui(v) =

∑
e ε(e)v

′ où epar
ourt les arêtes de v vers les sommets v′ ∈ Vk+i, et de manière similaire Dj quienvoie ZVk sur ZVk−i.On dit que G, graphe à niveaux, est autodual s'il existe des entiers αi tels que :
DiUi = UiDi + αi · Id
DiUj = UjDi si i 6= jNotons qu'on n'a dé�ni que le 
as autodual, le 
adre de graphes di�érents endualité n'est pas plus di�
ile (voir [26℄). Ce qu'il y a de plus par rapport au 
adrede Fomin sur les graphes gradués en dualité, 
'est le 
ara
tère signé des arêtes, etle fait qu'on peut sauter plusieurs niveaux.Il est alors possible d'utiliser les te
hniques algébriques de 
e 
hapitre pourétudier les propriétés énumératives des graphes autoduaux généraux. Les relationslo
ales 
orrespondent à une 
ertaine égalité de 
ardinaux signés sur le graphe,
omme dans le 
as de GR. Si on �xe des bije
tions signées qui prouvent 
ombi-natoirement 
es relations, on a alors des règles lo
ales nous permettant égalementd'avoir des 
orrespondan
es bije
tives globales pour des 
hemins sur 
es graphes.Notons que 
ela 
on
erne des généralisations du Théorème 6.8 et de son 
orol-laire : pour étendre le Théorème 6.10, on a besoin de propriétés additionnelles surle graphe, analogues à la proposition 6.23 pour GR.6.10 Opérations sur les rubansOn introduit i
i les opérations sur les rubans né
essaires à la dé�nition desrègles lo
ales de la Se
tion 6.5.

• Soient r et r′ deux rubans non vides ajoutables à une forme λ, tels que r et r′n'ont ni la même tête ni la même queue. Alors bumpout(r, r′) est l'ensemble
(r\r′)∪ (r′\r)∪ (r′ ∩ r)ց où Aց est le translaté de A par le ve
teur (1,−1).L'opération bumpin(r, r′) est dé�ni similairement pour des rubans enlevables,en translatant l'ensemble des 
ellules 
ommunes entre r et r′ par le ve
teur
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(−1, 1). Notons que 
es dé�nitions di�èrent légèrement de 
elles que l'ontrouve habituellement. La Figure 6.11 illustre 
es opérations, selon que r et
r′ sont disjoints, se 
hevau
hent, ou sont in
lus l'un dans l'autre.

bumpin

���
���
���

���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

bumpout

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����

��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��

����
����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����
����

��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

��
��
��

��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
����
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��

���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���Fig. 6.11: Opérations bumpin et bumpout.

• Soit λ une partition, k un entier positif, et h un entier positif. Un résultat deShimozono et White [56℄ a�rme alors que les rubans de taille k et de hauteur
h ajoutables et enlevables à λ sont listés par r0 < r′1 < r1 < . . . < r′t < rtoù :� rib1 < rib2 si la tête de rib1 est au nord-est de 
elle de rib2 ;� (ri)i=0...t sont les rubans de taille k et de hauteur h ajoutables à λ et

(r′i)i=1...t sont les rubans de taille k et de hauteur h enlevables à λ.Ce résultat permet de dé�nir 
ertaines opérations :� h étant une équerre, first(λ, eq) est le ruban r0 dé�ni 
i-dessus, ave
 k =
|r0| := |eq| et h = ht(r0) := ht(eq) ;� Si r′ est un ruban enlevable à λ, r′ = r′i pour un 
ertain i ∈ [[1, t]], alors
next(λ, r′) := ri.� Ré
iproquement on dé�nit prev(λ, ri) = r′i pour i ∈ [[1, t]], et prev(λ, r0) =
∅.Sur la Figure 6.12, on illustre le résultat de Shimozono et White ave
 lapartition λ = (6, 4, 4, 4, 3, 2, 2) et des rubans de hauteur 1 et de taille 3. Les�è
hes représentent next.

• Soit λ une partition, et r, r′ deux rubans ajoutables à λ ave
 des queueségales mais des têtes di�érentes, et l'on supposera sans perte de généralitéque |r| > |r′|. La bande externe de λ 
onsiste en les 
ellules immédiatementà la droite ou en dessous de λ, plus les 
ellules sous la première 
olonne, etles 
ellules à droite de la première ligne ; 
ette bande est délimitée par despointillés sur la Figure 6.13. On 
onsidère alors l'ensemble τ des |r′| 
ellules
ontiguës de la bande externe positionnées au nord ouest de r et adja
entesà 
e dernier par un 
�té. Alors :� si τ∪r forme un ruban ajoutable à λ, on dé�nit slideout(λ, r, r′) = λ∪r∪τ .� dans le 
as 
ontraire, on dé�nit switchout(λ, r, r′) = (λ ∪ r′)\τտ, où Aտest le translaté de A par le ve
teur (−1, 1).
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Fig. 6.12: Opérations first, next, prev.Si r et r′ ont la même tête mais des queues distin
tes, on pro
ède de la mêmefaçon sur les transposés de λ, r, r′, et on transpose de nouveau à la �n.Les opérations switchin and slidein sont dé�nies de la même façon sur lesrubans enlevables à λ (voir White [67℄ pour des pré
isions supplémentaires.).
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Fig. 6.13: Opérations switchout et slideout.
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Chapitre 7Con
lusionTous les travaux que nous avons réalisés dans 
ette thèse peuvent donner lieuà des prolongements. Nous allons détailler quelques pistes possibles.Chemins sur le plan in
iséDans le travail exposé i
i, nous nous sommes intéressés aux 
hemins sur le planin
isé ave
 le point d'arrivée �xé (p(S), 0) : 
'est d'une 
ertaine façon le plus naturelpossible, au sens où il est dans le prolongement de la droite interdite H, et en estaussi pro
he que possible. Nous avons donné une bije
tion générale expliquant demanière satisfaisante les formules obtenues.Il se trouve que pour 
ertains ensembles S, il existe d'autres points d'arrivéepour lesquels l'énumération donne lieu à des formules 
loses très simples. Au
unepreuve bije
tive de 
es résultats d'énumération n'est 
ependant 
onnue, bien que
ertains d'entre eux puissent être prouvés par des te
hniques de séries génératri
es(
f. [6,8,71℄). Par exemple, un de 
es résultats simples, démontré dans [8℄ mais quia résisté jusqu'alors à une appro
he bije
tive, est que les 
hemins du plan in
iséde longueur 2n + 1 ave
 pas dans {(1,±1), (±1, 1)}, et terminant en (0, 1), sont
omptés par les nombres
4n

n+ 1

(
2n

n

)Des preuves bije
tives de formules aussi simples seraient évidemment souhai-tables. De plus, on 
onstate que, au niveau des formules (démontrées ou 
onje
-turées), des relations étonnantes se font jour entre des 
hemins ave
 des pointsd'arrivée et des ensembles de pas S di�érents. Il semble raisonnable d'espérerqu'une étude plus poussée de la stru
ture des 
hemins sur le plan in
isé mène àune preuve bije
tive de 
es relations.Con�gurations de Fully Pa
ked LoopsNous avons démontré une 
onje
ture de Zuber [74℄ 
on
ernant l'énumérationd'une 
ertaine 
lasse de 
on�gurations FPL. De nombreuses 
onje
tures restentnéanmoins ouvertes 
on
ernant 
es 
on�gurations. La plus intéressante est sansnul doute la 
onje
ture de Razumov Stroganov, dé
rite dans l'introdu
tion du
hapitre 4. Pour montrer une telle 
onje
ture de manière 
ombinatoire, il fauttrouver une bije
tion entre les objets 
omptés par 
haque terme de l'identité
2nAn(π) =

∑
i,π′:hi(π′)=π An(π′). Notons que 
ertains 
as parti
uliers non triviauxont été prouvés, mais par des méthodes non bije
tives [21, 73℄.115
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lusion 116De nombreuses autres 
onje
tures sont répertoriées dans [74℄. La plus intri-guante est peut être la suivante : il est 
onje
turé que le nombre de 
on�gurationsFPL de taille n ave
 
omme 
ouplage asso
ié {{1, 2}, {3, 4}, . . . {2n − 1, 2n}}, estégal au nombre de 
on�gurations FPL de taille n− 1 sans 
ontrainte de 
ouplage,
'est-à-dire au nombre An−1 de matri
es à signes alternants.Dans 
ette optique, les travaux de la dernière partie du 
hapitre 4 suggèrentqu'on pourrait attaquer 
es problèmes d'énumération en regardant des tran
hesdiagonales des 
on�gurations FPL ; et, pourquoi pas, tenter par 
e biais de trou-ver une preuve bije
tive de l'énumération des matri
es à signes alternants, 
e qui
onstitue un des dé�s majeurs de la 
ombinatoire bije
tive.Tableaux de permutationsNous avons trouvé une bije
tion entre les permutations et les tableaux de per-mutations, bije
tion possédant de nombreuses propriétés ; de plus, la dé
omposi-tion ré
ursive utilisée pour la dé�nir nous a permis d'en
oder su

in
tement lestableaux, de façon à en déduire des résultats énumératifs sur les permutations.Comme on l'a vu dans le 
hapitre 5, des paramètres simples sur les tableauxdonnent lieu du point de vue énumératif aux nombres de Catalan, de Narayana, aux�ballot numbers�, aux nombres de Bell ... Il apparaît que les tableaux de rubans sonten fait la bonne représentation des permutations lorsque l'ensemble des montéesest �xé à l'avan
e. C'est un sujet extrêmement ré
ent néanmoins : de nombreusespistes restent en
ore à explorer, mais il est di�
ile de voir lesquelles seront les plusfru
tueuses. Détaillons quelques exemples :On a vu que les tableaux L-Bell ou R-Bell de longueur n sont en bije
tion ave
les permutations sans 32-1, en 
onservant la forme. Or on sait que les permutationssont en bije
tion ave
 les tableaux de permutations de même forme. Un problèmenaturel est don
 trouver une statistique sur les tableaux qui possède la mêmedistribution que le nombre d'o

urren
es du motif 32-1 sur les permutations, entrouvant une bije
tion adéquate qui préserve la forme.Il paraît aussi souhaitable de trouver une des
ription non ré
ursive de la bije
-tion prin
ipale du Théorème 5.4 (en espérant qu'une telle des
ription existe !). Celapermettrait sans doute de faire apparaître d'autres propriétés de 
ette bije
tion, etde faire le lien ave
 les autres bije
tions existantes [10, 64℄.On peut se demander sur quelles des
entes sont envoyés les 1 de la premièreligne par la bije
tion prin
ipale. Pourquoi ? Par
e qu'on sait, d'après une involutiondé�nie dans [18℄, que la statistique �nombre de 1 dans la première ligne� a lamême distribution que le nombre de lignes non restreintes moins un. Ainsi, labije
tion nous donnerait automatiquement une statistique sur les permutationséquidistribuée ave
 les RL-minima (dite distribution eulérienne).Tableaux de RubansNous avons utilisé et généralisé des idées de Sergey Fomin pour donner unnouvel é
lairage sur l'énumération signée des tableaux de rubans.On peut essayer de généraliser 
ertaines propriétés de la 
orrespondan
e deS
hensted aux tableaux de rubans : par exemple, y a-t-il un lien entre une permu-tation d'équerres et la longueur de la première ligne de la forme des tableaux derubans asso
iés ? On sait que, dans le 
as de la 
orrespondan
e de S
hensted, 
ettelongueur 
orrespond à 
elle de la plus longue sous-suite 
roissante de la permutation



117On peut également 
her
her des formules d'énumération des 
hemins dans legraphe GR. Pour 
ela, une partie de la ri
he étude de Fomin dans [26℄ peut 
er-tainement être transportée dans notre 
ontexte. On peut se demander, parmi lesformules d'énumération de 
hemins obtenues, lesquelles sont fondamentalementnouvelles, et leur interprétation éventuelle dans d'autres domaines mathématiques
omme la théorie des représentations.En�n, un problème fondamental me semble être de trouver des exemples (nitriviaux ni trop arti�
iels) de graphes à niveaux en dualité dé
rits dans la se
tion6.9, autres que le graphe GR. Cela donnerait un peu plus de 
orps à la généralisationdu travail de Fomin exposée à la �n du 
hapitre 6 ; on pourrait utiliser la théoriegénérale esquissée, pour obtenir automatiquement un grand nombre de résultatsénumératifs et bije
tifs nouveaux.
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