TD 1: CHAINES DE MARKOV

Modeles Aléatoires Discrets M1 — 2024-2025

1. On considere (X,,)n>0 une marche aléatoire non biaisée sur Z.

(a) Expliquer pourquoi un chemin qui commence en 0 et finit en 0 est toujours de longueur paire, i.e.
P(X24+1) = 0 pour tout n.

n
Solution: La marche aléatoire non-biaisée est définie par X,, = Xgo + ZUi’ ou les U; sont

i=1

i.i.d. uniformément sur {+1}. L’événement Xy = X,, = 0 a donc lieu si U; +--- + U,, = 0. En
notant I I'ensemble des ¢ < n tels que U; = 1, et J l'ensemble des j < n tels que U; = —1,
onalUJ=][[Ln]]et INJ =0, donc |I|+ |J| = n. Or, on peut réorganiser la somme en
ZUi + ZUj = |I| = |J| = 0 Donc n = |I| + |J| = 2 x |I| est pair. Par contraposée, si n est
il jeJ
impair, alors X,, # 0.

“+o00

(b) On pose N le nombre de visites de la marche en 0, i.e. N = Z l{x,=0}- Montrer que
n=0

+oo
E(N) =Y P(X,=0).
n=0

Solution: Par Fubini-Tonelli, puisque les 1(x, —o} sont positifs, on peut échanger l'espérance et

la somme:
+o00
E(N)=E (Z l{Xn=0}>
n=0
+oo
=D E(1gx,—0p)
n=0
+o0
=> P(X,=0)
n=0
1
(c) Montrer que P(Xsy, =0) = oon (2:> et que P(X2,4+1 = 0) = 0. Rappeler ce que vaut le coefficient

binomial <2n) .
n

Solution: Il s’agit d’un probléme de comptage. On sait déja que P(Xa,+1 = 0). Pour P(Xy,, =
0), on compte d’abord le nombre de chemins possibles de longueur 2n : puisqu’il s’agit de choisir
entre deux options (—1 ou +1) & chaque étape, et qu’il y a 2n étapes, le nombre de chemins
est 22". Ensuite, on compte les chemins de longueur 2" qui reviennent en 0. Notons comme
précédemment I l’ensemble des positions i telles que U; = +1. On a déja vu que |I| = n, et
le chemin que 1'on prend est donc entierement défini par ce choix de I. Comme il s’agit de
choisir n positions parmi 2n positions possibles, le nombre de chemins qui reviennent en 0 est

2 2n)!
(:) = E '))2. Comme les chemins sont tous équiprobables (la marche est non-biaisée), on
n!



1
(d) En utilisant la formule de Stirling : n! ~ v27mn (%)n, montrer que P(Xg, =0) ~ —

vrn

J’_

1
(e) Est-ce que Z —
1V

o0
converge 7

n=

+o0 N
(f) si Z by, diverge et a, ~ by, alors # — 1 quand N — 4o0. En déduire que E(N) = +o0.

n=1 n=1""n

2. Soit (X;,)n>0 une chaine de Markov sur {1,2,3} de matrice de transition (p € [0, 1]):

0 1 0
Q=0 2/3 1/3
p 1—p 0

(a) Dessiner le graphe de cette chaine de Markov.
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(b) Calculer ]P’(Xl = XO = 1), ]P’(XQ = 1|X0 = 1), ]P’(X3 = 1|X0

|
]P’(Xl = 2|X0 = ), ]P’(Xz = 2|X0 = 2) et ]P(X3 = 2|X0 = 2).




Pour calculer P(X; = 2|Xy = 2), P(X3 = 2| Xy = 2) et P(X3 = 2| X, = 2), on va calculer sommer
les probabilités des chemins amenant de 2 a 2.

Il n’y a qu'un seul chemin allant de 2 a 2 en une étape : 2 — 2. Ce chemin a une probabilité
2/3 donc P(X; = 2|Xp =2) =2/3.

Il y a deux chemins allant de 2 a 2 en deux étapes : 2 - 2 — 2 et 2 — 3 — 2. Le chemin

2 — 2 — 2 a une probabilité 2/3 x 2/3 = 4/9 et le chemin 2 — 3 — 2 a une probabilité

%x(l—p):%. Onadonc]P’(X2:2|X0:2):§+3_3p: 7—93}?.

Il y a quatre chemins allant de 2 & 2 en trois étapes : 2 -2 -2 2,2 -3 —+2—2,2 -2 —

3—2et2—3—1—2. Lechemin 2 -2 — 2 — 2 a une probabilité 2/3 x 2/3 x 2/3 = 8/27,

le chemin 2 — 3 — 2 — 2 a une probabilité % X (1—p) x ; _ 0 ;76]9, le chemin 2 -+ 2 — 3 — 2
6 —

2 1 6
a une probabilité 5 X = X (1—p) = o P et le chemin 2 — 3 — 1 — 2 a une probabilité
1 9p 8 6—06p 6—6p+9p_20—3p

- 1= 2P done P(Xy = 3| Xy = 2) = = _
3 XPx1=g5; OnadoneP(X; =3|Xo=2) = o5 + — 9 27 9

(c) Quelle est la loi de X3 si X suit une loi uniforme sur {1, 2, 3}.

Solution: Si X suit une loi y uniforme sur {1,2, 3}, c’est-a-dire que

po({1}) = mo({2}) = so(3)) = 5,

Alors X suit une loi p; définie par pu; = Q. On a

0 1 0
(1 4 1) 0 2/3 1/3 :(Z_’ 8—3p 1)
3 3 3 3 9 9
p 1-p 0

donc

w1 =2, (2 = 252 et (3 = 5,

(d) On suppose que Xg a pour loi (1/2,1/4,1/4).

Calculer P(X; =2 et Xo =3) et P(X; =2 et X3 =2).
Solution: Puisque (X,,),en est une chaine de Markov, on a :

P(Xl =2et X2 = 3) = ]P(Xl = 2)P(X2 = 3|X1 = 2)
1
On sait que P(Xy = 3|X; =2) = = donc
]P’(X1:2et X2:3):]P)(X1:2) X

Il nous reste a calculer P(X; = 2). On a:

P(X1 = 2) =P(Xo =1)Q(1,2) + P(Xo = 2)Q(2,2) + P(Xo = 3)Q(3,2)

1 12 1

—— 4+ 41—
5 T13T11-P
_11-3p

12

On trouve donc

11-3p 11-3p

1
P(X1:2etX2=3)= 12 g 36
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3. Anna, Bruno et Carole se lancent un ballon. Anna le lance toujours & Carole ; Carole le lance aux
deux autres avec la méme probabilité ; Bruno le lance une fois sur trois & Anna, deux fois sur trois &
Carole. Pour tout n € N, on note

A, si Anna a le ballon apres n lancers ;
X, = ¢ B, siBruno a le ballon apres n lancers ;

C, si Carole a le ballon apres n lancers.

(a) Dessiner le graphe de probabilités associé a (X,,),>0 et écrire sa matrice de transition Q.

(b) Notons, pour tout n € N, p,, = (an, by, ¢,) la loi de X, .

(i) Pour tout n € N, calculer pi,+1 en fonction de puy,.

(ii) On suppose que Anna a le ballon au début du jeu. Pour chacun des joueurs, calculer la
probabilité davoir le ballon apres deux lancers.
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(c) Montrer que (X,,)n>0 admet une unique probabilité invariante 7 et la calculer.

4. On considere la chaine de Markov sur 'espace d’états {1, 2} dont la matrice de transition est la suivante :

(.7 2)
qg 1—gq

(a) Dessiner son graphe. Déterminer la ou les mesures stationnaires.

ou p,q € [0,1] sont fixés.




Sinon, il y a une unique mesure de probabilité invariante :

™= (q¢/(p+q),p/(p+q))-

(b) On note a, = P(X,, = 1) et b, = P(X,, = 2). Ecrire une relation de récurrence pour les couples
(an, by) et la résoudre.

Solution: On a, pour tout n € N :

(@n+1,bn+1) = (@n, bn)Q.

De plus b, =P(X,, =2) =1—-P(X,, =1) =1 — a,. Cela signifie que pour tout n € N :
ant1 = (1 =plan +q(l —an) = (1 —p—qlan +q.

Sip=q=0,o0na (an,b,) = (ag,bp).
Sinon, on a une suite arithmético-géométrique et
q

an=——+(1—p—
e q)"

P50
=)

b :L—l— 1—-p—q)"
P+q

De méme,

(c) Etudier alors le comportement asymptotique de P(X,, = 1).

Solution: On a trois cas de figures possible :
e sip=¢q=0,P(X,, =1) =P(Xy =1). En particulier la suite converge.

e sip=¢=-1,P(X,=1)=1/2+ (-1)"(P(Xo = 1) — 1/2) donc la suite ne converge pas
sauf si P(Xy = 1) = 1/2 auquel cas la suite est stationnaire.

o sinon, P(X, = 1) converge exponentiellement vite vers ¢/(p + ¢) qui correspond a la
probabilité invariante.

5. Dépenses énergétiques
On dispose, dans une maison individuelle, de deux systemes de chauffage, 'un de base, et l'autre
d’appoint. On dira qu’on est dans ’état 1 si seul le chauffage de base fonctionne, et dans 1’état 2 si les
deux systeémes fonctionnent.
1
Si un jour on est dans I’état 1, on estime qu’on y reste le lendemain avec une probabilité — ; en
revanche, si on est dans ’état 2, le lendemain la maison est chaude, et I’on passe a 1’état 1 avec une
3
probabilité 1
Soit X, ’état du systeme au jour numéro n.

(a) Expliquer pourquoi (X,),>0 peut étre modélisé par une chaine de Markov homogene. Quel est
son espace d’états 7 Déterminer sa matrice de transition @) et son graphe.

Solution: On sait que la probabilité d’étre dans un état un jour ne dépend que de 1’état le
jour précédent, on peut donc modéliser le probléeme par une chaine de Markov. Les probabilités
de transitions ne dépendant pas du jour, la chaine de Markov est homogene. L’espace d’états
comporte deux états : I’état 1 (chauffage de base) et I’état 2 (les deux systémes). La matrice de
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(b) On pose p, = P(X,, = 1). Déterminer une relation de récurrence entre p,, et p,11, puis exprimer
pr, en fonction de pg. Que vaut h_1>n Pn ?
n o0

(c) Sachant qu’on est dans 1’état 1 un dimanche, trouver la probabilité d’étre dans le méme état le
dimanche suivant ?

3
d) Montrer que si un jour on se trouve dans I’état 1 avec une proba —, alors il en est de méme tous
5

les jours qui suivent.

(e) Chaque journée dans I’état 1 cotite 1,5€, et dans 1’état 2 cotlite 2€. Chaque transition de ’état
1 & I’état 2 ou inversement coiite 0,5€. Calculer le coiit moyen d’une journée dans la situation
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précédente.

Solution: Dans la situation précédente, toutes les journées sont dans I’état 1 avec probabilité
3/5 et dans Iétat 2 avec probabilité 2/5. Une journée dans cette situation cotite donc en moyenne

P(X,=1)x 1,5+ P(Xpn41 =2et X, =1) x 0,5
4 P(X,=2) X2+ P(Xnp1 =1 et X, =2)x0,5
3 3 1 2

2 3
=-x1 - X = - X24+-X- =2<€.
5><,5—|—5><2><0,5+5>< —i—5><4><0,5

6. Bruit qui court
Un message pouvant prendre 2 formes (oui ou non) est transmis a travers n intermédiaires. On suppose
que chaque intermédiaire transmet le message de fagon correcte avec une probabilité p € ]0,1[ ou le
déforme en son contraire avec une probabilité 1 — p. Les intermédiaires sont indépendants.

(a) Modéliser cette situation par une chaine de Markov & 2 états.

Solution: On peut modéliser la situation par la chaine de Markov donnée par le graphe suivant

1—-p
GO ODL
I—p

ce qui correspond a la matrice de transition
p 1l-p
=, 5
p p

(b) Calculer la probabilité que 'information transmise par le n-iéme intermédiaire soit conforme a
I'information initiale.
Indication : remarquer que (1, 1) et (1,-1) sont vecteurs propres de Q et diagonaliser Q.

Solution: On remarque que

(2, 570 -0) = (2, 57 () -0 (),

Soit A la matrice définie par

L’inverse de A est :
On a alors:

On en conclut donc que

10 \",_ 1 0 1 L/1+@p-1)" 1-(2p—1)"
n __ 1 _ 1_ -
@ _A(O 2p—1) A _A<0 (2p—1)">A _2<1—(2p—1)" 1+(2p—-1)"
La probabilité que 'information transmise par le n-ieme intermédiaire soit conforme a I'information

1+2p—-1)"

initiale vaut donc 5

Page 9



(¢) Que se passe-t-il lorsque n — +00?
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