BORNES EFFECTIVES POUR CERTAINES
FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Jean Louis NICOLAS
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Dans cet exposé nous d&signerons par Py le k nombre premier. On a

ainsi P =32, Py =3, Py =5, ete...

§ 1 LA FONCTION w(n) = ) 1.

p|n
i . _ k
Proposition 1, - Sott N, = ll p:. Pour k13, ona N, k" .
k . J k
Igg<k
- . X . . k -k ' -
Démonstration : En minorant pj par j, on a Nk';k! ke d'aprés la formule

de Stirling. Si 1l'on pouvait minorer pj par 3j, le résultat serait démontra.
Mais ceci n'est pas exact lorsque j est petit. Cependant il est facile de voir
que pour jz12, on a Pj 23], en observant qu'entre deux multiples de 6, il y a

au plus deux nombres premiers (sauf entre 0 et 6 ol il vy en a 3),

On observe ensuite que ; pour k=11, on a :

k+1

k1D /R o ey (101 /0% e (e 1) <

Prey -
La proposition se démontre alors par récurrence, en constatant qu'elle est vraie

pour k =13.

Proposition, - Soit w(n) = } 1, le nombre de diviseurs premiers de

pin
n. Pour k1, on a :

n<lN, == win) < k.
Ea W

Démonstration : Soit n tel que w(n) zk. La décomposition de n en facteurs

premiers s'@crit :



r1=ql1 ...qu avec ik,
On a :
naq1 ..qjaNjaNk.
Proposition 3, - On a pour tout k2 :
log Wy

k = w(ka) < 1,38408,,. W

avec égalité lorsque k=9,
Démonstration : Supposons k >13. Par la proposition 1, on a :

e N ktegk k "
log log N, “ log(k log k) I+(log log k)/log k * T+1/e °

Comme ehl <0,37, cela démontre la propriété pour k 213, Il reste & vérifier

1'inégalité pour 2 gk <12.

Proposition 4. - On a pour tout w3z 3

log »n

win) ¢ 1,38402,.,. Tog Tog n

avec dgalité si et seulement si n=Ng .

Démonstration : On vérifie d'abord la relation pour 3 gn £30. On suppose ensuite

que Nk <n <Nk+I avec k 3. D'aprés la proposition 2, ona : w(n) <k+l, soit
log N
k log n
w(n) g k g 1,38402... m < 1,384—02... m
en utilisant la croissance pour x 2e de la fonction =x — 10: el
Proposition 5. - On a pour tout wnz3 :
log n 1,45743. ..

win) s log log n +Zog log n /

avec égalité pour n=n,,
log n 1 2,89726...
wln) s log Tlog n ! "Tog Tog n+(log Log )z

avee égalité pour n:ZV442 .

On a pour w86 :
log n
log log n-1,1714,,.

win) s

avec égalité pour wn=N



Proposition 6. - On pose :

Li(x) = lim

rI—E e At
(JO +J1+e Log t]

e~
Sous L'hypothése de Riemann on a :
pour nxl,=210 : win) < Lillog n) +0,12/1log n
JnO tel que pour n EX N win) g Lillog n).

On trouvera la démonstration des propositions 4, 5, 6 dans les deux
articles de G. Robin : [Rob 1] et [Rob 27]. La démonstration des deux derniires
propositions nécessitent des estimations de Nk et de P, en fonction de k
beaucoup plus fines que celles utilisées dans la preuve ci~dessus de la proposition

4. La constante n, peut &tre calculée, mais le calcul n'a pas encore &té fait.

§ 2 LES NOMBRES w-LARGEMENT COMPOSES.

On dit que N est w-~largement composé si
ngN= uhn < ).

On voit facilement, que si Nk_sN <Nk+l’ dire que N est w-largement composé
revient & dire que w(N) =k, On peut ainsi construire de tels nombres en remplacant
dans Nk des grands facteurs premiers par une quantité &gale de nombres premiers
plus grands que Py «

Soit Q(X) 1la quantité de nombre w-largement compos&s inférieurs ou
égaux & X. On trouvera dans ([Erd7) la démonstration du résultat.: Il existe ¢,
et ¢, >0, tels que pour X assez grand, on ait

exp(c2/log X) £ QX) « exp(c1V1og X).
On conjecture que log Q(X)m1r/-% vliog X.

Dans sa thése de 3° cycle, P. Van den Bosch, (cf [Van]) en utilisant une
idée de Carl Pomerance a montré que 1'onm pouvait prendre c, =2,44, qui n'est pas

trés loin de la valeur conjecturée wv2/3 =2,565,

Dans un travail non encore publié, Jean Coquet et P. Van den Bosch ont

montré que l'on pouvait prendre pour c, n'importe quel nombre inférieur 3 =v2/3.

Plus précisément, &tant donné ume fonction ¢ : [-1,+1]-—[0,1] vérifiant

I
J ¢ =1, ils montrent que 1l'on peut prendre pour sy n'importe quel nombre
-1

+1 // +]
—J (¢ logo + (1-9)log(l-9)) / ¥1/2 +J t ¢(t)dt
-1

inférieur 3



et ils choisissent ¢(t) =1 /(l+ert) avec r tendant vers 1'infini.

La constante ¢ donnée dans [Erd] vaut 2nv2/3 +c. Il semble difficile

de 1'améliorer.

§3 LA FONCTION d(n) = [ 1,
d|n

Il est commode d'écrire la décomposition de n en facteurs premiers sous

la forme
a

_ k
n = IT-pk , akaO.
kx1

Le nombre de diviseurs de n wvaut alors

d(n) = H (ak+l).

kzl
Lemme 1, - Sott t un paramétre réel positif. On considére la fonetion
définie pour z 320 : x —> (os-#-])e_m.

1°) 8t t 31 cette fonction est déeroissante,

2°) 51t <1  cette fonmction a un maximum pour x = (1/t)-1, qui vaut
-1
e’ T /t.
3°) On considére la quantité max (x+1)e °%.
rell
txlog 2, ce marimum est atteint en x=0, et vaut 1.

€3
Y

81 t<log 2, ce maximum est atteint en .:r::[-—i—] > ou [ul désigne
e —1
la partie entidre de wu. Il est inférieur ou égal & 3/(et).

Démonstration : Elle est &lémentaire.
Lemme 2. - Soit € >0 fixéd, Alors la fonetion wn—dn)n © a un

maximum, qu'elle atteint au nombre

HE = HI/E pa(p’E) » avee alp,el) = [—i———] .
pgl p -1

—e —c 21/€
din)n ~ < d(HE)HE < (2/(eelog 2)) .

On a de plus, pour n3z1 :

Démonstration : On écrit

-€ Ty
d(n)n ~ = (ak+1)p .
k1 k

On applique le lemme précédent en posant ¢t =¢ 1ogpk. Lorsque t zlog 2,

21/€ ~£a

c'est-3-dire lorsque Py > , le maximum de (ak+1)pk kK vaut 1. Lorsque

t <log 2, ce maximum est atteint pour ak'=a(pk,g), et vaut moins que le maximum



réel qui est et_1 /t g 2 < 2
4 " eclog Py " eclog 2

Proposition 7., - Pour tout nz3, on aq :

log din) < 3,6 (log n) /log log n.

Démonstration : On dé&duit du Ilemme précédent que pour tout mn, et tout e >0,

on a @

1/

log d(n) ¢ £ log n+2 €10g(2/(e e log 2)).

On choisit € =2 log 2 /log log n. On doit supposer = 3, pour aveoir e >0, On a

alors
log n 2 logl2 +log logn log log log n )

log log n /i Tog n

On majore alors log log log m par log log n, et il reste i constater que la

log d(n) ¢

. -t/2 P -
fonction t<e / est inférieure 3 16/e? pour t >0,

Dans la démonstration ci-dessus, les majorations sont tras grossidres, et
la constante 3,6 n'est pas optimale. En choisissant ¢ =(log 2 +n) /log log n,
avec n >0, la méme démonstration permet de calculer s tel que l'on ait, pour
nzn

log d(n) s (log 2+2n)(log n) / (log log n).

Mais cet n  sera grand, pour n<l, trop grand pour qu'un ordinateur puisse

calculer log d(n) pour =n £o

Dans un repére orthonormé, &crivons pour chaque n z1l, le point d'abscisse
log n, et d'ordonnée 1log d(n). L'enveloppe convexe de ces points est une ligne
brisée dont la pente des cotés successifs tend vers 0. Dans ce repére, la droite
de pente € qui passe par le point (log n, log d(n)) a pour ordomnée 2 l'origine
log gigl

n
d'appul sera H_ défini au lemme 2.

. Elle sera une droite d'appui pour notre ensemble convexe, et un point

Les sommets de 1'enveloppe convexe définie ci-dessus sont exactement les
points (log HE, log d(HE)), £ eIR+, ol HE est défini au lemme 2. Les nombres
H8 sont appelés par S. Ramanujan "nombres hautement composés supérieurs", (cf,

[Ram]). .

Supposons que 1l'on veuille démontrer 1'inggalitd
(%) ¥n z 5040, log d(n) < A(log n) / (log log n).

Dans notre repére, cela veut dire que la courbe y =Ax /log x est au dessus de

2

notre ensemble convexe. Or pour x e, cette courbe est concave. Comme 5040 est

un nombre hautement composé supérieur, et que 5040 3 1619 zexp(e?), il suffira de



vérifier que cette courbe est au dessus de tous les sommets de 1l'enveloppe convexe,
autrement dit de vérifier la relation {*x) ci-dessus lorsque n est un nombre haute—

ment composé supérieur 3z 3040,

Cela se fait en deux temps : Pour les "petits" nombres hautement composés
supérieurs, on utilise 1'ordinateur. Pour les plus "grands", on utilise la facto-

risation de H , et les estimations connues sur les nombres premiers.

Par cette méthode, et en considérant des fonctions différentes de Ax / log x,

on peut démontrer (cf. [Rob 4] et [Nic 11.

Proposition 8, - Pour mnz23, ona:
Log d(n) < 1.5279 Log n
log & =~ = "t log log n

avec égalité pour wn=6 983 776 800 = 25.33.52.7.77.73+17+19.

log n

log din) .. tog n
(log log n)¢ *

Log &~ log log n

+1,9348 n 3.

tog din) log n log n log n
Tog 2 Tog log n'+(20g Log ayz 4, 7654 (log log n)3 " 23
log d(n) log n

log 2 ° Tog log n-1,30177 » "356zeaplenp 1,392).,
Remarque : Sous 1'hypoth3se de Riemann, en tenant compte du développement
asymptotique obtenu par S. Ramanujan (cf. [Ram], § 43), on peut démontrer que

log d(n) (log 3/2)/10g 2

Toz 2 £ Li(log n) +c(log n)

Aucune valeur effective de ¢ n'est connue pour le moment.

§4 LA FONCTION D'EULER ¢(n).

J.B. Rosser et L. Schoenfeld ont démontré (cf. [Ros]) que pour nz:z3, on

a:

n Y 3
(*%) ¢ (n) § e log log nts log log n
excepté pour n =2230 92870 =N9 pour lequel %- doit &tre remplacé par 2,50637.
Le nombre vy est la constante d'Euler.

Proposition 9. - Pour k1, on a :
I
n k=1

R I YA

Démonstration : Elle est voisine de celle de 1la proposition 2,




Coroliaire. - Soit f(n) une fonction croissante de n. Pour démontrer

(2) $fln), <1 suffit de le démontrer lorsque n =N, pour tout

que pour tout w,
k.

¢

Le deuxié&me membre de (*%) n'est croissant que pour n3z5Y%. On démontre
donc (*%) pour n.=Nk 2N4 =210, puis pour tous les n <210. La démonstration de

(*%) pour n:=Nk se raméne i des estimations sur les nombres premiers.

Proposition 10, - Il existe wne Infinité de n pour lesquels :

> eYZog log n .

123
d(n)
La démonstration se trouve dans [Nic 2].
Les nombres Nk jouent le r8le des nombres hautement composés supérieurs
pour la fonmction d(n). D.W. Masser et P. Shiu ont considéré les nombres n tels

que m>n = ¢(m) >¢{n), qui jouent le réle des nombres hautement composés (cf.

LAla] et [Masser]).

§ 5 LA FONCTION o(n)

SOMME DES DIVISEURS DE n,

S1 n s'écrit :

n=J] pkk , a 20 ;
kx1
alors,
u{n) I I l n
—— = (1 +~——+ ...+ ) < — = .
S Py Ok ksl MR o)
k
. . n . o(n)
Les majorations obtenues pour PYCN) sont donc aussi valables pour -

On définit pour e >0, le nombre colossalement abondant S, qui maximise
l+e . ~ . ' .
og{n)/n » et 1'on peut faire la méme théorie qu'avec la fonction d(n) et les

nombres hautement composés supérieurs. (cf. [Ala]l).

Proposition 11. ~ Pour n3z3, on a :
aln) v 0,6482, ..
T < e Zog Zog Tl'f'W
avee égalité pour n =12,
Sous l'hypothése de Riemann, on aq :
pour w3z 5041, Eéﬁi £ eYlog Log n.

Réeiproquement, si L hypothése de Riemann est fausse, il existe une infinité de

n tels que «oln) >rzeY(Zog log n).

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Rob 37.



§ & LA FONCTION g(n) DE LANDAU.

Soit Sn le groupe des permutations de n &léments.

On définit ;
g(n) = max (ordre de o),

oe$
- n
On peut démontrer que
g{n) = max k.
a. £(k)¢n
oli, pour k= I]'p.J , on définit
: J
Izl a.
(k) = 3 p.1 .
jzl
a.:zl
J

Pour ¢ >0, on considére les nombres Gp qui minimisent la quantité
2(n) -p logn. Ces nombres jouent le r6le des nombres hautement composés supérieurs

de Ramanujan. Ils permettent de démontrer le résultat suivant :

Proposition 12, =~ Pour wnzl, oma :

Log gin) ¢ 1,05341...vn log n

By

avee égalité pour n =1319766.

Pour nx2, on g :

log gin) < vn log n (1 +E%Qzégﬂgﬁ .
Pour n 2306, on a :

log gin) » v¥n log n.

T

La démonstration de cette proposition se trouve dans {Mas 1] et [Mas 2].

‘+
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