AVEC LE CALCUL FORMEL,
LUTTONS CONTRE LES INEGALITES

Jean-Louis NICOLAS* (Université Claude Bernard, Lyon 1)

1. Intreduction
Soit
[z, y) =+ Dy+ m)z(y +z+ 3):!:+1
9(@,y) = @ +2+ Dy + Dy +2+2)° +(y +2)°].

Ces deux fonctions f et ¢ sont définies pour z et y > 0O & l'exception de
(z,y) = (0,0). Nous allons démontrer :

PROPOSITION. —  Pour tout (z,y), 2> 0,y > 0, (z,y) #(0,0) ona :
(1) : fz,y) < g(z, ).

Démontrer une telle inégalité peut vous apparaitre comme un jeu modérément
rigolo. Cependant, il arrive d’avoir & prouver de telles relations. Supposons gu’un de
vous puisse €tre comme tant d’autres obligé de démontrer une inégalité de ce type, la
premicre chose a faire est de se persuader qu’elle est vraie. Vous demandez alors & un -
expert de “Mathematica”, en I’occurence Frangois Morain, de vous tracer la surface

z = log g(z, y) — log f(z, ).
Cela donne les résultats des figures 1 et 2, ol I’axe des y est facile & repérer car
90, ) = fO,y).

Ensuite la méthode de démonstration est bien classique. Nous allons montrer que
pour tout y fixé, la fonction

T+ glz,y) ~ f(z,y)

est positive, en étudiant les variations de fonctions auxiliaires. Mais les calculs ne
sont pas simples, et le systtme de calcul formel MAPLE nous a permis de trouver

* Les calculs ont &€ effectués sur I'ordinateur IBM 3090 du Centre de Calcul de I'IN2P3, dont j’ai
plaisir & remercier le directeur R. Ganouna et le personnel pour leur accueil.
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une démonstration. Peut-8re un lecteur astucieux en trouvera-t-il une plus
¢légante. 11 n’en reste pas moins que le calcul formel m’a permis, en faisant les
calculs & ma place, de déterminer des fonctions auxiliaires qui ménent & une solution.

2. Un peu de “pub” .pour les nombres Eulériens -

Soit A € C, A # 1. La fonction (1 — Ae~*)~! est développable en série entidre en

z=0etl'ona:
> —An(/\) z"
1—,\e * Z (O = D= nt

ou A,(}) est un polyndme de degré n en )\, de terme constant nul. On écrit

ki
A0 =D A, )Y
ce qui définit les nombres Eulériens il(aln, k) introduits par Euler en 1755. Ces
nombres vérifient la relation de récurrence triangulaire
Aln+1,k) =(n — k+2)A(n, k — 1) + kA(n, k)
ce qui avec les conditions A(n,1) = A(n,n) = 1 permet de les calculer. On a
€galement la relation de symétrie :

An, k) = A(n,n - k+1)

Table des A(n, )

k|1 2 3 4 5
n

1 | 1

2 |1 1

3 |1 4 1 |

4 11 11 1 1

5 |1 26 66 26 1

On wouvera différentes propriétés de ces nombres dans les livres de L. Comtet [1] et
de Knuth [2] (car ces nombres sont liés aux permutations, et donc aux algorithmes de
tri) ou dans [4], section B6S.

Dans Darticle [3] écrit en commun avec L. Lesieur, nous nous intéressons au
maximum sur une ligne des nombres Eulériens :

M, = max A(n,k).
1<k<n
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Nous démontrons la relation

Aln, ki — < (

_ .n—-2k2
n k) +A(n k)

n—k+2
valablc pournz>2k-letky 22 l’axde dc la proposmon c1~dessus

Cette relation nous’ permet entre autrcs choscs de montrer 1a décrmssanoc de Ia R |

| suue Moo /@01

3. Démonstration
On suppose que y est un paramétre et on définit
2 z 2 x+1
o@ =1+ o) + 11 )
=y +2P(z) — (y+ Dp(z + 1) + 1

avec

pia) = (1+ ~2—)

y+zx
Lorsque y = 0, les fonctions 3 et ¢ se prolongent par continuité en = = 0 en posant
$(0) = 1 et p(0) =
Nous allons montrer que pour y > 0, on a w(z) > 0 pour =z > O et cela
démontrera la proposition.
On étudie la dérivée logarithmique de 1 :

_"pr(x)__ 2 Y y+2
W) = P(z) = log (1+y+x)+y+m - y+z+2

z(y+ D+ y(y +2)

Wiz) =~ (y+ 22y +z+2)%
On voit donc que pour y > O fixé, A est décroissante en z et en particulier :
)] hz + 1) < h(x) pour = > 0.
Pz +1)

On en déduit que la fonction z — est décroissante, car son logarithme a

P(z)

pour dérivée h(z + 1) — h(z). On a en particulier
e+l pd) _ y+3

@ b@ PO ye1  Pw ezl
D’autre part,
3) P(z +1) :[ (y+z+3)y+z) ry+m+3 < y+z+3
P(z) yYrz+Dy+z+2)! y+z+1 " y+2+1
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car le crochet est € 1. Cela entraine :
.(4)' 1,LV(:.';+1)< y+2

P(z) ~ y+1
Il vient ensuite :
&) '(m) = (y+2)¢(:c)h(w) (y+ 1)¢($+ 1)h(-'l:+ 1) L
Lorsque x> y+1,les mégahtés (1) et (4) montrent que (p' (m) 0 Nous supposemns 3
~ donc maintenant que 0 z < y+ 1. _ L e e e
Nous avons deux choix pour minorer go’(a:), en unhsant (2) ou (3) La mmoraﬂon
de ¢'(z) par (3) n’a pas abouti. Par contre, si I’on pose
(©6) u(z) = (y + Dh(z) — (y + Hh(z + 1),

on a .

pour x > y+1

u'(z) = 4{(y + Dz’ + Qy* + 2y — Dz — 2y + 2042 + 42y + 20)2°
— (8y* + 62y + 1587 + 148y + 36)z*
— (T3P +61y* + 1945 +269y% + 147y + 18)x
~ 2% +20° + 77y + 1415 + 12042 + 36y))]
[+ 2y +z+ Dy + 2+ 2%y +z +3)?].

On observe qu’au numérateur de u'(z) presque tous les termes sont négatifs. Les
seuls termes positifs sont

Q) (y+ Dz® + 2y(y + z*.

On pense donc que u’(z) a de bonnes raisons d’étre négatif lorsque z < y+ 1. La
majoration de (7) obtenue en remplagant z par y + 1 n’est pas suffisante. Par contre, si
dans le numérateur de u'(z) on majore (7) par

a(y + Dy + D + zQu)(y + Dy + 1)°

et que 'on développe, on trouve un polyndme en z et y i coefficients tous négatifs,
ce qui montre que
u'(z)<0 pour 0 z< y+1.

et donc

(8) w(z) > u(y+1) - pour Ogcaegy+l.
Par ailleurs (2), (5) et (6) donnent

9 ¢'(2) > Pla)yu(z).

On pose
w(y) = u(y +1).
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_SuppoSons que 'on ait montré
(10) w(y) > pour y > 0.

Alors (8) et (9) impliquent que cp(:z:) est croissante en x pour tout y 0, et comme
" (0) = 0, on aura bien démontré la proposmon : Cee

Il reste a démontrcr (IO) Ona:

an o w'(y) =log (1+2yz¥i) —log (1+2 2+2) S

| 85464yt + 17017 + 19152 + 8Ty + 11
Qy+12Qy+3(y+ 1y +2)

w''(y) =[240y" + 1808y° + 5524y° + 8688y* + 7284y + 29094 + 264y — 95]
/ [+ D2y + 22y + 1’2y + 3)°].

Le numérateur de w'/(y) est un polynéme en y dont la dérivée est positive pour
y = 0. On voit donc que w"(y) a une seule racine réelle positive yp vérifiant

95
0<yu<m<036

Pour compléter le tableau de variation de w'(y), on a, par (11) :
w'(0) = log(3/2) — 11/18 = —0.205646 < 0
et |
lim w'(y) =

y—++oo

Ce tableau

w” (y) — 0 +

w'(y)

montre que w'(y) < 0 pour y > 0, et donc w(y) est une fonction décroissante de v.
I n’est pas complétement évident de montrer que lim w(y) = 0, mais MAPLE le
y—oo

fait pour vous, et peut donner un développement asymptoptique :

5 1
w(y) = 872 + O(;g)

et cela acheve la preuve de (10), et donc de la proposition.
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Nous joignons, pages suivantes, quelques instructions MAPLE. Les lignes précédées
du signe § sont des commentaires. Les instructions sont alignées a gauche, suivent le
“prompt” >, et sont terminées par un point virgule. Les réponses de I’ ordinateur sont
centrées. Les trois premiéres instructions définissent la fonction h(z). L’instruction
“normal” simplifie les expressions. : '



FILE: GAZ ETTE Al VM/XA CONVERSATIONAL MONITOR SYSTEM
PAGE 00001

Ready; T=0.01/0.01 17:02:47
maple '
A "Licensed for use at: Centre de Calcul
AN {/1_. WATCOM Products, Inc -
\ MAPLE [ Version 4.2 - R
< > For on-line help, type help();

> .
h:=proc(x);
log(1+2/{x+y) )+yl.<.x+y) -_<y+2') ! <x+Y+,2>_-'="
__end

e prdc (x) log(1+2*1l(x+y))+y[(x+y).(y+2)](x+y+2) end

>
h(x);
1 y y+t2
In(l 4+ 2 ccauna- I P
x +y x+y x+y+ 2
> S
hl:=diff(h{x),x);
: 1 y y+2
hl &= o 2 e o - tommmmm—— e
2 1 2 2
(x +y) (L +2 —cceee ) (x +y) (x +y+ 2)
x+y
- .
hl:=normal(hl);
: 2
xy+x+y +2y%
hl = = 4 o ee .
2 2
(x+y) (x+y+2)
> _ o : .
us=(y+2)*h(x)-(y+3)%h(x+l); -
1 y y+2
= (y + 2) (In{l + 2 wecen. } P e e e )
x+y xty x+ty+ 2
1 Vi y+ 2
= (y + 3) (In(Ll + 2 -wococmaan- et L )
x+1+y x+ 1+ vy x+3 +y
N -
ul:=normal (diff(u,x));
ul :=
4
6 S 4 3 2 2 2 2 3 3 4

(-2y +x -x -20x y -158x . y -62x ¥ -19% xy -61lzxvy



FILE: GAZ ETTE Al VM/XA CONVERSATIONAL MONITOR SYSTEM

PAGE 00002
3 & 2 33 2 4 5 5 4
- 42x y+2x y -2x y -8x y -7xy +x y+2x y
4 5 -3 B  - . '
-77y -20y -20x -141y - 18x -~ 36y ~36x - 17.xy .
2 ' 2 ' 2
- 120y - 1l48 yx - 269 x vy )
I ((x + y) (x +y+2) (x f_l_fJI},;(x_*J3,ffY};),J ";  ; _;j f'
X _ .. _ 7
# On appelle nu le 1/4 du numerateur de ul - -
nu:=numer{ul/4);
6 5 4 3 2 2 2 2 3 3

nm = -2y +x -x -20x y -158x vy -62x y - 19% xy -~ 61lx7y

3 4 2 3 3 2 4 5 5 4
-42x y+2x y -2x y -8x y ~7xy +x y+2x y-177y

5 3 3 2 2

4

- 20y -20x - 14l y -18x - 36y -36x - 147 xy -120y - 148 v %

2
- 269 x vy

>
# On ordomne suivant les puissances de x
nul:=collect(nu,x);

5 2 4 3 2 3
ntl := (y+ 1) x + (2y +2y-21yx + (~-20-42y -2y -20y )X

2 3 4 2
+ (-158y -62y -8y - 36 - 148 y) x

5 & 2 3 6 3

+(-7y - 147 y -6l y -269y -19% vy -18)x-2y - 1l41ly - 77y

5 2
- 20y -120y =~ 36 y

>
# On repere les termes positifs
termepos :={y+1)*x"5+2%y*{y+1)*x"4;

5 4
termepos := (y + 1) x + 2 y (y + 1) x
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PAGE 00003

#0n les majore
termaj:=x*subs(x=y+l,termepos/x); ST

Cx((y +1) +2y(y+1)) ,
termaj := -----f-ff-ff*“f**ff“"'“*“f**t;,ﬁg;;,f'_”gﬁ

=
termaj: normal(termaj),

terma; = (3 y; 1

S el e _
#0n reporte la majoratibn dans nu
numa }:*nul-termepos+termaj;

2 4 3 2 3
numaj := (2 y +2y-1)x + (-20-42y -2y -20% ) x

2 3 4 2
+(-158y -62y -8y - 36 - 148 y) x

5 4 2 3 6 3 4
+(-7y -147y -6ly - 269 - 194 -18)x -2y -1l4ly -77y
y y y

5 2 4 4
- 20y -120y -36y-2y(y+1)x + 3y+1)(y+1) x

>
numa j:=collect(numaj, [x,¥7]);

4 3 2 3
numaj := - x + (- 20 - 42y -2y -20y)x

2 3 4 2
+ (- 158y -62y -8y - 36 - 148 y) x

5 4 3 2 6 3 4
*(~-4y -48y -~172y -251y -1l40y -17)x -2y =-1l4ly -777

5 2
~20y - 120y -~ 36 7y

>
#0n constate que tous les termes sont negatifs

wi=subs(x=y+1,u);

wii= (y+ 2) (In(l + 2 cocmmuaea- e e )

-y + 3) (In(l # 2 mewomeo—o ) # o = mmmmm———. )
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PAGE 00004

>
wli=diff(w,y);
1 : y y+ 2
wl 1= In(l + 2 coccmcuea. PR A m—————
2y+1 2Zy+1 2y+4+3
t(y +2)
1 A b4
(- &4 e o ik el T - 2 e
, 2 e 1 2yt 1 SR 2
(Z2y+1) (1.+2----mmeno) s 2yt 1)
1 g2
- mmm——————— + 2 cemmmmmea )
2y+3 pA
2y + 3)
1 y vy + 2
- In(l + 2 wceeeeem ) o mmmmmmaaa L et
2y +2 2y +2 2y+ 4
- (y + 3)
1 1 ¥y
(- &4 remcrc e e T -~ 2 memmcman—-
2 1 2y + 2 2
(2y+2) (L+2 «oeco— ) (2y+2)
2y + 2
1 y + 2
m oo $ 2 crmmme——- )
2y + 4 2
(2 y+ 4
>
nops(wl);
8
>

#I1 y a 8 termes dans wl dont le premier est
terl:=op(l,wl);

terl := In(l + 2 --cccwne~ )
>
terS:=op(5,wl);

ter5 := - 1In{l + 2 -wvunuw-- )
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PAGE 00005

#Pour simplifier wl, on sort les termes transcendants

wlrat:=normal (wl-terl-ter5); = R T S R
64y + 8y 4+ 170y + 87 y +191 y + 11

WIrat = -~ cmmcmceccmcccmcacae o J ST ———— e

' S22 2 e
(2y+21) (2y+3) (y+ 1) (y+2) o i
17:25:22 * WNG FROM GIRAUD : RAPPEL: ARRET DE L’AUTOCOMUTATEUR DE LYON ‘A"18 ‘HEURES.
wlimwlrattterIHterS5; o 7o o o Sy LT T e T e
2

4 5 . 3 S RN o SRR S e
64y +8y + 170y + 87 y+ 191y + 11 ' - 1
Wl §% = s r e e ——me e m— e e s aa———— + In{l + 2 c-crmeec=-=)
2 2 2 2y +1
(2y+1)y (2y+3) (y+1) (y+ 2)
1
- In(l + 2 —c—maemm )
2y + 2
>
w2:=normal(diff(wl,y}};
6 7 & 5 3 2
1808 y + 240 y + 8688 y + 5524 y + 7284 y + 264 y + 2909 y - 95
W 15 e A e
3 3 3 2
(2 y+1y (2y+ 3y (y+1) (y+ 2)
-3
limit(w,y=infinity};
0
>
asympt(w,¥,5);
1 41 1 113 1 1
5/8 —==- = —cee amee R e + 0(----)
2 24 3 32 4 5
¥ y y y
>
quit

words used=133445, alloc=38608, time=1.466 (seconde)
Ready; T=1.54/1.83% 17:30:25
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wa&{il dee Matimabiccems
( Sociele’ Ma.n%zmb‘?ma qu)
Tomwie. 1831 m°k7, p-€0-81.

A propos de l'article de Jean-Louis Nicolas
paru dans la Gazette, n° 46

Avec un crayon et du papier

Dans le n° 46 de la Gazette des Mathématiciens, Pp. 60-71, Jean-Louis Nicolas expliquait
f(;lr\{n?;;t} l.e systtme de calcul formel MAPLE et I'ordinateur 18M 3090 du Centre de Calcul de
ui avaient permis de résoudre Ie probl2me suivant ; démontrer que toutz>0et

tout y > 0, avec (z,y) # (0,0), I'expression e pot -

fE =G+ Dy+z)(y+z+3)"1
¢st majorée par ["expression
9@ 9 = @+z+ 17 [+ 2 +2 + 2 + (¥ + ).

Je désirerais expliquer comment un crayon et du ier y i
rmettent
résuliat en quelques lignes. On a papier pe obienir 1o méme

9@~ f@ ) =@ +z+ 1P y+z+2)°(y+2)
') — @+ (v +2 435 —(y+z+ M)
=¥y + £ (y+ z + 3,
Dans Te premier terme, utilisons la minoration évidente

D W+r+ D W+ +2" 2 (y+ ¥y + o+ 3"

EE S

gt

T e b e

COURRIER DES LECTEURS ol

dans Ie second, utilisons 1a majoration
@ w+z+ P = rz+ D™ <Az + Dy +2+3)° _
déduite de la relation b%—a" = f: uxt—ldz < ub""l(b—a‘ ol I'on prend u = 2+1, a = y+z+1
etb=y+r+3. : e , . :

En insérant (2) et (3) dans (1), on trouve _

gz, 9) = F@ ) > @+ @+2+ I [y +z+ Dy+2) - A+ 1) - ply+z+3)1 =0,
ce qu'il fallait démontrer, - - ' > :

SR o : _ J. OESTERLE

-~ Université Pierre et Marie Curie (5 novembre 1990}

Pour quelques francs de moins
Dans la Gazette d’octobre 1990 (pp. 60-71), Nicolas se propose de démontrer, pour = et
v20 . _
U+ Dy + 2y +z+)7 S+ + 17 [y + Dy +z+2)° + v+ )]
Ayant ramené cette inégalité 2 la suivante :
2 o+l 1 y+2 2 7

(1.+z+y+1) s y+1 +y+1(1+ y+z) !
I'antenr aurait pu remarquer qu'il s’agissait, bien sor, d'une inégalité de convexité, de surcroit
évidente, En effet, soit

1 PEELY’
r+y+l’ T zey+l’

=0+, a=
La convexité de f donne aussitdt :

f(orD-i-ﬁxi_w)Saf(o)*'ﬂf(' 2)

z+y

2
(1+x+§+1)ﬂ1 < z+;+l+zi;ZI(l+xiy) (1+z+y)z

2+y+2 2 =
+;+y+1(l+m+y)

c’est-2-dire

d'ol:

1 2 z+l 1
( +m+y+1) “r+y+l
(inégalité légdrement meilleure que celle de Nicolas).

Ce dernier évoquait I'éventualité de lecteurs “astucieux” et de démonstration “élégante”, De
ma part toute prétention en ces domaines serait évidemment grotesques. Une remarque toutefois
s"impose : la démonstration ci-dessus n’a codté qu'un pen de papier, de temps et de méthode; si
I'on en croit le bon La Fontaine, “c’est le fonds qui mangue le moins”. .
Georges LION

Université Francaise du Pacifique
Centre Universitaire de Nouvelle-Calédonie (5 décembre 1990)



