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Séminaire DELANGE~-PISOT-POITOU 13-01
(Théorie des Nombres)
7e année, 1965/66, n° 13 14 mars 1966

SUR L'ORDRE MAXIMUM D'UN ELEMENT DANS LE GROUPE s, DES PERMUTATIONS, I.

par Jean-Louis NICOLAS

Cet exposé a pour but de préciser les résultats décrits par LANDAU ([2], § 61).

On rappelle qu'un élément o du groupe Sn des permutations de n objets se

décompose en cycle de fagon unique. Par exemple, pour n =9 ,

F1 2 3 45 67 8 9
=1 9 5k 8 4 63 7 .
9 8 7 61 2 3 4 5/

L'ordre d'un élément (le plus petit entier m > 1 tel que @ soit la permuta~—
tion identique) est donc le p. p. ¢. m. de la longueur de ses cycles. Dans 1'exem~

ple ci~dessus, l'ordre est donc 12 .

Si o € Sn , Soient N 5 Dy oy ees , Dy la longueur de ses cycles, on a ¢
n=n1+n2+onc+rll{

ordre de o =p.p.cem fn , m,, «eoy nk) .

D'autre part, une partition de n est un systéme quelconque d'entiers > 1
(n1 s Ny y eee nk) tels que n=mn +n,+ ... +n_ . Par exemple, le nombre
n=25 a 7 partitiens :

5=4 +1=3+2=34+14+1=22+2+1=22+14+1+1=14+14+14+14+1.

Il est facile de construire une permutation de n objets ayant k cycles de lon-

gueur (n; , n, , «.., nk) «A 5=2+2+1, on associe, par exemple,

Si n= N 4Dy +oeee + N est une partition quelconque de n , il existe donc un
¢lément de S~ dont l'ordre soit : p. p. c. m. (0, , ny y oee nk) .

by

Nous allons nous intéresser & la fonction arithmétique :

g(n) = sup [ordre de o ] = swp [p. p. c. m. (n1 » Ty s ees nk)] s
oeS, ¢ (n)

®(n) désignant l'ensemble des partitions de n .
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1. Propriétés de g(n) .

- g(n) divise n! .
- g(n) est croissante (soit o € S, 1'élément o' € Spe1 2 qui laisse inva-
riant (n + 1) et cofncide ailleurs avec o , a méme ordre que G )

— Tableau des valeurs :

n 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13
g(n) | 3 4 6 6 12 | 15 | 20 30 30 60 0
e | 3 4 | 233 “2;3 334 1335 | 435 | 2,3,5 1’222»5. 3,4,5 | 1,3,4,5

La troisi®me ligne indique la (ou les) partition de n d'ordre g(n) . Le cal-

cul de g(n) n'est pas commode dés que n devient grand.

- g(n) n'est pas strictement croissante : g(12) = g(13) .

-Pour n=6, n=11, on constate que plusieurs partitions sont d'ordre g(n)
(on appelle ordre d'une partition, l'ordre d'un élément o de Sn associé) .

- Parmi les partitions d'ordre g(n) il en existe une, telle que les (n,)

11<i<k
soient des puissances de nombres premiers ou des 1 . En effet, si

n:n1+n2+...+nk
et si n =ab, avec a>1, b>1, (a,b)=1, a,bel.Ona
ab~(a+b)=(a-1)(b-1)~-130 ,

et les partitions

n=a+b+ n2 + ees + nk + 1 + 1~i\}" + 1, = ab + n2 + aee + nk
ab - (a + b)

ont mlme ordre, les multiples de ab étant les mémes que ceux de a + b puisque

Dans la formule de définition de g(n) , on peut se restreindre au cas ol rﬁ.zpr:
r
gn) = suwp [p ,
z@%sn

le "sup" s'étendant & tous les systémes de couples p , r ( p premier, r e N)

r
de sorme 2 p <1 .



2. Majoration et minoration de

Py étant le h-iéme nombre premier (ph ~ h log h) , on pose :

b = 3

g(n) .
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P
J o b7
J 3 4 5 6 7 8 9
P; 5 7 11 13 17 19 23
Pj 10 17 28 41 58 77 100

n ébant donné, on définit j comme fonction de

n par ]Pj\<n<Pj+1

- Minoration de g(n) . - On a

2+3+...+pj$n,
o(p,) v
done e 9 <gln) , avec 6(x) = 2 log p étant la fonction de éebysev.
P

- Majoration de g(n) . - Le nombre de facteurs du produit g(n) = Mp" est in-
férieur ou égal & j , sinon :

- j+1
2 zipy 2 P T By

LEMME. - Le produit de k nombres de somme donnée
(%)k quand les k nombres sont égaux.

n est maximm et égal a

Le résultat est bien conmu pour k = 2 , il se généralise par récurrence.

3. Etude de la fonction k +——> y = (-1-{11)k .

DA P B
On a y_log;k 1

k 1 n/e ©

e
y n/

\
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On peut montrer facilement que J <-er5 pour n>7 . Le produit g(n) =Tl pt a

k facteurs (k< j) de somme n , donc

Kk :
g(n) (l%) < (—?)J pour n>7 .
Finalement, n 27, Pj <n< Pj+1 ’
8(p,) .
e J gel)s (Ejl-):' .

4. Calcul d'un équivalent de log g(n) .

Pour h, j , n tendant vers 1'infini,

phruhlogh ,
J j 3 .2 2
P.:Zp!\l%hloghr\).ft].og'tci.‘lzz:J logj--g-+-,
It B opet 1 z 7t 7

)
] .
Pj N T lOg J °
Ce calcul sera justifié par la suite.
2
. s . s .
D'autre part, Pj+1 - Pj = (3 +1) log(j + 1) = o(j” log j) , donc Pj+1 v Pj et

R
nm%—logj .

On en déduit log nn R log j , puis

j2 2n / n
Tr\} et J N 2 'l"

logn og n

Or e(pj) < log g(n) < j[log n - log j],
G(pj) v Py N j log jnuAnlogn ,

jllog n - log jlnv J log Zulnlogn .

On en déduit :

log g(n) vWn logn .

5. Développement asymptotique de log g(n) .

Nous allons maintenant chercher un développement asymptotique de e(pj) et de
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3 log-._? e I1 y aura cing étapes :

(a) Développement de P, en fonction de h .

(b) Développement de Pj en fonction de j .

(c) Développement de j en fonction de n .
n

(d) Développement de e(pj) en fonction de

(e) Développement de j log = en fonction de n .

J
(a) Développement de p, en fonction de h . - On sait que
Ix) = 2 1 =1i(x) + o(——jéi———) vk ,
psx log™ {x)

X
et, en intégrant 1i(x) = IZ 'i'éd_gj'(_i par parties, on obtient

H(x) = — + X + ese + (k = ;)& X + o( X )

Tog x 1og2 b's log™ x logk x

Pour X =D, , I(x) =h, enprenant k=2, on a :

De p, nhlogh, on déduit que

h h
OG*—-Q———J = 0616§~H) s
log” py
Py = h log h[1l + o(1)] s

log p, = log h + log log h + o(1) ,

dtou
B[1 + o)) = B [1 4 ek ]
log h log p log p ’
h h
p, = b1 + olr—=—p)] log p,[1 =m0 ()]
h log h h Jog Py log Py ’
p, = h[log h + log log h - 1 +rh] avec rhzo(l) .

(b) Développement de Pj en fonction de j .

Pj: % phzghlogh+§:hloglogh-%h+§_hrh .
h=1 1 1 1 1
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Utilisons la formile sommatoire d'Buler-MacLaurin ([1], chapitre VI, § 3, n° 1) &
llordre 1 3

F(x) + £(X+ 1) + ese+ £(x+m)

++1

=d, gt dt—%[f(x+m+1)-f(x)]+ [£'(x+m+l)=£1(x)]+R(x, m) ,

12

X+m+1 21

avec RsCI |£v (1) | dt et c=-2x 5 -
(2m)
(o) Posons £(t) =t logt; £(t) =logt+1; £(t) =¢; £%(t) = - 253
t

Xx=1; m=]j -2, onobtient :

It & L, o1 .

}E hlogh=dJ, tlogtdt~5jlogj+qgylogj+R .

~1

On voit que R est majoré par C . On trouve :

j ;2 ;2 )

hElhlogh:Tloga_T+O(J) .
t=-1

JORE ARy

’
. g Tog® t log“ t
s xX=33 m=]j =2 . Comme dans cet exemple, f et ses

(B) Posons f£(t) =t loglogt ; f'(t) = log logt +
2 1og2 b -1

t° log t
dérivées sont plus petites que précédemment, tous les termes, qui étaient négli-

f"'('b) -

geables, le sont encore, et

J
Z hloglogh_.r tloglogtdt+o(3) R
h=3

j 2 j
3 . t dat 2
IB t log 1Qg t dt = T 10g 10g J - Jﬂ3 m + O(J ) .

Nous utilisons le théoréme ([1], chapitre V, § 3, n° 3, prop. 6) :

Soient f et g deux fonctions numériques réglées (limite uniforme sur tout

compact de fonctions en escalier) définies sur Ja , + «(, telles que g=>0,

400
f=o(g) , et Ia g(t) dt = + » 3 alors :
Iz f(t) dt = o[fz g(t) at] .

Alors

rd J
JBTJ—.;CE—g.-‘Edt:o[IB tdt] =O(j2) .
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On a, en fait,

J % .2
J
J‘B 2 log t dt 7 1og 3 ([1], n° 5, prop. 8) .

LG g2, 2
() élh..__z___l; () .

J+l
(s) }i_ hry = fl r(t) dt , r(t) étant défini par hgt<h+l, r(t) =hr .
h=l

Comme r(t) = o(t) d'aprés le théoréme précédent,
' 2
% hrh = O(j ) .
h=1L
Finalement :
2 2

- 12
=3 log j+ 3 1oglog § -3+ 6(3%
Pj 5~ log j + % log log ] 4+oj .

(c) Développement de j en fonction de n . - Comme Pj+1 - Pj = o(j'?') ,

j2 j2 3j2 2
n = 4 log j + %~ lag log j -—Z—-t-o(j ) .

+

. . n
On avait vu que j =2 -——-1ogn(1

o(1)) , dtod
. 1 1
log j =5 log n -5 log log n + log 2 + o(l) ,

log log j = log logn -~ log 2 + ofl) .

'2 .2 AY
Comme j N4T6}gi—ﬁ’ o(j ):o(—i-(-)-rgl—-ﬂ , d'ol @
2 2

n(1l +°('To';_3)) =-JZ—[2 log j + 2 log log j -3]:—34-[logn+log logn~3] ,

On trouve :

. / n log log n 3 1
j = 24— [1 - + +°(logn)] .

log n 2 logn 2 logn

(d) Développement de e(pj) en fonction d¢ n . - On sait que :
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0(x) = x + of ) .
log x
Pour k=1,
p 3
e(pj) =Py + O(lcg ph) =py + o(j) ,
6(p;) = jllog § + log log J -1 + o(1)]

1 +0(1)] .

j[%— log n + é— log log n

En remplagant j par sa valeur,

N TR log log n 1 1
e(pj) =Anlogn [l + Slogn ~21logn @ o(1og n)] ‘

(e) Développement de j[log n - log j] .

logn-logj=%-logn+-%loglogn—log2+o(1)

et
3
-2 log 2
" lﬂ lg n -z 1
Jllog n - 1ng 3] =4nIog n [1 + 2gloggn * log n * o(log n)] y
Résultat @
—— .
leag g(n) =on Tog n [1 + log log n n 1,

2 logn +].ogn

avec -%\< lim inf a < lim sup ans-32-- 2 log 2 # 0,1 .
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