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Tests de primalité

Jean Louis Nicolas

Abstract. In the first part of this paper, classical primality tests are listed, all based on
Fermat’s theorem. The cryptography code of Rivest, Shamir, Adleman, pseudo primes and
strong pseudo primes are also remembered.

Then the new test of Adleman and Rumely is given with a short introduction to characters
and Gaussian sums. The presentation is as elementary as possible. '

1 Introduction

Soit r un nombre entier naturel impair assez grand (par exemple d’une centaine de
chiffres décimaux). Est-il possible de vérifier que ce nombre n est premier ou
composé? La méthode classique consistant a diviser n par les nombres premiers

successifs jusqu’a ]/H prendrait un temps astronomique méme avec les meilleurs

ordinateurs actuels qui font au mieux 10® opérations a la seconde. (On sait que le
X :

nombre des nombres premiers <x est & peu pres €gal a I—) Cette méthode
ogx

classique, lorsqu'elle fonctionne, fournit un diviseur premier de n, et, en la
répétant, la décomposition en facteurs premiers de n. Nous distinguerons le test
de primalité, algorithme qui & partir de » donne comme réponse «n est premier»,
ou «n est composé», d'une méthode de factorisation, qui, lorsque n est composé
en fournit un diviseur explicite. D’autres méthodes de factorisation que celle
décrite ci-dessus et plus rapides ont été développées récemment (voir par exemple
[Guy], [Knu], [Nic]). Cependant, parmi les algorithmes actuellement connus, les
tests de primalité sont beaucoup plus rapides que les methodes de factorisation.

2 Cryptographie

L’une des raisons qui a conduit a intensifier les recherches dans ce domaine est la
découverte par Rivest, Shamir et Adleman, (cf. {Riv] d’'une méthode de crypto-
graphie a clé publique. Pour construire un code secret, un chef de réseau choisit
deux nombres premiers p et ¢ d'une cinquantaine de chiffres, il calcule n=pq et
¢(n)=(p—1)(g—1). La fonction ¢ est la fonction d’Euler; ¢(n) est le nombre d’en-
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tiers naturels m, vérifiant 1 <m<n et premiers avec n. Il choisit un nombre d entre
2 et ¢(n) et premier avec ¢(n). Il calcule e tel que ed=1mod¢(n). Il publie dans
un annuaire » et e et garde secret p, g, ¢(n), d.

N’importe qui peut envoyer un message au chef de réseau. Ce message est d’abord
mis sous forme d’un (ou plusieurs) nombre M compris entre 1 et n par une
méthode qui n’a pas besoin d’étre compliquée et qui figure dans 'annuaire public:
par exemple on remplace 4 par 01, B par 02,...,Z par 26. Ensuite on calcule
C=M¢°modn et on envoie le message codé C. Le chef du réseau décode C en
calculant C®modn qui vaut M, puisque d’aprés le théoréme de Fermat
M*™ =1modn, ce qui entraine M**=M modn.

Toutes ces opérations, notamment le calcul d’'une puissance se font trés vite en
ordinateur. Pour percer l¢ code, il faut connaitre d, donc @{n), et c’est aussi difficile
que de calculer les diviseurs premiers de n. La méthode tient essentiellement sur
les deux points suivants: il est facile de construire de grands nombres premiers, et
quasiment impossible actuellement de trouver les facteurs premiers d’'un nombre
de 100 chiffres.

3 Théoréme de Fermat

Les tests de primalité que nous présenterons sont basés sur le théoréme de
Fermat:

Théoréme. Soit p premier, et a non multiple de p, alors
a’~'=1modp.

Premiére démonstration. Soit nelN, n>2. L'ensemble des €léments inversibles de
lanneau Z/nZ forme un groupe que l'on désigne par (Z/nZ)* et qui a ¢(n)
¢léments. Si a est premier avec n, alors la classe de a modulo n, d, appartient a
(Z/nZ)*, et dans un groupe fini, un élément élevé a la puissance cardinal du
groupe est égal 2 ’6lément neutre. Cela nous donne ici

a*™ =1 modn.
Lorsque n est premier, ¢(n)=p—1 et cela démontre le théoréme.

Deuxiéme démonstration. On peut considérer seulement le cas ot I<a<p-—1.
Tous les termes de la suite finie amodp, 2amodp,...,(p—1)amodp sont dis-
tincts: en effet si I'on avait xamodp=yamodp avec I1<x<y<p-—1 cela
entrainerait p divise ya—xa=(y —x)a et p ne divise ni a ni y—x. Donc cette suite
finie est une permutation de {1, 2, ..., p—1}. Le produit des termes de ces deux
suites sont égaux et cela donne:

p—1 r—1
[{1(xa)= [] xmodp
x=1

x=1
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p—1

donc p divise (a?~'—1)[] x, et comme il ne divise pas le produit des x, cela
donne le théoréme. x=1

4 Nombres pseudo premiers

Le théoréme de Fermat entraine le corollaire suivant:

n—1

Corollaire. Si a et n sont premiers entre eux, et si n ne divise pas a"~' —1, alors n

est composé.

Ce corollaire peut montrer trés rapidement qu'un nombre est compos€, puisqu’il
existe un algorithme de calcul de 4" 'modn qui est polynomial en logn.
Malheureusement, il ne marche pas toujours, comme on le verra plus loin. Le
théoréeme de Wilson:

(n—1)!+1=0modn < npremier

est une condition nécessaire et suffisante de primalité. Mais on ne peut lutiliser
faute d’un bon algorithme de calcul de la factorielle.

Definition. On dit que n est pseudo premier (p.p.) en base a, s’il est premier avec a,
non premier, et vérifie: a"~'=1modn.

Le plus petit nombre p.p. en base 2 est 341 =11.31. Il est facile de voir que

219=1mod11 et donc 23*°=1mod 11
2°=1mod31 et donc 2°*°=1mod3l

et comme 11 et 31 divisent 234° 1, leur produit aussi divise 2**°—1. On sait
démontrer que pour a fixé, il existe une infinit¢ de nombres p.p. en base a (cf.
[Sie] p. 214, [Pom]).

On remarque aussi que les nombres de Mersenne, c’est-a-dire de la forme 27 —1,
ol p est premier et les nombres de Fermat, c’est-d-dire de la forme 22" +1 qui ne
sont pas premiers sont p.p. en base 2.

Définition. On dit que n est un nombre de Carmichaél, si n est non premier, et si
pour tout a premier avec n, on a a*~ ' =1modn.

Le plus petit nombre de Carmichael est 561=3-11-17. On conjecture qu’il y a
une infinité de tels nombres, mais on ne sait pas le démontrer (cf. [Pom]).

5 Une réciproque du théoréme de Fermat

Théoréme. Supposons que a et n soient premiers entre eux, que a"~'=1modn et
que pour tout diviseur premier p de n—1 on ait a"~ "% 1modn. Alors n est
premier.
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Démonstration. L’ensemble des xcZ tels que a*=1modn forme un sous-groupe
de Z, et est donc de la forme *Z avec r>0. Les hypothéses du théoréme donnent:
n—lerZ et

Vpln—1, (n—1)/pe¢rZ.

Ceci entraine que r=n—1 (La premi€re assertion entraine n—1=rs; si s+1, soit p
un diviseur de s, donc de n—1, (n—1)/p serait un multiple de r).

Maintenant les nombres ¢*modn pour 1<x<n—1 sont tous distincts: Si I'on
avait a*=a’modn avec 1 <x<y<n—1 on aurait ¥ " *=1modn avec 1<y—x<r
et y—xerZ. On a donc

{a"modn;l<x<n—1}={m;I<m<n-1}

Enfin, comme a est premier avec n, ¢* est premier avec n et a*modn est premier
avec n. Le nombre n étant tel que tous les nombres m plus petits que lui sont
premiers avec lui, est donc premier.

Remarques. Si n est premier, n’importe quel a premier avec n ne convient pas
toujours. En fait a doit étre un générateur du groupe cyclique (Z/nZ)* et il y a
¢(n—1) générateurs. Aprés quelques essais, on arrive a trouver une valeur de a
qui marche. Le plus difficile est de connaitre la factorisation de n—1. On recher-
che d’abord les petits facteurs de n—1; soit n, leur produit. Alors n s’écrit n n,. Si
a2~ 'modn,=1 pour quelques valeurs de a, on peut penser que n, est premier
et on essaie de le démontrer par le théoréme ci-dessus (cf. [Knu]).

D’autres théorémes similaires se basant sur la factorisation de n+1 ou de n?+n
+1 ont ét€ donnés. (cf. [Wil]).

Le théoréme ci-dessus permet de construire des nombres premiers trés grands: on
calcule un produit de nombres premiers connus: P=]]p,. On applique le

théoréme précédent & n=mP + 1 pour différentes valeurs de m, et on trouve vite
un nombre premier. Cette méthode ne peut &tre appliquée en cryptographie car il
existe des méthodes de calcul des diviseurs premiers p d’un nombre lorsque les
diviseurs premiers de (p—1) sont petits (cf. {Guy], p. 73).

6 Tests plus récents

Lorsque n est premier, le théoréme de Fermat dit que

a"~!'=1modn.
n—1 ;
Que vaut a 2 =x? On a x?=1modn, et dans le corps Z/nZ, cette équation a
exactement deux racines x= +1. On en déduit un nouveau test: Si a®~ 23
+ 1 modn, alors certainement n n’est pas premier. Ainsi 561 n’est pas premier car

5280 =67 mod 561.



Tests de primalité 227

Cependant il existe des nombres qui vérifient ce test pour tout a premier avec n,
et qui ne sont pas premiers, par exemple 1729.

Définition. Soit n un nombre impair. On écrit:
n—1=m2% avec m impair.
On dit que n est pseudo premier fort (p.pf.) en base a, si

ou bien a™=1modn

ou bien 3Ir, 0<r<s-—1 avec a™* = —1modn.

Un nombre premier n, qui ne divise pas a, est p.pf en base a En effet,
considérons la suite finie: a™, a*™, ..., a*'™, modun; elle se termine par 1. Ou bien

tous les éléments sont égaux a 1. Ou bien soit r le plus grand entier tel que a®™
=x soit différent de 1. On a 0<r<s—1 et x’=1modn donc x vaut +1, et

comme il a été choisi different de 1, il faut —1.

Selfridge et Wagstaff ont calculé que le plus petit nombre non premier, et p.p.f.
pour les bases ac A sont:

N, =2047=23-89 A={2}
N, =1373653=829-1657 A={2,3}
N, =25326001=2251-11251 A=1{2,3,5)

N,=3215031751=151-751-28351 A={2,3,57}

et N, est le seul nombre non premier <2,5 10'° qui soit p.p.f. en base 2, 3, 5, 7. 1}
en résulte un test de primalité pour tous les nombres jusqu'a 10 chiffres decimaux,
adaptables sur les calculettes programmables. Ce test est plus long en temps que
la simple vérification que le nombre # figure dans une table de nombres premiers,
mais une telle table serait trés encombrante.

Enfin, il n’existe pas de nombres de Carmichaél fort: M.O. Rabin a démontré le
résultat suivant {cf. [Rab]):

Théoréme. Si n w'est pas premier, le nombre de bases a, vérifiant 1 <a<n—1 pour
lesquelles n est p.pf. est inférieur a (n—1)/4.

Il déduit de son théoréme le test «probabiliste» suivant: Par un générateur de
nombres au hasard, on construit k nombres a,,...,a, compris entre 2 et n—1. Si n
est p.p.f. en les bases a,,...,q,, alors n est premier avec une probabilité d’erreur
<4~F Bien sir, cette derniére phrase n’a pas de sens pour un arithméticien: Un
nombre est premier, ou ne 'est pas. Les défenseurs de ce type de test disent que
dans un but commercial (par exemple la cryptographie) la garantic de primalité
est suffisante lorsque k>50, et en particulier supérieure a la fiabilité des
ordinateurs. ‘
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Remarquons ici que la méthode de cryptographie décrite au §2 marche si I'on
choisit pour p ou ¢ un nombre de Carmichaél au lieu d'un nombre premier. Le
seul inconvénient est quelle risque alors d’étre décodée plus facilement.

Le calcul de la probabilité se fait par analogie avec la situation suivante; on
associe 4 un nombre premier une urne ne contenant que des boules rouges (tous
les a, 1 <a<n, sont des bases fortes) et 4 un nombre composé une urne contenant
au plus + de boules rouges et des boules noires. Le résultat suivant de probabilités
est indiscutable. Si I'on pioche k fois dans I'un de ces deux types d’urnes, et si 'on
raméne une boule rouge a chaque fois, la probabilite que Purne ne contienne que

des boules rouges est >1—4-*

Théoréme. Si n west pas premier, et si Uhypothése généralisée de Riemann est vraie,
alors il existe a, 2<a<4log®n pour lequel n est p.pf. en base a.

On peut déduire de ce théoréme un test de primalit¢ (cf. [Knu] ou [Coh]).
Malheureusement 'hypothése de Riemann généralisée est une des conjectures les
plus célébres et les plus difficiles des mathématiques.

7 Le test de Adleman, Rumely, Pomerance, Lenstra, Cohen

On a vu dans les tests récents que la considération de a~ "2 au lieu de a"~ ' a
amélioré grandement la situation. L’idée nouvelle ici va €tre de faire jouer aux
petits nombres premiers p impairs, le role du 2 dans (n—1)/2.

a) Nombres premiers initiaux et Euclidiens. On choisit une famille de petits nom-
bres p appelés initiaux. Par exemple la famille {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17; 19} convient
pour tester tous les nombres n<7-10**°. Asymptotiquement, pour tester #, it faut
choisir au moins cloglogr nombres initiaux. On verra que le nombre de pas de
Palgorithme est de I'ordre du produit P des nombres premiers initiaux.

Pour toute sous famille p; =2, p;,.....p;, de nombres premiers initiaux, si le
nombre

Pi Pi, - Py, +1
est premier, on I'appelle nombre premier Euclidien ¢. Pour la famille des p<19, il
y a 53 nombres g Euclidiens.

Les nombres initiaux et Euclidiens doivent étre choisis de fagon que Q, le produit

des nombres Euclidiens soit >]/H. Appelons d(P) le nombre de diviseurs de P et
w{P) le nombre de diviseurs premiers de P On a d(P)=2" et d’aprés un résultat

logP
de G. Robin, (cf. [Rob]) 2 w(P)<1,38401 — =~ On a ensuite
loglogP
o< H(k'l' 1< H(zk) — Dd(P) pd(P)/2 S(Z] /P)zl.dlogPlloglogP-

k{P k|P

Pour avoir Q>1/n, il faut choisir P> (logn)'oslosioen.
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Inversement on peut montrer qu’il y a suffisamment de nombres Euclidiens
associés & des nombres premiers initiaux et quen choisissant P <(logn)eglostoen
on aura Q>]/:;. Mais c’est un résultat assez difficile de théorie analytique des
nombres {cf. [ Adl]).

La premiére partie du test consiste a vérifier que les nombres premiers initiaux et
euclidiens ne sont pas des diviseurs de n.

b) Caractére. Soit q un nombre premier. Le groupe multiplicatif IE* ={1,...,g— 1}
est un groupe cyclique; cest-a-dire, il existe un générateur (et en fait ¢(g—1)
générateurs) g tels que

{gmodq; l<x<qg—-1}={1,2,...,q—1}.

On ne connait guére de résultats sur le plus petit générateur g de IE*. Il en existe
des tables, et I'expérience montre qu'on le détermine assez facilement. Par exem-
ple pour ¢g=7, g=3 convient.

X 1 2 3 4 5 6
3*mod7 3 2 6 4 5 1

Tout nombre m, 1<m<qg—1 peut donc se mettre sous la forme g*modgq avec
1<x<g-—1 et ceci de fagon unique. Si m=g*modg, x sappelle I'indice de m en
base g et vérifie la propriété du logarithme: indice d’'un produit est égal a la
somme des indices.

Sans rentrer dans une théorie générale des caractéres modulaires, (cf. pour cela
[El], ch. 7), si p divise g—1, on pose {,=e**™?. La fonction y définie sur I} et a

valeur dans {{,>=ensemble des racines pitmes de lm{C" 0<k<p-—1}, par x(g¥)
={7 pour x= 1 2, ..., g—1 est un caracteére de conducteur g et d’ordre p. Les

autres caractéres de conducteur g et d’ordre p sont x%, x3 ..., x* ?=1 On remarque
que x? vaut 1. Un caractére est multiplicatif, c’esta-dire x(mm’)= x(m)x(m’).

Lorsque p=2, {,=—1, il i’y a qu'un seul caractére de conducteur g et d’ordre 2
que I'on appelle le symbole de Legendre. Si m=g*modg, on le note:

x(om) = (g) —(~ 1)

ris m . .
Les ¢éléments m de IE* pour lesquels (—) = +1 sont des carrés dans I}, ils corres-
q

pondent aux valeurs paires de x.

¢c) Somme de Gauss. Soit {,=e**™. On définit la somme de Gauss 7(x) associée au
caractére y par:

()= Z x(m) (5.
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La détermination des sommes de Gauss est loin d’étre achevée, comme le montre
larticle de synthése [Ber]. Cependant lorsque p=2 on sait que

T(X)=]/Z] si g=1mod4
r(x)=i]/c} si g=3mod4.

On a le théoréme suivant:

Théoréme. Si n est premier,

(O —x(n) ™"t (})=0mod nZ[{,, (]

Remarque. Le membre de gauche s’exprime comme un polyndme de la forme
> a,,X"Y’ avec X={, Y={, ce qui entraine que X?=1 et Yi=1 Le

l<u<p-1
I<v<g-1
theoréme exprime que tous les coefficients a, , sont multiples de n.

Démonstration. Si # est premier, les coefficients multinomiaux sont divisibles par
n, ce qui entraine:

-1

(t()"= Y x(m)' (7" modnZ{(,, (1.

m=1

On fait le changement de variable t=mn, on obtient

= Y a7 '=xn7y Y (0"

1<t=<qg-1 l<t<g—1

ou n~' désigne Iinverse de n dans IF;*. Comme y est multiplicatif y(n~=")=(x(n))~"
et cela achéve la démonstration.

Le théoréme précédent joue le réle du théoréme de Fermat: Si la congruence n’est
pas vérifiée, c’est que n est composé. On l'appliquera de la fagon suivante:

Test. Existe-t-il n(y)e{(,> tel que
()" —n() "t =0modnZ[{, 17

Lorsque p=2, y(m)= +1, et pour n impair y"=y. Le test devient donc
()"~ '= +1modn

et compte tenu de la valeur de ©(y),

n—1

g 2 =+1modn.

d) Condition Z,. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. La condition &, est
vraie sl pour tout r premier divisant n,

v (P =1)=v, (P~ 1),
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On désigne par v,(N) le plus grand exposant « tel que p* divise N. Soit k
=p,(n?~ 1 —1). Cette condition peut encore s’ecrire:
&,. Vr premier divisant n, r?~'=1modp"
Sous cette forme, on voit immédiatement qu’elle se généralise a tous les diviseurs
R de n. On définit ensuite [ (R)eZ/pZ par
RF-1-1

nP- -1

L(R)= mod p

C'est-a-dire, si R?~'=14ip* | (R)=Amodp. On a

L(RR)=1(R)+1,(R)
et I (n)=1
Proposition 1. Si le test marche (cest-d-dire n(y)e{(,>) et si £, est vraie, alors n(x)
=y(n) et pour tout diviseur R de n, y(R)=y(n)'*®.
Proposition 2. Si n?~ "1 mod p? alors %, est vraie. Si pour un certain g, tel que p
divise g—1, on a n(x)* 1, alors &, est vraie.

La premiére moitié de la proposition 2 découle immédiatement du théoréme de
Fermat. On trouvera la démonstration de ces deux propositions dans [Len]. On
voit d’aprés la proposition 1, que ce n’est pas la peine dans le test de vérifier que
1(x)=x(n), puisque ceci est assuré sous la condition #,. Enfin cette proposition 1
donne un renseignement sur un diviseur éventuel R de n.

e) Description de Palgorithme. Pour chaque p initial poser 1,=0
si n?~'#1modp?, poser A,=1.
Pour chaque ¢ euclidien tel que p divise g —1. Calculer #(})

si n(})¢<{,> écrire «n est compose» et aller a fin
si n{x)*1, poser 4,=1
g suivant.

Si A,=0, essayer d'autres g premiers tels que p divise ¢—1, pour trouver un
n(x)#+ 1. Si on n’en trouve pas, écrire «le test a échoué» et aller & fin.

p suivant.
Pour 0<i<P —1, s’assurer que 7' modQ n’est pas un diviseur non trivial de n.
Ecrire «n est premier»

f) Justification de Palgorithme. Supposons que n ait passé le test et ne soit pas

premier. Il a alors un diviseur premier rsﬂ. Les nombres [ (r) existent pour
tous les p initiaux, et par le théoréme chinois, on peut assurer I'existence de /,
0<i<P-1, tel que

I=1l,(rymodp pour chaque p imitial.
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On a alors,

2= x(n)'?? = x(n) = x(n')
pour tous les caractéres y envisagés. Posons n' modQ=r, avec 0<r,<Q. On a x(r)
= y(r,) avec 0£r§ﬁ<Q.

Pour p et g fixés, que veut dire y(a)=yx(b)? Si a=g* et b=g’, cela veut dire p
divise (x —y). Si 'on a y(a)=yx(b) pour tous les caractéres =y, tels que p divise
g—1, on aura donc, pour g fixé, g—1 divise (x—y), Cest-a-dire x=y et donc
a=bmodg. Si ceci est vrai pour tous les g, on aura a=bmod(.

Nous aurons donc ici r=r, puisque ces deux nombres sont dans I'intervalle [0,Q
—17. Or a derniére étape du test montre qu'aucun nombre #, ne divise n.

Remarques. [ ’algorithme ci-dessus est probabiliste. S’il €crit «n est premier» alors
cela garantit que n est premier. Mais il se peut que le test échoue. Cependant si le
nombre n est premier, les valeurs de n(y) se répartissent €galement dans {(,»> pour
les diverses valeurs de g, et il existe une trés forte probabilite pour que le test
marche. Le test probabiliste de Rabin garantissait quun nombre €tait compose,
mais échouait pour certains nombres composés. Le test d’Adelman garantit qu'un
nombre est premier mais échoue pour certains nombres premiers. Cependant il
existe une version deterministe du test d’Adleman (cf. [Len]) plus compliquee, qui
décide complétement si n est premier ou compose.

g) Calcul de y(y). Lorsque p=2, on peut remplacer le calcul de 5(y) par celui de
E=q"""?modn, avec les mémes propriétés, cest-a-dire: si £+ +1, écrire n est
composé, et si {=—1, poser 4,=1. En fait on a n=¢ sauf s1 n=¢g =3 mod4, mais
dans ce cas la condition &, est automatiquement réalisee.

Lorsque p+2, on peut grandement simplifier le calcul de #(y) en utilisant le sym-
bole de Jacobi, qui permet de travailler dans Z{{,] et comme p est petit, cela est
relativement facile. Si y et y' sont deux caractéres de conducteur g, on définit la
somme de Jacobi: '

o)=Y  xxx(1-x).

2<x<g—1

La somme de Jacobi est reliée aux sommes de Gauss par la formule: Si a,beZ et
p ne divise pas ab(a+b),

e ,,zf(x")r(x*’)
i) e

Soit G le groupe de Galois de I'extension Q((,) sur Q. G est isomorphe & (Z/pZ)*,
et I'lement ¢,€G agit sur {, par
=G5

Un ¢lément de Z[(,, {,], comme par exemple t(y), s’écrit
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p-1 .
o= Y Am{; avec AmyeZ{{,]
m=0
et ¢, agit sur g par:
p—1
o= =), Am) (™.
m=0

On voit que cette action revient a permuter les valeurs de A(m).

On définit ensuite Yanneau Z[G] qui est 'ensemble des €léments de la forme p
=k,o, tk,0,,+...+k;o.. Un tel element agit sur ¢ par:

0 =(p"x1)"1 (g"x2)F2 .. (p*i).
On a ainsi:

JOO Xy =TT or e

et le test du c) s’écrit:
o))"~ =) "mod Z[{,, {,]

en remarquant que t(x)t(¥)=x(—1)g et donc que t(x) est inversible modulo n.
On est donc amené i chercher deux éléments « et f de Z[G] tels que

JGE X =t(f =0 et (1.
Par un calcul dans Z[G], (voir {Coh], p. 19), on peut prendre a=b=1,

-, 5 2

l<x<p-—-1 p
p= ) o7
pfl<x<p—1

o [w] est la partie entiére de w et o' est l'inverse dans G de o,. On a alors

JG XY =n(x)~*"modn
20-1-1 . . .
avec f§,=2 — La condition (ﬁ#l est assurée si p ne divise pas f,, ce qui
est réalisé pour tous les p<10° excepté 1093 et 3511.

Le calcul de j(x, ) est fait une fois pour toutes, et le calcul de #(y) se fait en un
nombre de pas polynomial en logn.

h) Remarques finales. Le méme algorithme a été étudié par H.Cohen et
H.W.Lenstra en y ajoutant des exposants aux nombres premiers initiaux et
Euclidiens. Ils remplacent P par un nombre ¢ pair et ¢ par

e(t)=2 H qvq(r)+ 1.

q premier
qg—1]¢
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Cela permet d’accélérer Palgorithme en pratique, mais la théorie se complique et
notamment le cas p=2 trés simple ici, devient le plus difficile a traiter. On trou-
vera dans {Coh] un algorithme détaillé de cette méthode. En théorie, le nombre
d’opérations de ce test est encore de 'ordre de (logn) 's'e'*e" et I'existence d’un
test de primalité polynomial en le nombre de chiffres de n n’est pas encore
prouvee.

On peut voir, en conclusion, que lutilisation des ordinateurs, et surtout les
méthodes de cryptographie ont conduit les mathématiciens & intensifier leurs re-
cherches dans un domaine de larithmétique — la recherche des facteurs premiers
— qui nintéressait, il y a 15 ans que les amateurs de curiosités scientifiques.
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