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DES APPLICATIONS DE L’ ARITHMETIQUE
A L'INFORMATIQUE -
PAR JEAN-LOUIS NICOLAS

C’est une excellente initiative de rééditer les récréations arithmétiques
d’Emile Fourrey. L’arithmétique n’est plus gure enseignée de nos jours,
mais quantité de revues scientifiques de tous niveaux ont un grand succés
en parlant de problémes de nombres. Différentes compétitions ou railyes
regroupent sur le théme mathématique de nombreux lycéens, et méme
des collégiens et I"arithmétique joue, dans ces joutes plaisantes, un role
non négligeable. Enfin, les ordinateurs influent fortement sur cet attrait,
car I"arithmétique est facile & programmer et, en revanche, 1’ordinateur
exécute les opérations ennuyeuses en laissant 2 1'exécutant le plaisir des
résultats. _

Emile Fourrey aurait certainement beaucoup apprécié le probléme dit
« 3 x + 1 » Vous prenez un nombre ; s’il est pair, vous le divisez par
deux ; s’il est impair, vous le multipliez par 3 et vous ajoutez 1. Et puis,
on recommence. On constate que I’on tombe sur 1 au bout d’un temps
plus ou moins court.

Exemple :
13, 40,20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

La suite qui démarre A 27 est beaucoup plus longue. Chacun peut
faire & la main, ou avec une machine, quelques essais. Mais voild, on ne
sait pas démontrer que I’on tombe toujours sur 1. On I'a vérifié dans de
nombreux cas, mais on n’a pas de preuve mathématique. .

L’informatigue a remis 2 la mode certaines parties de I'arithmétique,
par exemple, 1'écriture des nombres avec les chiffres. On a réfléchi a
différentes possibilités de représenter des nombres dans 1'ordinateur,
mais la bonne veille méthode d'écrire les nombres avec leurs chiffres
dans une base (base 10 pour les hommes, base 2 pour les ordinateurs) est
toujours fidele au poste. Les nombreux problemes posés par E. Fourrey
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sur « les nombres abstraits ». dans la premiére partie de son ouvrage,
inspireront peut-étre des informaticiens pour ame’lliorer un de }eurs logi-
ciels. Le probléeme 73, qui éudie une famille optimale de poids, est un
bon probléme d'algorithmique.

Je veux traiter ici de deux questions : le calcul des puissances, et lla
méthade de factorisation « ro » de Pollard. Ces deux sujets sont .a.]? fois
simples et attrayants et, de plus, ils sont d’une trés grande unh'te :']?
calcul des puissances a comme conséquence les tests de prlfnallte
modernes (savoir reconnaitre qu'un nombre est premier) et la rpethode
de cryptographie (transmission secréte des messages) RSA qui ,serom
bridvement évoqués ci-dessous. Quant & la méthode « ro », ce qu elle a
de surprenant, c’est sa simplicité et le fait qu'etle n'est pas issue de
I’arithmétique A proprement parler.

L’algorithme des puissances

Si ’on veut calculer 2, on peut multiplier 2 par 2, puis le résultat par 2,
puis, efc., et au bout de 15 multiplications, obtenir 2. Mais on peut
aussi calculer 2 = 4, puis 4° = 16, puis 16° = 256, puis 256" = 65 536 et
obtenir le résultat en seulement 4 multiplications, en utilisant I’égalité

w@yy) =2v

Si 'on veut calculer 2'*", sachant que | 024 = 2", au lieu de
1 023 mulsiplications, par la premieére méthode, il suffira de 10 opéra-
tions par la seconde, ce qui est un gain appréciable.

Oui, mais si exposant n'est pas lui-méme une puissance de 2
comment faire ? On utilise alors 1'écriture de [’exposant en base 2 :
Pour calculer @”,

1. Ecrire b en base 2.
2. Supprimer le « | » & gauche.
3. Remplacer « 1 » par CM et « 0 » par C.

4, On part de 4, et on effectue les opérations 2 partir de la gauche.

C est I’élévation au carré, M est la multiplication par «.

Exemple  cateul de 2"

1. 23 s’écrit en base 2. 10111
2. Supprimer le « 1 » & gauche 0111
3 CCMCMCM

4,2C4C 16 M32C 1024 M 2048 C 4194304 M 8388608
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La justification peut se faire par récurrence sur le nombre de chiffres
de 'exposant b en base 2. Pour les lecteurs un peu plus savants:c’est en
fait une variante de I'algorithme de Homer pour évaluer un polyndme.

Pour évaluer le polyndme
ax' + by +¢x + d,
le schéma de Horner P'écrit :
(lax+ M) x+eYx+d.
De fagon semblable, I'écriture de 23 en base 2 permet d’écrire :
=2 +0-2+24+2+1=((2+02+ )2+ 1)2+1

et, pour calculer &%, on calcule &**", puis @*** = &', puis a***' = g, et
enfin g" 24! = g%,

Dans le probléme 158, qui est plus difficile que la moyenne, Emile
Fourrey étudie le chiffre terminal d'une puissance. Si 'on regarde les
puissances successives de 1994, on voit qu’elles se terminent alternative-
ment par 4 et par 6. Si 'on regarde les deux derniers chiffres des puis-
sances de 1994, on voit que 1994 et 1994" se terminent tous deux par
36, et qu'il y a ainsi une période de longueur 10.

Et si I'on veut connaitre les quatre derniers chiffres de 1994" 2 On

peut utiliser 1'algorithme des puissances, mais en ne conservant que les
quatre derniers chiffres des nombres utilisés.

Calculer les quatre derniers chiffres de 1994",
Le calcul peut se faire avec une calculette « quatre opérations » ;
1. Ecrire 13 en base 2 : 1101
2. Supprimer le « 1 » & gauche : 101
3. Remplacer 1 par CM, 0 par C : CMCCM
{C est 1I’élévation au carré, M est la multiplication par 1 994),
4. Rentrer | 994,

Effectuer le premier C : 1994° = 3 976 036.

Garder les quatre derniers chiffres ; 6 036.
Effectuer le premier M : 6036 x 1994 =12 035 784.
Garder les quatre derniers chiffres : 53784,
Effectuer C: 5 784% = 33 454 656.
Garder les quatre derniers chiffres ; 4 656,
Effectuer C: 4 636" =21 678 336.
Garder les quatre derniers chiffres : 8 336.

Effectuer le dernier M : 8336x1994=16621 084,



X DES APPLICATIONS

Garder les quatre derniers chiffres : 1 984.
5. Résultat : les quatre derniers chiffres de- 1 994" sont 1 084

En janvier 1994, D. Slowinski vient de battre le record d::ugl\onde du
pius grand nombre premier connu. Il s’agit du nombre N = 2" — 1. Le
logarithme décimai de ce nombre vaut :

log,, (N) = 258 715,1 123,

C’est donc un nombre de 258 716 chiffres décimaux. '

Comme 10 = 1,29..., on voit que les trois premiers chiffres de N
sont 129. Par la méthode ci-dessus, on peut calculer ses quatre derniers
chiffres décimaux.

Le test de Fermat

Soit p un nombre premier, et @ un nombre plus petit que p. Le petit
théoréme de Fermat affirme que :

a'=1lmodp

autrement dit, que p divise a’ ' = 1.
Soit # un nombre impair. On dit que n passe le test de Fermat en base
asil'ona:
a'=1modn

auirement dit, si n divisea” ' — 1. - .

D’aprés I’algorithme des puissances décrit plus_haut, ce test est trés
rapide 2 exécuter : on écrit n - 1 enbase 2, on _supprlme’z’lej 1a gauche, 02,
remplace 0 par C, 1 par CM, mais cette fois-ci, C est I"élévation au carr
modulo n, ¢’est-a-dire que ’on €léve au cgmf:, puis on prend le reste d‘e la
division par n. De méme, M est la multiplication par a modulo 7 : on
multiplie par a, puis on prend le reste- de_ ja d1v1§19n par n. mer un
nombre n de 100 chiffres décimaux, le logarithme décimal de 7 est, a unf
unité prés, égal & 100, le logarithme en base 2 de n est 100/9,30 103:.. =
332,193, et le nombre de chiffres de # en base 2 est certainement mfe-
rieur 3 350. Le nombre d’opérations C ou M & effectuer est donc infé-
rieur & 700. On peut donc effectuer le test de Fc?nnat pour un nomt.)re n
de 100 chiffres au prix de meins de 700 opérathns, chacune constituée
d’une multiplication de deux nombres de_ 100 chlf_fres au plus et suivie
d’une division par . Ceci s’effectue trés vite en ordinateurs.

D'aprés le petit théoréme de Fermat, si un \nor.nbre? n plus grand que a
ne passe pas le test de Fermat en base 4, c’est-a-dire s1

a T#1 mod n,
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alors, certainement, n est composé, ce qui veut dire non premier. Il est
donc facile de montrer qu'un nombre n est composé, mais cette méthode
ne fournit pas de diviseur de n.

Par contre, il existe des nombres composés qui passent le test de
Fermat. Lorsque a = 2, le plus petit est 7 = 341 = 11-31. Ce nombre est
dit pseudo-premier en base 2 (pp — 2). C. Pomerance, J. Selfridge et
S. Wagstaff ont calculé que jusqu'a 25 milliards, il y avait exactement
21 853 nombres pp — 2, tandis qu'il y a un peu plus d’un milliard de
nombres premiers. On voit donc que si un nombre au hasard inférieur a
25 milliards passe le test de Fermat, la probabilité qu’il soit composé est
inférieure 4 22 000 - 10-°, ce qui est trés petit.

L’existence de ces nombre pseudo-premiers a considérablement
compliqué la recherche de tests de primalité. Frangois Morain a écrit un
programme basé sur la méthode d’Atkin utilisant les courbes elliptiques
(méthode qui nécessite des développements mathématiques de haut

niveau) et qui permet de prouver rigoureusement qu’un nombre jusgqu’a
1 500 chiffres décimaux est premier.

Le protocole de cryptographie RSA

Cette méthode d’échange de messages secrets tire son nom de ses
trois inventeurs Rivest, Shamir, Adleman, et date de 1978. Le chef de
réseau Alice exécute les opérations suivantes pour mettre en place le
protocole :

I. Construire deux nombres premiers p et ¢ de 100 chiffres environ.

2. Calculer n = pq.

3. Calculerg=(p-1)(g-1).

4. Choisir ¢ au hasard, premier avec @, et plus petit que ¢.

3. Calculer 4, tel que ed = 1 mod ¢ (ceci est possible grice A "algo-
rithme d’Euclide étendu).

6. Publier n et e. Garder secret p, ¢, ¢ et d.

Pour envoyer un message 4 Alice, Bob le met sous la forme d’un (ou

plusieurs) nombre(s) M plus petit(s) que ». Il calcule ensuite par I’algo-
rithme des puissances :

C=M'modn

ce qui est facile puisque e et n sont publics. Pour lire la lettre de Bob,
Alice calcule CY mod n, grice au nombre secret de déchiffrement d
quelle connait. On peut démontrer que

M =C"mod n.
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Pour le moment, on ne sait pas factoriser de grands nombres, La taille
maximum des nombres que l'on sait systématiquement décomposer en
facteurs premiers ne dépasse guére une centaine de chiffres. Par consé-
guent, un ennemi qui espionne Alice et Bob ne saura pas trouver pet g 4
partir de 1 (qui a environ 200 chiffres).

Mais, si I’on savait factoriser des nombres d’une certaine taille en un
temps comparable & celui de construire des nombres premiers de méme
taille, alors ce protocole RSA ne serait plus d’aucune utilité.

La découverte de cette procédure RSA a vivement intensifié les
recherches en arithmétique, notamment sur les nombres premiers et les
algorithmes de factorisation. Nous présentons ci-dessous l'un de ces
algorithmes, mais il faut d’abord évoquer le paradoxe des anniversaires
qui est 4 la base du fonctionnement de la méthode « ro » de Pollard.

Le paradoxe des anniversaires

On supposera dans ce qui suit qu'il 'y a pas d’années bissextiles ou,
plus exactement, gu'on exclut du jeu f[es personnes nées un
29 février. On supposera également que les naissances se répartissent
équitablement entre les 365 jours de I"année.

Le principe des tiroirs affirme que, si une commode comprend
k tiroirs, et contient & + 1 chaussettes, un des tiroirs contient au moins
2 chaugsettes. C'est ce principe qui est utilisé dans le probleme 213,
p. 165, du livre d’Emile Fourrey, sur le nombre de cheveux.

On réunit n personnes. Si n = 366, d’aprés le principe des tiroirs, il y
a sirement deux personnes qui ont leur anniversaire le méme jour, Mais
si n < 365, on peut toujours choisir n personnes avec des anniversaires
différents.

Le paradoxe des anniversaires est que si 1’on réunit au hasard
23 personnes seulement, la probabilité que deux personnes aient méme
Jour d’anniversaire est plus grande que celle de I'événement contraire,
¢’est-d-dire que les 23 personnes aient des jours anniversaires distincts.

Justifions I'assertion ci-dessus, Le nombre de cas possibles est 365
Comptens le nombre de cas ol les anniversaires sont tous différents, et
faisons rentrer les 23 personnes une 2 une. Pour la premiére, son jour
anniversaire importe peu, il y a 305 cas favorables,

Pour la deuxitme, le seul impératif est que son jour anniversaire soit
différent de celui de la premigre personne, soit 364 cas.

Pour la troisitme, 363 cas favorables, etc. ‘

Soit, au total,

N=365x364x...x(365 —23 + 1) cas.

DE L’ARITHMETIQUE A L’INFORMATIQUE Xl

On calcule p = N f(365)* =049 270 < 1/2.

Il y a donc une probabilité 1 — p > 1/2 que deux personnes au moins
aient leur anniversaire le méme jour.

Posons m = 365, et supposons qu’il y ait n personnes, avec n < m.

La probabilité ci-dessus s’écrit :

n-1
_ =m(m—1)...(m—n+1)= _’i_
p=p(m, n) - kI}(l m)

En utilisant I'inégalité log (1 + x) < x, valable pour tout x > -1, on
obtient :

n-1 n—1
= k 1 _ nln=-1)
1 . = 1 1~ < - Yy =_
og p (m, n) Z og( m) ( E BT

k=1 m\ iz 2m
et encore

plm, n) < exp (_ M) .

2m
En fait, lorsque n n'est pas trop grand, I'inégalité ci-dessus est
presque une égalité : pourm=365etn =23, 0na: :

exp(~ i’;;i_)) = 0,49 999 825, et p(m, n) = 0,49 270,

Lorsque I’on réunit 60 personnes, I’inégalité ci-dessus donne :

60.59
365,60) < =) =),
p(365,60) exp( 205 5) 0,00783
et il y a moins d’une chance sur 100 que les 60 personnes aient leur anni-
versaire tous différents,
Le paradoxe des anniversaires a trouvé de nombreuses applications

en mathématiques et en informatique, en particulier la méthode « ro » de
Pollard.

Le théoréme « de la poéle i frire »

Soit E un ensemble & m éléments, par exemple E = (0, |, ..., m — 1} et
[ une application de E dans E. On part de X, fixé dans E et I'on calcule
X, = )f(,:_r‘,), Xy = flx}), etc. Nous allons montrer que la suite X, ainsi obtenue
est periodigue aprés quelques termes exceptionnels.

Exemple : Prenons m = 17, et fix) = x* — 1 mod 17, ¢’est-a-dire le
reste de la division de x* - 1 par 17. On part de x, = 2.
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On obtient successivemnent : 1, = 3
xn=8
=12
Xy= 7
xg =14
Xo= 8
el comme X, = X, ON aura x; = X3, ... €l P'on voit ainsi que la suite

« cycle »,
Ceci peut se dessiner :

oy
W &

14

et P’on voil apparaitre la poéle & frire avec la queue (2, 3) et le cycle
(8, 12, 7, 14). Les Anglais, moins bassement intéressés par leur estomac,
préferent dessiner la lettre grecque ro

12

14

DE L ARITHMETIQUE A L'INFORMATIQUE XV

Le théoréme de la pokle & frire va montrer que la situation présentée
dans 'exemple ci-dessus est générale. La philosophie que 1'on peut en
déduire est que « tout processus fini est ultimement périodigue », ¢’est-3-
dire que, lorsque le nombre de situations possibles est fini, on retombe
toujours, au bout d’un certain temps, sur une situation déja rencontrée.

Théoréme : Soit E un ensemble fini 4 m éléments, f une application
de E dans E, x, un élément de E. On construit la suite x, = fix)), x, =
fix,), etc. Il existe deux constantes |1 2 0 (longueur de la queue) et L 2 |
{longueur du cycle) telles que :

LR VYR PRSP Oy n'apparaissem qu'une fois dans la suite.

¢ Ng X Xy g a o SOnT tous distints.

s porn2 W, ONax, =X,

Lorsque |\ = 0, on dit que la suite est purement périodique.

La démonstration de ce théoréme repose sur le principe des tiroirs
rappelé plus haut dans le paragraphe sur le paradoxe des anniversaires.
Les éléments x;, x|, ..., X, sont en nombre m + 1, et sont tous dans
I'ensemble E qui & m éléments. 11 y en a donc au moins deux qui sont
€gaux. Maintenant, parmi ces couples {i, j}, 0<i<j<mtels quex; = x,
on choisit ceux tels que / est minimum et, parmi ces derniers, celui tel
que j soit minimum, et on appelle ce couple {[, )L+ A}.

On axy = x, ., par construction et

A1 = f(-"p) = f(xy 4 W=Yaps)
puis, par récurrence, X, .3 = X, pour tout n 2 .
~ Montrons que xy, x|, ..., X) , 4 | sont tous distincts :
Si‘l'on .a\‘fait..\'{- =yavec0<i<jS A+~ 1,onaurait7 > (puisque [t a
été choisi minimum), et donc x;, | = Yoretpourtouts2 L, , =X,
En faisantf = A + n - j = 1, on aurait :
Viar =X ep= Ay

et

U+ lSitt=A+U+i—j<h+p
et cela contredirait e choix de A + p comme indice minimur.

I reste & montrer que x, x,, ..., X, _, n'apparaissent qu’une fois dans
la suite : les valeurs prises par x, pour n 2 [l sont exactement les valeurs
Xs Vg 1. Yy 4 - €F CES valeurs sont distinctes de xg, vy, ..., Xyt

Epacte. Avec les notations du théortme de la poéle 2 frire, nous
allons montrer qu’il existe des indices » tels que x, = x,,. Le plus petit de
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ces indices est appelé épacte de la suite (v,). 1l est noté e, et vérifie que
e=hsipg=0,ctsipz1, )
usesp+i-1.

D’aprés le théoréme ci-dessus, pour avoir x; = x; avec [ < j, il faut
avoir § 2 W et j - i multiple de A. Pour avoir x, = x,, il faut avoir n 2 1,
n =L, et 2n — n = n multiple de A.

St = 0, n est le plus petit multiple de A strictement positif, ¢’est
donc A. Sip > 1, e est le plus petit multiple de A qui est 2 @ ¢’est donc
I'un des nombres L, + 1, ..., 0+ A= 1,

La méthode de factorisation « ro » de Pollard

Cette méthade est née de la question suivante, complétement indépen-
dante de I’arithmétique : si dans le théoréme de la pogle 2 frire, on choisit
au hasard le premier terme de la suite x,, et 'application f de E dans E,
quelles sont, en moyenne, la taille de la longueur de la queue |, de celle
du cycle A, et de I’épacte e ? Les seules inégalités fournies par Ia
démonstration de ce théoreme sont 0 < pu<m— 1L, A2 L, p+A<mel
1L < e <+ A. On pourrait donc s’attendre & ce que les valeurs moyennes
de 11, A, e soient de 1’ordre de grandeur de m, lorsque m tend vers I'infini.

En fait, par le paradoxe des anniversaires, les égalités x; = x; de deux
termes de la suite arrivent beaucoup plus souvent que I'on pourrait le
penser, el la taille moyenne de W, A, e est voisine de ym (de la méme
facon que 23 est plus proche dey/365 que de 365).

Plus mathématiquement, si 1'on considére comme également
probables les m éléments de E comme premier terme de la suite, et
qu’aussi les m" applications de E dans E sont également probables, alors
on peut montrer que

valeur moyenne de |1 = valeur moyenne de A '~ %n =0,62... ym.

et que (c'est un peu pius difficile) :

| de e~ \ M= 103, m,
valeur moyeﬂne e ¢ 288 m

Soit ¢ un nombre Gui vaut soit + 1, soit — |, et p un nombre premier.

Onchoisit E=1{ 0,1, ...,p— 1], x,=2, et flx) = x¥* + ¢ mod p.

Lorsque p = 17 et ¢ =~ L, c’est Pexemple que nous avions choisi
pour illustrer le théordme de la pogle a frire. On construit la suite
£ =flxg), - x, ,, =flx,) et on désigne par e(p, ¢) I"épacte de cetle suite.

v et et et ok A R A 0 e
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Conjecture : Pour ¢ = % 1, et tout p premier, on a:

etp.c) S VP ToE .

Cette conjecture a été vérifiée par ordinateur pour tout p inférieur &
un million. Pour tout p < 10%, on aelp, c) <3 800 pour c =% .

Compte tenu du raisonnement probabiliste précédent, cette conjec-
ture parait assez raisonnable. Cependant, ce raisonnement probabiliste ne
permet pas de démontrer quoi que ce soit pour 'épacte d’une suite parti-
culiére, avec ¢ et p fixés, et on ne voit pas du tout comment attaquer
celte conjecture. :

Soit N un nombre 2 facteriser. On s’assure d’abord que N n'est pas
premier (par exemple en utilisant le test de Fermat décrit plus haut), puis
on réalise I’aigorithme suivant :

Données X0 =2 ;¢ =+ 1; N afactoriser.

X:=X0;

. Y:=X0;

Pour k de 1 & kmax faire

X:=X’+cmodN;
Y:=Y'+cmodN;
Y:=Y’+cmodN;
D:=pgcd (Y - X,N);
SiD s 1, s’arréter ;

k suivant.

Soit z, la suite de nombres entiers naturels définis par z, = 2, et
Z; 4 = 21 + ¢. On remarque que, dans la boucle de I'algorithme ci-
dessys, juste avant le calcul de D, la mémoire X contient z;mod NetY
contient z, mod N.

Soit p un facteur premier de N, et soit e = e(p, ¢) I'épacte de la suite
x, définte précédemment, et qui est exactement ;

X, =z, mod p.

Que se passe-t-il lorsque k = e dans I’algorithme ci-dessus ?

Onax, =ux, par_.dféfinition d_e ’épacte, ce qui se traduit par p divise
Zy — % Comme p divise N, p divise Y — X qui vaut z,, — z; mod N, et
ainsi p divise D qui sera différent de 1. L’algorithme s’arrétera donc
srement lorsque & = ¢ = e(p, ).

Si 'N n’est pas premier, son plus petit facteur premier p est YN, et si
la conjecture ci-dessus est admise, on aura :

e(p, ¢) S%\/p logp< 31—‘/21\1'“ vIog N
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ce qui est nettement plus rapide que 1'algorithme des divisions succes-
sives par les nombres premiers <yN.

Remarques

L. En général, lorsque |’algorithme s’amréte, D est un diviseur de N
différent de N lui-méme. On vérifie alors que D et N/D sont des nombres
premiers, auquel cas la factorisation est terminée. $i D ou N/D ne sont
pas premiers, on recommence avec eux la méthode « ro » de factorisa-
tion. IF peut arriver que D soit égal A N. C'est le cas avec N = 1 591
=T7Tx43 et ¢ =~ 1, car les épactes e(7, —1) et e(43, —1) sont toutes deux
égales & 6. Dans ce cas, on recommence la méthode ro avec une autre
valeur de ¢.

2. La méthode n'est absolument pas démontrée, cependant, on
constate qu’elle marche, et qu’elle fournit un résultat D dont il est facile
de voir que c’est un diviseur de N. Les explications précédentes ne sont
pas une preuve, mais des observations qui ont conduit les auteurs de 1a
méthode & penser qu’elle serait efficace.

3. Si P'on exécute I’algorithme avec kmax = 3 800, et que toutes les
valeurs de D calculées sont égales & 1, alors on est siir que le nombre N
n'a pas de facteurs premiers < 1 000 000, Cela résulte des calculs de
e(p, ¢y pour p £ 1 000 000 et ¢ =+ | qui ont montré que e(p, ¢) est
toujours < 3 800. C'est une trés bonne méthode pour s’assurer qu’un
nombre n’a pas de petits facteurs premiers.

4. Pourquoi f{x) = »* + ¢ ? D’abord on observe que sur 1'ensemble
E={01, .., p- 1}, toute fonction de E dans E peut s'écrire flx) =
P(x) mod p, ot P(x) est un polyndme de degré < p — |. (En fait, Sx) est
¢gal & son polynéme d'interpolation de Lagrange). Si f{x) est un poly-
nme du premier degré, 1'épacte de la suite X, 41 = flx,} peut étre assez
grande, et ce phénoméne est utilisé dans la construction de générateurs
de nombres au hasard. On choisit donc un polyndme de degré 2 (mais la
méthode marcherait aussi en choisissant f{x) = ¥* + [, seulement les
calculs seraient un peu plus longs). Le choix de ¢ = 0 n'est pas Jjudicieux.
Le choix de ¢ = - 2 non plus pour des raisons plus longues A expliguer.
Ces deux valeurs donnent une épacte qui peut étre grande. Tout autre
valeur de ¢ peut étre utilisée.

5. Lorsque I’on fait une analyse d’urines sur une population 4 faible
-Tisque, on peut mélanger les urines de 10 personnes et faire un test sur cet
¢chantillon global. Si le test est négatif, les 10 personnes sont saines. Si
le test global se révele positif, il faut refaire des tests individuels. Dans
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I"algorithme ci-dessus, le cofit du calcul du pged est assez élevé, On peut
initialiser A & 1 au tout début, et remplacer le calcul de D par:
Ar=A*(¥Y-X)mod N
Si & multiple de 10, alors

D :=pged (A, N);
SiD# 1, s’arréter ;
A:=1.

Il faut tester si p divise (Y — X). On ne le fait qu’une fois sur 10, en
multipliant entre elles les valeurs successives de Y — X. Comme dans les
analyses d’urines, le choix de 10 n’est pas forcément le meilleur.

6. La méthode est trés facile 2 programmer. Elle nécessite un
langage d’ordinateur muni de multiprécision, ¢’est--dire d’un logiciel
traitant les grands entiers, si on ne veut pas se cantonner i des nombres
trop petits. Mais ces logiciels sont de plus en plus fréquents.

Jean-Louis NicoLAs
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