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REPARTITION DES NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES DE RAMANUJAN

par

Jean-Louis NICOLAS (1)

1. INTRODUCTION. On dit ou'un nombre cutier A est hautement composé si toub

nembre M plus petit que A =2 moins de diviseurs gue A . Si 1'on définit
d(n) = nombre de diviseurs de n , on sait que, si la décomposition en facteurs

premiers de n est :
. as —
n = _| p;; » oma d(n) = |.| (ai + 1) .
i : i

La définition devient : A est hautement composé si et seulement si :
(1) M < A ==pd(M) < a(A) .

S. RAMANUJAN ( 8 ) a défini et &étudié les nombres havtement composés, démontrant
les propriétés suivantes :

b
-~ 8i A=o2° 3 3. Py K est un nombre hautement composé, on a :

(2) 4. 3 8. % ees B &

et § l'exception de A =4 et A=36,o0na : 2, =1 ([8], 5 8).
k

- 8oit p = Py le plus grand nombre premier divisant A , soit A un nombre
premier plus petit que p , S. RAMANUJAN donne des formules permettant de déter-
miner 8y 8 une unité prds lorsgue A est grand, et domnant un équivilent d=

a, lorsque A est petit ([8],§5 18 & 24).

A
- Le quotient de deux nombres haubement composés consécutifs tend vers 1 ,

et Q(X) , le nombre de nombres hautement compos€s inférieurs 2 X , vérifie :

([81, § =28)

QX))
(3) iiz log X ®
(1)

Ltauteur de cet artisle a regu l'octroi n® A 7201 du Conseil National de
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- Enfin, 8. RAMANUJAN définit les nombres hautement composés supérieurs
(Dﬂ, §32) dont nous rappelons la définition et les propriétds un péut plus

loin et ‘qui sont & la base des ré&sultats.obtenus dans cet article.

En utilisant principalement le r&sultat de A.E. INGHAM ([4]) af-

firmant.que pour gfs T$ 1, o0na:

T
X .

log x

(4) T(x + xT) - 1(x) ~

ol w(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs & x , P. ERDUS
et L. ALAOGLU ént donné (Eﬂ, thésréme 13) uné-formule permettant de dé-
terminer ay 8 une unité prés quel que soit A, et P. ERDYS a amélioré la
formule (3) en montrant (Eﬂ) :

(5) QX)) > (log x)1*C

L'objetrde cet article est d'étudier la répartition des nombres
hautement compdsés entre deux nombres hautement compos@s sup@rieurs consé-
cutifs. Nous montrerons que ce probléme est 1ié & celui des approximatié#s
diophantiennes du nombre 6 = log 3/2 et plus précisément & 1'étude des

log 2 Tog(l + EJ
- b ) ) ) =
formes linéaires & coefficients entiers ) u, 8, » avec Oy _—_EEE-E——

Le récent.théoréme de N, FELDMANN ([3]) améliorant les travaux de A. BAKER
sugmles formes 1inéaiées de 1og;rithmes de nombres algébriques, nous dit
qu'il existe des constantes ¢ et k telles que l'oﬁ ait :|qe - p]> J%
pour tous p, q -entiers, Cela nous permettra de montrer que:LQ(X)e(log X)c'
(théorzme 4)

Nous aﬁéiiorerons les résultats de P. ERDUS et L. ALAOGLU sur le calcul des
exposants a, (théor&me 2) et nous augmenterons l&gBrement la constante ¢

de la formule (5) . Finalement nous conjecturons que:

lo X) log 3/2 + log 5/4 _
10g 108 X e l + 4 log 2 - 15277000

lim

X0
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2. NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES SUPERIEURS.

On dit que N est un nombre hautement composé sup@rieur s'il existe

un nombre réel ¢ > 0 , tel que, pour tout M entier , on ait:

den 4
M° N®

Propriétés: (Bﬂ, §32 3 34) . ¢ étant donné, 0 < ¢ < 1 ; il existe un

nombre hautement composéd sup@rieur associé & e dont la décomposition
)
en facteurs premiers , N = X est donnée par:

(6) a, = |:—';:-—1-—-] = partie entigre de —ja—-l“-—-
A% -1 AR |

On attache 8 N = Ne les nombres:log(l+%o

(7 X = 21/E et x =X 1’5 2

On a alors:

(8) a, = k & X1 < A& X

Soit p € x < P les nombres premiers encadrant x , Le plus grand nom-
bre premier qui divise N est p et le nombre hautement composé supé-.

rieur suivant N est inférieur ou &gal & NP .

Proposition 1 . Soit N = N€ un nombre hautement composé supérieur.

Soit r/s une fraction irréductible telle que. s divise N, On note

v.(n) l'exposant de ) dans la décomposition en facteurs premiers de n .
A .

On 2 alors, A et u &tant premiers, et a et au étant déterminés

A
par (6):
log dCE N) - log d(N) = Elog'i - E vx(r)(s log » - log(l +

-3 vu(s)(log(l + ;lﬁ -clogu) - ) log U, - ) log Vu
u[s H )x|1: u[s

1
a,y + 1 )

les nombres UA et Vu vérifiant: U>L > 1 et Vu > 1 avec égalité lorsque

vl(r) =1 et vu(s) =1
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Démonstration: En raison de 1'additivité des fonctions

r = }\1.{'

log n , il suffit de vérifier cette formule

- . k-
pour T =1 ,8 =1 .

Si r = Ak , 8 =1 , posons a, =

pour

s. 8

log d(n) et

=1 pyis

A =@ la formule nous permet de calcu-

ler UA: |

log d(ﬁ-N) ~ log d(N) = log éi%%l =.ak log A = k(elog A f.log(l + Z%iﬁ)—log U
d'oli il vient:
® v el e’ W it GiD
Pour k=1, 0ona.: Uh =1 et pour i 32, éﬁ%ii < i%% .d'oﬁ il vient:
UA.> 1 81 k32

Si r=1,8= uk » on calcule de méme VU :
an vty - U(Ziii g
On trouve de méme: pour k = 1 , Vu = i et pour k> 1, Vu > 1.

Définition: Soit N = Né un nombre hautement‘compbsé supérieur., Soit M

, . r
un entier que. l'on Berir :'M1=~E“N‘-avec r et

& premiers entre eux, On

appelie bénéfice de M- relatif & N , la quantité:

(11) bén M = ) v, () (e log A - log(l + =

l[r

L s
lLa proposition 1 s'écrit alors :

M a(M)
(12) e log X log d(N) 4+ bén M

avec bén M > 0 .,

)) + Z log U
A|r

ul

<]

+ % vu(s)(log(l + ;L-) - e log ) + Z log Vu

A
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Proposition 2 . Soit A un nombre hautement compos&, Soit M et M' deux

nombres tels que: d(M) < d(A) < d(M') . On a:

dM*)

= = 1
bén A € bén M' + log d000)

Démonstration:  Le nombre A é&tant hautement composé, la relation (1) nous

donne: d(M') > d(A) =2 M' > A . La formule (12) nous donne:

% A d(A M' . 4 , d(M")
bén A = log N log E%ﬁ%- £ elog 3{i— log (0 = bén M' + log 400

~ Proposition . . Soit A un nombre hautement composé. Soit N = NE le nombre

hautement composé& supérieur précédant A . On a: bén A < € + log 2 .

Démonstration: Soit P le plus petit nombre premier ne divisant pas N . On

sait que N < A £ NP , La formule (11) nous donne:

/e £ = log 2 y il vient :

bén NP =€clog P - log 2 . Posant x = 2 » Soit " Tog %
bén NP = ¢ log 5—4 £ £§§ . D'aprés le postulat de Bertrand, on a: P - x € x donc:
bén NP < £ .

Ensuite, ou bien on a : d(N) < d(A) < d(NP) et la proposition 2 nous
dit: bén A < bén NP + log 2 < € + log 2 , ou bien on-a: d(NP) < d(A) et comme

A ¢ NP , la formule (12) nous dit: bén A ¢ bén NP < e .

Calcul de bénéfices. Soit N = NE un nombre hautement. composé supérieur. Soit

k un entier fixd. On définit x ret x,  par la formule (7).

Soit Ql’ QZ’ . Qn’ les nombres premiers rang@s par ordre croissant a partir
T

de x, . On choisit n tendant vers 1'infini avec x et n g
k log x

D'aprés la formule (4) de A.E. INGHAM on a Qn -x = 0(x") s+ et pour ¥ assez

grand Qn < x _qooce qui entraine par (8) que l'exposant des Qi dans la décom-

position en facteurs premiers de N est (k-1) .

Posons Wn = NQl Q2 e Qn . On a par la formule (11):

n 1 n 5
bén Wn = 'Z e log Qi - log(l + ﬁ? =€ .z log p
i=1 i=1 k

avec T = 5/8 .
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. u-1 .
Comme on a toujours —E—“slog ugu-=-1, on obtient:

n Qi - xk

(13) pan W <8 §] ——E ¢ £ g -x)g —BIEZ
n LB X n k 1-7
i=1 k K X log x
et :
n Q, - x n
k £ 3 2
bén W_ 3 € z -—1"-—-—-;-—- Z 2(i-1) == (n" - n)
n =1 Y Q i21 %W

d'ofi il vient :

2
C (14 bén W_ > n_log 2
oo log x

Soit, de la méme fagon dys 95 o0 4 les nombres premiers précédant

X s rangés par ordre décroissant & partir de Xy . Dans les mémes conditions, en

posant W; = i , on obtient :
Gy 9y eer 9y
n2 log 2 ' n log 2
(15) 2208 2 ¢ phan W' g =SBl
x, log x ™ n™ l=t
k 7 X log x

Proposition 4 . Soit A un nombre hautement composé, et N = N6 le nombre hau-

tement composé supérieur précédant- A , On définit =x et %, par la formule (7).

Soit pk le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k . On a:

ﬂ(pk) - w(kk) = O(ka log x)

or

ot ~n(x) désigne le nombre de nombres-premiers inférieurs X .

1

Démonstration: - Supposons par exemple Py > %, . Posons n w(pk) - ﬂ(xk) . Les

relations (11) et (14) donnent
2

bén A » bén W_ 2 n_log 2 . D'autre part la proposition 3 nous indique:
n > ox log x

It

bén A = 0(1) , d'oli le résultat ,

Corollaire. Avec les mémes notations,-si- X, +®» , ona, avee. T = 5/8

T
Py = ¥ = O(XR)
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Démonstration: D'aprés la formule CA&Tée~A.E; INGHAM, si 1l'on avait P = X, ¥ x; ,
X

cela entralnerait ﬂ(pk) - w(xk) > I;g—;- s ce qui contredirait la proposition 4 .

3. THEOREME DE MAJORATION DES BENEFICES ET APPLICATIONS.

Théoréme. 1, Soit A un nombre hautement composd, soit N = N, le nombre haute-
1/e

ment composé supérieur -précédant -A-; Posons x = 2 . Il existe deux constan- -

tes vy >0 et C>0 telles que:

bén A 5 C x ¥

Démonstration. - Nous allons construire une famille de nombres Mh s compris entre

N et NP (oi P désigne le nombre premier suivant x) tels que bén Mh ne soit
pas trop grand et tels que les nombres’ d(Mh) soient assez proches les uns des
au#res. La proposition 2 appliquée aux nombres Mh nous donnera le résultat,

Soit y un némbre rdel, on note Bﬂ la partie entiére de y
(Ix] «y < [y]+ 1) , on note {y} = vy -~ [y] 1la partie fractionnaire de y et on
note ||yl| = min ({y} , 1 - {y}) 1a distance de y & l'eﬁtier le plus proche,
Soit § = l%ﬁgéég s la formﬁle (7) donne: X, = xe . Soit Ql’ Qz, vens Qh lesg
nombres premiers rangés.par ordre croissant i partir der x, et Qys Qs ooy 9%,

les nombres premiers précédant x, et rangés par ordre décroissant. Définissons

de méme Pl =P, Pz, ...,Ph et py, Pys> +ees Py a8 partir de x .,

Ql Q2 vae Qh i &
Pour h > 0 , on définit Mh =N P 5 avec k = E Bj
l 2 LA AR ] k

Pl P2 see Py

Pour h < 0, on pose h' = -h et M =N avec k' = [b' @] +1

ql q2 o th

On a, pour h > 0

d(Mh) - log(S/Z)h

n - 18 Fy < K

= h log 3/2 - k log 2 = {h 8} log 2

et pour h < 0 :
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d(, ) k',h'
- = log 2" 2 = ' - 1 - ='
8, = log T *-7;;7—— k' log 2 -~ h' log 3/2 = {h 6l}log 2-

Pour h =0 , on pose M0 =N et 60 =0 .
On considére les nombres Mh’ ~-Hg&hgH , H Etant un entier que 1l'on
d - .
précisera par la suite, et le nombre M = NP , On pose: 5M = log E%%% = log 2 , et
1 o
iéme

. n
on les range par ordre croissant de &, . Soit o le n

" convergent principal
n

de © , et choisissons n de facon que:
(16)

D'aprés les propriétés des fractions continues, (voir, par exemple [ﬁ] s Ch, 1)

u u
n+ R P .
1'un des convergents — et _ L soit = wva vérifier v 8 > u , et par suite
& v v ? v
n ml : . .
L : :
v e =u+ ||ve|| , 1Tautre soit %T’ va vérifier v''8 <u' et v' 98 =u' - |[v'e]]

Pour h %0, ona: (h~v')0 = [h6] + {ho} —u" 4+ }|v'e|]

si {h8} < 1 - ||v'e|| , on a: {(h - v')6} = {h6} + |lvie]| et :

8 < 8 e <8, [.|v'6|| log 2.
le nombre Mﬁ—v' suivra Mh dans le rangement par ordre. croissant des Sh et
1'Ecart entre éh et §h—v' est inférieur & ||v'el| log 2 .
si 1 - ||v'e|] <« {n8} , on aura : 8y < 8y s 6h + ||v*'e|] log 2 , et le nombre
M = NP suivra Mh s avec un &cart 5M - 5h inférieur & ||v'e|| log 2 ,

Pour h < 0, on a de méme: (h + v)6 = [h8] + {h8} 4 u' + I[VGI{‘.

8i {h8} <1 - ||ve]] , on aura 6h < thv < 6h + |lvel] 1log 2 .

Si 1 - ||ve||] « {h8}, on aura 8, < GM < Bh + |[ve]] 1og 2 .

Dans tous les cas, l'@cart entre deux nombres consécutifs de la famille
6h » "Hs hgH et .SM rangés par ordre croissant est au plus ]fvell log 2 , ou
||v'e]| log 2 , c'est & dire au plus llvn9|| log 2 .

D'aprés le thé&oréme de N. FELDMANN ([i]), il existe deux comstantes «
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et ey telles que, pour tous u et v entiers, on ait:

,ve - uf| > -1
K

v
On a en particulier:
d
v .8 =-u | > —
n+l n+l K
v
n+l _ .
Mais, d'aprés les propriétés des fractions continues (voir (6] , ch. 1), on a:
1
lv g -u IA< e
+
n+l n+l Vos2
On en dé&duit:
PR S
nt2 ¢, 'n+l
1
La relation (16) donne:
1 K e . 1/k
H < e vn+l » soit z v ., 0> (c1 H)
Finalement, on obtieat: _
1 -1/k
(17 I]vn 6l]|1log 2 < |Jvn6|| = fvne - un| < v < ey H

- . . T T
Choisissons H de facon 3 avoir: H < X9 <x o Pour ~HghgH, on

aura, par les relations (13) et (15):

(18) ben i Bl log2 . ([l+log s . _H log 2

It -1 -~ 1-1

Xy log x x log x X, log x

Considérons le nombre hautement composé A . On pose, 6A = log %%%% .

Le nombre GA va 8tre compris entre deux nombres consédcutifs 6h et Gh' de la

famille des 6h » On aura:

d) « d(A) < d(d )

et
aqy, ) i
(19) logd_(—MTh—ju = éht *Sh-s aneHlog2< C2H I«
\

en appliquant 1'in8galité (17)

On applique la proposition 2 aux nombres A, Mh et Mh'-.
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d@e ) -
bén A < bén i, + log dtﬁh) < iLE log.2 o wl/x
)

log x
en appliquant les inégalités (18) et (19) , Si 1'on choisit:

H = [%Yﬁ] , on obtient bén A € C x !

, ce qui &tablit le théoréme 1.

- 1-T
avec y = 0 — ")

Proposition 5 . Soit A un nombre hautement composé assez grand, N = N€ le

r

nombre hautement composé supé&rieur précédant: A , Ecrivons A = ;-N avec r

t s premiers entre eux-, Alors- r- et 's ne sont divisibles par auvcun carré. .

- . . s 22 e . ,
Démonstration: D'aprds la relation (11) , si A divisait r , on aurait:

_ 1 ' |
bén A > 2(clog A - log 1+ai) + log Uk 3 log UA

est défini par (6) . U, est donné par la formule (9), en posant a = a,

at+l {(a+2) 1 1
tog Uy 2 log(% f":;;‘ = log(l + Ty sy * (21292

Soit  a, 1'exposant ‘de 2 dans la décomposition en facteyrs premiers de N , on a:

1 1 . A

.a = a, S a2 et azﬂv 1 A’slog 5 . On aurait donec:
4
bén A » log U, 2 (elog 2)2 - Loz 2)

2
(log x)
ce qui est en contradiction avec le théoréme 1 pour x assez grand,

On démontrerait de méme que s n'a pas de facteurs carrés,
. P

Proposition 6 . Soit A un nombre hautement composé agsez grand. Soit N = N

€

le nombre hautement-compesé supérieur-précédant A . Soit A un nombre premier

et posons a = a, = vA(N) défini par (6) et b = b, = vA(A)'. Alors:

85i e logh~ log(l + = ) S Cx ' ,onarb=a ou b=atl

Si log(l + ;9“- e loghg C %7 s O a: b=a ou b=a-1

Sinon, ona b =43,
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Démopstration: D'aprés la-proposition 4 , on doit avoir: ]b—al 1

Si b = a+l , alors: bén A » bén AN =elog A -~ log(l + —— )

le cas n'est possible que si &« logh ~ log(l + $ Cx Y d'aprés le théorsme 1 .

+1‘

N
Si b = a-1, alors: bén A » bén 5 = log (1 + ;9 - e log A

Cela n'est possible que si log{l + %) ~eloghs C x ',

Cela nous permet de déterminer 1l'exposant b = VA(A) avec lequel A

divise A , suivant les valeurs croissantes de X .

A //// 1 B

U
é////.,, Y . //°5§3//A

= 4

k kou k - 1. k -~ 1

b=vx(A) k+1 k+1ouk

La demi longueur des zones hachurées dans lesquelles b peut varier

de une unité est:

Pour ¢ logeioihla propegition 6 nous donne: C x !
Pour X = e & » On trouve: é-C x | soit: O(Xk x log x)
1 1 A —y —y, 2
Pour . = TToan - O trouve 3 Cx soit: 0(x "log™ x)
A -1 eFTUBR (A*-1)

Remarque : Soit Py le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k .
Le tableau précédent nous indique:

Py < X S O(Xk x ¥ log x)

et le corollaire de la proposition 4 nous donne:

_ T
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it

ce qui est meilleur lorsque k est petit.

Théoréme 2. Soit A un nombre hautement composé et p son plus grand facteur

premier. Soit “A-<'p un nombre premier; et -posons: b =va(A)-. Alors on a:

1 log A log 2 -y
log(l + b) > log p +0(p ")

i1 log ) log 2 -y
log(1 + ) « ~E082 4 0™

Démonstration:  Associons 3 A le nombre hautement composé.supérieur, N = Na

précédant A , Pobur avoir b = VA(A) s le tableau précédent hous dit que:

log(l + =) - C x Y'é elogh « log(l + %9 +Cx !

b+l

Le corollaire de la proposition 4 nous donne: P-x= O(XT) soit p~ x et:

_log 2 log A _ 1 P - Xy Iwt,
elogh Tog p = log 2 log l(log - Tog P) 0(log Alog x) o(x )
et conme y < 1 - T |, xlﬁTau plhT =o(p )

Cela démontre le théoréme 2, qui améliore les th&orémes 11 et 12 de

L. ALACGLU et P. ERDHS (Eﬂ) . La remarque précédant le thforéme 2 nous permettrait

de remplacer 0(p_Y) par une quantit@ plus petite, lorsque b est petit,

Théoréme 3. Soit Q(X) le nombre de nombres:hautement composés inférieurs & X .

Soit N = NE t N' deux nombres hautement composés supérieurs consécutifs, Il

—_——

existe une comstante - ¢ - pour -laquelle on a: Q(N') - Q(N) = 0(log ¢

Démonstratjon: Nous allons &tudier toutes les possibilités de construire un nom-
bre hautement composé, A entre N et N' » ayant un bénéfice inférieur 3 ¢ Q~Y
La premiére ligne du tableau suivant la proposition 6 nous indique qu'un
nombre premier A a le méme exposant dans N et dans A » sauf s'il est ﬁoisin
d'un nombre Xp .
- I1 existe un entier k' , tel que pour - k > k' il y aura au plus un

nombre premier dans la zone hachurée de X s soit: x t 0(xk x 7 log x) . Cela ar=-

rivera lorsque X x 7 log x = 0(1) c'est & dire, (compte tenu de (7)) pour:
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1
log(1+£) : 1
——— = fm— ' ; ' .
Tog 2 Y < 0 . Cela nous donne k eYlog 2_1 et l'on voit que k' ne dé

pend pas de N mais seulement de v ,

Pour k assez grand, il y aura plusieurs nombres X compris entre
deux nombres premiers consécutifs. Cela aura lieu lorsque A W] & 2, Defi-
nissons k" par :

Xk"-—-l - xk" <2 s xkn - xk"-ﬂ-l

Nous allons chercher un &quivalent de k" .

On a:
1 1 1
log(l + =) - log(l + ) = log(l - ————)
kel k (k+1)2
et: log(l - -——L——Olog x
(20) - x . =x {1- exp (it * )} A x, —LOBE
T Frel T % P log 2 ~E T
k™ log 2
2
C log x (log log x)
Pour k = =———SBE __ s OM A X -~ X P
log log x k k+1 k CZ log x log 2
et:

log(l + %{')
log(xk - Xk+l) = log x ———TEE“E*- + 2 loga(x) - log log x + 0(1)

_ _ log log x
log(xk Xk+l) ¢ log 2 log log x + 21og3(x) + 0(1)

. 1 . _ 1
On voit que, pour C > Tog 2 * llm(xk - Xk+1) =0, et pour C < Tog 3 °

llm(xk - xk+1) = +x , On en conclut:

log x
log log x log 2

k" s

et par la relation (20) , Z-Akan log x
k™ log 2

X~ 2 log x
T
log 2 (log log x)z

Regardons maintenant quel peut &tre 1'exposant bk = v, (A) de 2
dans la décomposition en facteurs premiers de A par rapport 3 a, = VA(N)
Pour A & X 1e il y a trois choix au plus pour bA: a, + 1, a, et

a, - 1 2 cause de la proposition 5.
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Pour Xy < A< X v » pour chaque valeur de k il y aura au plus un
nombre premier dans la zone hachurée de X, « Pour un tel nombre premier, il y

aura deux choix pour b) .

Pour 2 <k g k' , pbur chaque nombre k ,. il y aura au plus 2ka log x
possibilités de choisir Py le plus grand nombre premier divisant A avec 1'expo-

sant k , & cause de la proposition 4.

Enfin, pour k = 1, il y aura en général une et au plus deux pos—~
sibilités de choisir Py s le plus grand facteur premier de A s bour que le
nombre A ainsi construit soit entre N et 4N' .

Dans ces deux derniers cas, la relation (2) montre que le choix des

Py détermine exactement les exposants bA pour tous les nombres AL

On aura donc:

k' KM=k ! Tr(xku)
(21) Q) - Q) « 20 [ T 2/x Tog x)(2° )3 )
k=2
Or, on a: X = o(log x) et k" = o(log x) done:
kl
log(Q(N") - Q) ¢ ) %‘log x, + o(log x) .
: k=2
Mais,'d'aprés (7, : kT+1
X 1 log % x 1 tog 2
5 log %, = : log(l + ) = ——nr ] s
kzz 2 %8 *% T J1og 2 kzz og(l + ) 2 log 2 B X
On trouve donc: '
Log K21

2

QN') - Q) = 0(x%) avec ¢ > —E—T;Ejz

Comme on a: x A log N (Bﬂ s 539), .cela démontre le théoréme 3 .

Théoréme 4 . Soit Q(X) le nombre de nombre hautement composés inférieurs 3 X .

On_a: Q(X) = 0(log X)l+c » ¢ ayant la méme valeur que dans le théoréme 3 .

Démonstration: On a, avec le théordme 3:

QX & J Q@) - =0( ] (log M)
NsX NsX
N h.c.s. _ N h.c.s.
les sommations s'effectuant sur les nombres hautement composés supérieurs N pré-

cédant X , et N' désignant le nombre hautement composé supérieur suivant N .
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On a ensuite:

ct+l
c c {(log X)
log N log X) 1
N.Zx (log < (log Ngx ™ log log X
N h.c.s. N h.c.s.

Cette derni€re Equivalence est donnée par S. RAMANUJAN (Dﬂ s §44). Une &valua-

tion plus précise donnerait:

¢ (log 0

(c+l)log log X

Z {log N)c ~ z
NgX Aglog X
N h.c.s, A premier

Cette derniére Eéquivalence &tant donnée par Dﬂ, §55 .

4, MINORATION DE Q(X).

Théoréme 5. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs a X .

L]
1l existe une constante c¢' > 0 telle que Q(X) 3 (log X)l+c .

Démonstration. Ce théoréme a déja été démontré par P. ERDUS (Bﬂ) . Nous alloms

obtenir ici une valeur de c¢' un peu plus grande. La méthode dé démonstration est

essentiellement la méme.

Soit 8 = liog3éz et 8" = lolo;/é . On consid&re les nombres

{u6 + vo'} , oli {y)} désigne la partie fractionnaire de y , avec u, v entiers,
]u| §U et |v]s V, U et V &tant deux nombres que 1'on déterminera par la
suite . Les (2U+1) (2V+1l) nombres de cette forme sont tous distincts et tous com-—
pris entre 0 et 1 . Si l'on divise le segment B),ZD en 40UV + 2(U+V) inter-
valles de m@me longueur, l'un de ces intervalles contiendra deux points:

{ule + vle'} < {u29 + vze'} d'aprés le principe des tiroirs de Dirichlet, et on

aura.
{(u, = u)6 + (v, ~ v.)0'} & — 2
2 1 2 1 Y40V 4+ 2(U+V)

Posons: 1 = Uy — ¥y , V=V, =V, et ws= —[ue + ve‘] » om a: |ul < 20,

[v] « 2v et :

1 - ' 1 1




o1=16

Soit A un nombre hautement compos&, N = NE le nombre hautement com-
posé supérieur précédant A ., On dé&finit =x et X, par (7) et, en particulier,

x, = xe et X, = xe « Soit r, g, p les plus grands nombres premiers divisant

A avec les exposants 4,.2, 1. D'aprés la proposition 4, on a:

7(r) - n(x4) = O(Vx4flog x) 3 m(g) - ﬂ(Xz) = O(Vx2 log x)
et m(p) - 7(x) = 0(¥/x log x)

Les nombres U et V &tant choisis, et u et v vérifiant. (22) on
construit un nombre A' tel que:

log d(A") = log d(A) + (u8 + v0' + w) log 2
dont la forme varie avec.le signe de u, v, w . Dans lecas u>0,v>0,w<0,

on a:

A' - A Ql Q2 LI Qu Rl R2 LS R'V
pl p2 res PW

ol Ql’ QZ’ <2 sont les nombres premiers suivant q, Rl, R2, «s+ les nombres

_premiers suivant r, et Py =Py Pos con. les nombres premiers précé&dant p .

X
51 U est inférieur &8 —=—— on aura:
log x
2 T
. 2
m(Q) - m(x) < |uf + |n(q) - 7(x))]| = e
*. 4
et on aura aussi:'|Qu - x2| = O(xz) . 5i, de meme Vg EEE—EZ ’

on aura !Rv - x4]'= 0(x;> - Comme w = 0(U + V) , on aura &galement IPW - x| = 0(x")

On peut donc appliquer les formules (13) et (15):

bén A' - bén A < u log 2 + v _log 2 + w log 2 _
1-t 1-t l-T.
X, log x x, log x X leg x
(23) bén A' - bén Ac (Ll E. , LWlor2 )y o))
x, log x X, log x
d(A") 1
' . = t —_—
on a d'autre part: log a (A (ud + vo' + w) log 2 $_4UV

La relation (12) appliquée 3 A puis & A' donne:

Al _ d(A' - R . 1 20U log 2
elog red log a(A) + bgn A' - béEn A & v + Ton

)

2V log 2.
+ 1 _
-1
log x X, log x
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-at . T
On choisit U=x . V=xB avec o = 283 g (1-1) ; B = 2§§_§{1_T) et on obtient:
g+0 "'
' - -
clog %r = O0(x (a+8)) = 0(x 5 (1 T))
T
D'oli 1'on titre, em posant c¢' < e;e (1-1t) =
A'SA(1+—%—.)
x
et comme x ~log A , on obtient:
' 1
A" ¢ A1 + ““"”'""ET )
(log 4)
- - o ' l-t _ 3
Cette inégalité a &té obtenue par P, ERDUS (Bﬂ) avec ¢l =5 =35 .
. r '
Iei nous avons c¢' < ﬂ%?_ {1-1t) = 0,113 ,,, La fin de la démonstration est la méme:
Comme d(A') > d(A) . Ona A' > A et il existe un nombre hautement composé A"
tel que A < A" & A' qui vBrifie A" & A(1 + "~——£“—ZT ) « Cela entralne:
(log A)

Q(X) » (log plte’

5. CONCLUSION., Si 1'on supposait les nombxes premiers trés bien répartis, c'est-

4 dire distants de log x au voisinage de x , les formules (13), (14) et (15)

2
deviendraient: bén W _~ Eifﬁ%ﬁiJé

b

La formule (23) deviendrait:

2 2
bén A' — bEn Ans u log 2 + X log 2
2x2= 2x4
. ¢ _ B+0' _ P
et 1'on trouverait c' = —Z—" = 0.277 ... dans le théoréme 5 .

D'autre part, si l'on avait pour les formes lin€aires en 6 et 06' une

relation :

—____£“"I:H < |ud +ve' +w
K(n) (uv)
Y
pour tout n > 0 , cela nous permettrait d'obtenir vy = etf -7 dans le th8oréme 1

et on obtiendrait dans la d&monstration du théoréme 3 , k' = 5 . Comme les nombres

log 4/3 _ 1-8

tog 2 - et log 6/5 _ 8~0' sont rationnellement dépendants de 1, 9, 6',

i log 2
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leg nombres premiers voisins de Xq et Xy n'apportent pas de valeurs nouvel-
les 3 la fonmetion @ et le produit dans la formule (21) ne porterait que sur
k=2 et k=D4. On en déduirait alors :

— T .
(log X)° < Q(X) < (1og X)°™"  avec c =1+ 9§§~ = 1.277 «e.

Si, par contre les nombres {ub + v8'} &taient mal répartis, il est

. v loOg Q{x) ' . . .
vraisemblable que la quantité Isg—iag—i- n'aurait pas de limite.
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