UNE METHODE DE FACTORISATION
UTILISANT LES FORMES QUADRATIQUES A
DISCRIMINANT POSITIF

1- INTRODUCTION

La méthode de factorisation ci-dessous a &té découverte par D. SHANKS, probable-
ment en 1974. Ses avantages principaux sont d'une part la simplicité de la programma-
tion (qui Tui permet d'étre implémentée sur des calculettes type H.P. 67 ou H.P.41)
et d'autre part la faible grandeur des nombres a manipuler : pour factoriser N, la
presque totalité du programme opére sur des nombres <2/N, ce qui évite’bour des nombres
Jusqu'a 20 chiffres la multiprécision.

La théorie des formes quadratiques, essentiellement due & GAUSS (cf{Gau]) se
trouve dans plusieurs ouvrages de théorie des nombres, notamment \Dic], dans lequel
on trouvera les démonstrations des théorémes que nous énoncons. L'algorithme est dé-
crit dans la thése de 3e cycle de L. Monier ([Mon]), qui est une &tude des algorith-
mes de factorisation actuellement connus. I1 mentionne notamment la contribution im-
portante de A.K. LENSTRA & 1'étude de 1'algorithme ci dessous. On trouvera aussi des
informations dans [Sch].

On appelera N le nombre & factoriser ; on suppose N impair. On considére 1'en-
semble g(A) des formes quadratiques ax2 + 2 b xy + cy? & coefficients dans 7 et de
discriminant fixé :4 = 4 (b? - ac) = 4N. On suppose que N n'est pas un carré parfait :
ce sera le premier test de 1'algorithme. On appelle E (a) le sous ensemble de € (1)

(a, 2b, ¢) = 1.
On a donc, en écrivant {a,b,c ) la forme ax2 + 2 b Xy + cy?:

£ (a) = {(a, b, c)e?? 3 4(b%- ac) A}
E (a) = {(a, b, ¢) €€ (1) ; p.g.c.d. (a, 2b, ¢) = 1}

I1 existe une correspondance entre les formes quadratiques de £ (A) et les bases

des formes primitives, c'est & dire telles que p.g.c.d.

]
|

des Z =modules du corps @Q(vN) qui rend plus claire la relation d'équivalence, et la
toi de composition que nous allons définir (cf [Bor|, chap. 2 § 7 et [Sch])

2- RELATION D'EQUIVALENCE

ab ( X
Posons A =(Ib i X =

On a alors : ax2 + 2 b xy + cy?
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ax2 + 2 b xy + cy? = CFxax = fyxit

MAMX' = a%12+2b'x'y + c'yl2



xt t al bl
avec X' = ' et A' = "MAM = b' '/ - On a en particulier

b'2 - a'c' = det A' = {(det M)2 det A

Définition- On dit que deux formes de £(a), (a, b, ¢) et (a', b', c') sont équi-
valentes, s'il existe une transformation linaire x = ax' + py', y = yx' + 8y',
(o, 8, v, 6 )€Z¥ , vérifiant |as-gy| =1, telle que la forme ax2 + 2 b Xy + cy?
soit transformée en a'x'2 + 2 b' x'y' + ¢'y'2 |

I1 est facile de montrer que c'est une relation d'é&quivalence, que toute forme
equivalente a une forme primitive est primitive, et donc que la trace de cette rela-
tion sur £ (a) est encore une relation d'équivalence. On notera que (a, b, c) ~(a,

atb, a + 2b + ¢) avec M =( L 1) et (a, b, ¢)~{c, -b, a) avec M = 0 -1 )
01 1 0
3) FORME REDUITE
Définition- On dit que la forme ax? + 2 b xy + cy?eE (a) est réduite si 1'on a :

\va - |2a] |<2b< V& .

Propriété 1 : Les valeurs absolues des coefficients a, 2b, ¢ d'une forme réduite
sont <va = 2/ |

Propriéte 2 : Les formes réduites forment un sous ensemble fini de £ (a).

Propriété 3 : Dan; une forme réduite, on a b>o et ac<o.

Propriété 4 : (a, b, c) réduite & (c, b, a) réduite.

Propriété 5 : Une forme réduite de E (a) est déterminée par a et par la valeur
de b modulo a.

Propriéte 6 : Si 1'onposew;= 3 (-b+ /) 0, =2 (b - /1), ona :

(a, b, ¢) réduite = ([m1!<1 s w1 oy wy wa < 0) .
Ces propriétés sont faciles a démontrer (cf. [Dic] , p. 100)

Algorithme de listage des formes réduites :
1- Pour -¥& <a < /&

2- Pour VA -|2a] | < 2b < V&

3- Tester si a divise N - b2




Théoréme 1 - Toute forme de E (A} est équivalente & une forme réduite.

Démonstration : On pourra consulter [Dic), p. 101, ou vérifier 1'efficacité de

1'algorithme suivant :
1- Si {a|</a, changer b mod a pour que Vi- 2|a|< 2b< V3
2- 51 |a|>va, changer b mod a pour que 2|b| <lal

3- 51 1a forme n'est pas réduite, changer (a, b, c) en (c, -b, a)

et recommencer en 1.

4 - REDUCTION

Théoréme 2- Soit ¢= (a, b, al)eaE(A) une forme réduite ; il existe une et une seule
a .

forme ¢y = (al, bl’ az)efE {a) telle que b1 = b mod a;. On pose $q

. L'application o, appelée réduction, est une bijection sur 1'ensemble des formes
réduites de E (4). Ona o ¢ ~ ¢ et si bpvds 5 3 k € 7 tel que ¢p = ok¢1.

Enfin i1 existe rzl tel que 02r b= &

Démonstration : cf [Dic] p. 102.

On déduit de ce théoréme la description de 1'ensemble des formes réduites de
E (A) : soit h le nambre de classes d'équivalence de £ (4). D'aprés le théoréme 1
et la propriété 2, ce nombre est fini. Soit ¢§12.",¢£h) des formes réduites repré-
sentant chacune une classe d'équivalence. Soit r Te plus petit nombre >1 tel que

2r. ) :
g ¢§1) = ¢§1). Alors 1'ensemble des formes réduites de E (A) est 1a réunion des
chaines : ‘ ‘
leich  {of g1, Ocke2r, - 1)

Enfin, soit 4= (Q_, Pl’ - Ql) une forme réduite de E (a) ;

0
n-1

on aura ¢ = gn¢o= ( (-1) Qn-l’ Pn’ (—1)n Q.). On peut, par 1'étude de ¢ et les

n
propriétés de développement en fractions continue de /N (cf.[Sha]) donner les formules

de récurrence :

p
_ | N+ "n ] ~ _
T [—_____-ﬂ } ’ Pl = 40
. Qn
Q - _
n+l Qn-1 * a4 (Pn Pn+1)

On notera que, par la définition de ¢ et la propriété 3 des formes réduites, le
prem1er coefficient de ¢ change de signe avec la parité de n, ce qui expligue pourquoi
la longueur d'une cha1ne est pa1re



Exercice de programmation : Pour N fixé, écrire toutes les formes réduites, et écrire

les différentes chaines.

Exemple : N = 91

1,9,-10 -14,7,3

<10,9,1
3,7,-14

1,10 -9,8,3

—338)9 10,1,—9

14,7,-3 -1,9,10

' 2:93_5 -‘2,9,5

5,9,-2

11,5,-6 ~-11,6,5

-6,7,7

727,-6 -7,7,6

I1 y a 4 chaines de longueur 8. Pour d'autres valeurs de N, les chaines ne sont pas
—-d'egale longueur. - —

*




5- LOI DE COMPOSITION

Soit deux formes (al, bl’ Cl) et (az, b2, c2) dans E (A) ; on veut Tes multiplier
de facon que le produit (a3, b3, c3) vérifie ag = a; a, et b3 = bl mod a; et

b3 = b2 mod a2.

Lemme. Si p.g.c.d. (al, PE bl+b2) = 1, il existe une et une seule solution mod (alaz)
des congruences
_ . - .oy 2= .
x..b1 mod a3 x = b2 mod dp 3 Xx“= N mod 3,8,

Démonstration : Les deux premigres congruences donnent :

(x-bl) (x-bz) =0 mod aya,

en développant, on peut remplacer la 3e congruence par

{b1+b2)x = N + blb2 mod a2, -

On se raméne alors 3 un systéme classique de congruences linéaires (cf.[Dic], p. 134)
Définition : Si p.g.c.d. (al, s, b1+b2) = 1, on dit que la forme b3 = (a3, b3, c3)
est obtenue par composition de 1 = (al, bl’ cl) et oo = (az, b2’ c2) et on écrit
d1%do = ¢3 si 1'on a a3 = 2,3, et si b3 est une solution des congruences du lemme
nrécédent.

Remarque 1. I = (1, [/N], - (N- [/N]2 ) ) est un &lément neutre pour cette composition :

Remarque 2. Si ¢, et ¢ sont réduites, ¢3 n'est pas en général réduite. En particulier

a3 = a;3, ne vérifie pas toujours |ag|< 2/

Remarque 3. S$i p.g.c.d. (al, 25, b1+b2) = d, soit u, v, w, les coefficients de

ua;+voa, +w(b1 + bz) = d
On adapte alors la définition ci-dessus avec a3 = 2,3,/ dz,
b1b2 + N
—r—— (mod a3)

[9]
il
—

o



Remarque 4. La composition = permet de définir une loi de composition dans 1'ensemble

F (8), quotient de E (&) par la relation d'équivalence :
(a, b, ¢} ~ (a'y b', c')<=a = a' et b=1Db"' mod a

Ona: ¢~ " =g o ',

Théoréme 3. La composition = permet de définir une loi de composition sur 1'ensemble
quotient E(A)/~ qui en fait un groupe abélien appelé groupe des classes. L'&lément
unité est Ta classe de I et les classes de (a, b, ¢) et (c, b, a) sont inverses.

Démonstration : cf [Dic}, p. 134-140.

6- CARRES

Supposons p.g.c.d. (a, b) = 1. Si a est impair, un carré de (a, b, ~ta) (t eN)
est (a%, b, -t) ; si a est pair, on trouve (%E , by, -4t), Méme si (a, b, -ta) est
réduite, il n'y a pas forcément de carré réduit.

Dans 1'autre sens, si la forme (a2, b, -c) est réduite, il existe une racine

carrée réduite (si a est impair), de la forme :

(a, b+a [}ﬁﬂ:%—g-}, -c')

T

7- FORMES AMBIGUES

On dit qu'une forme réduite est ambiqglie si elle admet un carré égal a I.

La relation (a, b, ¢) = I entraine :
2

1= 3;- avec d = p.g.c.d. (a, 2b) et donc a divise 2b.
d
Les formes ambiglies triviales vérifient |a| = 1 ou la|] = 2. La connaissance
2
d'une furme ambigiie non triviale fournit la factorisation de : o = a (4ba - 4¢)

et un facteur non triviale de N.



8~ DESCRIPTION DE LA METHODE DE FACTORISATION

On part de Ta forme identité I et on décrit la chaine de I en calculant ol, 21,
n, . . ; . ‘
.» o 1 a 1'aide des formules de récurrence du §4. On s'arréte lorsqu'on a trouvé
une forme carrée F, reconnaissable & son premier coefficient qui est un carré,

Si F = (a?, b, -c) on calcule alors G par la formule :

/N'; b} o)

G = (a, -b+a[

. k . s X
On calcule enfin oG, 02G,... , o G jusqu'3d trouver une forme ambiglie A reconnais-

I<+1G ont méme coefficient central, alors okG est

sable au fait suivant : si ng et o
ambiglie.

On peut montrer, par des arguments probabilistes que, si F = GZnI {remarquer que
1'exposant doit. étre pair) et A = okG, k est.voisin de n.
Enfin, i1 faut écarter les formes carrées F qui conduisent d une forme ambigile triviale.
On peut démontrer que F serait alors le carré d'une forme H qui 1a précéde dans la
chaine principale. Une telle forme H serait réduite, de carré réduit, c'est-i-dire
vérifie : H =(a, b, c) avec a2 < 2/N  si a est impair

‘ a? < 8N si a est pair
On conserve le carré de ces formes H dans une "queue", et si la forme carré F

ne se trouve pas dans la queue elle conduit & une forme ambigile non triviale et & une

factorisation de N,

9- ALGORITHME

1- On s'assure que VN €2
1

2- On pose F

3- On fait F = oF

~ 51 ? = 1, le programme ne factorise pas N

- s1 F? est réduite, on place F2 dans la queue

- 51 F est un carré qui n'est pas dans la queue on va en 4, sinon on va en 3

4- On calcule G .



5- On itére G = oG jusqu'd trouver une forme ambigie { o, B, v)

- o ou «/2 est un diviseur de N.

Remarques : 1) La longueur de 1'algorithme peut se mesurer au nombre d'appels du
sous-programme de calcul de o. Un argument probabiliste donne pour ce nombre la

valeur (cf [Mon])

C= — si N a P+l facteurs premiers

avec C = (9 log 2)/ (8 - 4/2) = 2,66237.

2) Le nombre de formes & mettre dans la queue est en général de quelques
unités ; plus de 10 est exceptionnel.

3) Si N est un nombre premier, on parcourt le cycle principal sans trou-
ver de carré, et le programme s'arréte. I1 faut prévoir un test de primalité avant
cet algorithme.

Le programme ne donne rien dans que]qués autres cas, par exemple si N = m? + 1,
le cycle principal contient deux formes. On peut essayer de factoriser kN, pour
k =3 ou 5. Il vaut.mieux alors traiter comme triviales les formes ambiglies qui four-

nissent k comme facteur. Lorsque N est grand, ces cas sont trés rares.

10 - PROGRAMME BASIC

Remarques : 1} Le sous programme 20 calcule la nouvelle forme (P,Q)=(Pn+1, Qn+1)
en fonction de 1'ancienne (U, V) = Pn’ Qn)
2) Le sous programme 40 met éventuellement une forme dans la queue.
3) En 180 et 190, le test utilisé pour vérifier si Q est un carré parfait

ne marche pas sur tous les ordinateurs.



4) Pour une machine qui a ¢

chiffres significatifs, on peut factoriser

par ce programme un nombre de 2 c¢ chiffres & condition de remplacer dans 95 et 100,

P et Q par leur vraie valeur. Le programme en effet ne calcule que des formes rédui-

tes, dont les coefficients, (propriété 1) sont < 2/N.

calcul de o.
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5) Le compteur K indique le nombre d'appels au sous programme 20 de

o= B
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