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0 va donner une formule simple d’olt découle le théoréme des
nombres premiers :

o(z) ~ e

Tog 7 (z — 00},

w(z) désignant le nombre des nombres premiers p inférieurs 4 z. On notera
n{z) la partie entitre de z et P = {p1 = 2,p2 = 3,...} la suite des nombres
premiers; on écrira Y .p f(p) au lieu de Soom s fp).

Partons de
1 1\
¢(s) i -= (o =Res >1)
-Y5-1(-7)
- si : +f1 s d(n(z) —z) (o> 0).

1l résulte de ces égalités que ({s) est méromorphe dans le demi-plan o > 0,
avec un seul pdle, simple ot de résidu 1, au point s = 1 et ne s’annule pas
dans le demi-plan ¢ > 1. Nous ne nous servirons que de cela, et de calculs
classiques sur séries et intégrales (1),

i Posons

Z{s) = exp Z {o >1).

pG'P

] Comme
3 log(1 — ) +u = O u [*) (u—* 0)
i et que la série 3 cpp” 20 converge pour o > 3, la fonction Z(s)/((s) se
prolonge en une fonction holomorphe et sans zéro dans le demi—plan o> 2,
donc Z(s) est holomorphe pour ¢ > I, méromorphe pour o> 2, avec les
mémes pdles et zéros que {(s) dans le deml—plan a > 2, et un résidu positif
au point s = 1(2),

Posons, pour t réel et € > 0,

1 .
fe(t) = Z W =10g2(1 +1t+6)
pEP

£(8) = lim £.(t)
e—0
de sorte que, formellement @),

1 ,
E(t) = Z W = logZ(l + Zt).
pEP
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La fonction £(-} est localement intégrable sur R, analytique hors de 0 et des
éventuels zéros de Z(1 -+ it), et au voisinage de 0 on a

1
£(t) = logE + fonction analytique

ou l'on convient que

T, 1
1 1 ——1 4+ lOg— (t > 0)
log— = lim log = 2 ¢
it s—ldit os—1 il 1 ’
‘é‘i + logm (t < 0)

Soit f € D(R) (I'ensemble des fonctions de R vers C, C° & support
compact) et

fla) = [ ft)e = dr.

En passant par f f{ et en faisant tendre e vers 0, on obtient la formule
simple (9 :

(1) [ souna = - f(iogp).

pEP

Nous allons montrer comment on en tire le théoréme des nombres premiers.

Voici Pidée. Soit y > 0, imaginons que la formule (1) vaille pour f = fy ol
fy est définie par :

e pour z<y

fy(z) =
0 pour x>y
et
1 . X eity
) = — itz =
70 = 52 [ F@)eas e
On obtiendrait
_ (1) ;
9 Vigfe¥y == | A ity
(2) e YwleV) f27r(1+it)e dt.

) Or cette formule a un sens moyennant une régularisation. Soit ¢ € D(R),
@ = 0, p(0) = 1. En choisissant f = pf, on peut appliquer (1), ce qui
donne®? :
Ethp(t) P T -

(3) Trit € Yt = f(,o(—a:)e Ve (e?™%)dz.

Evaluons le premier membre de (3). Supposons d’abord que le support de
@ ne contient pas de point ¢ ot Z{1 + it) = 0. Comme

£(t)e(t)

1
v Pt} IOEE + At)
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avec 3, A € D(R) et $(0) =1, et que
d 1 . 1 ; 1
— =Y = —wib — P(thup = t) log —
o (w(t) log it) i — Ptyup 3 + ¥'(t) log 7,

le premier membre de (3), calculé en intégrant par partie, vaut ® .
27

—+0(y™®).

Y

Montrons maintenant qu'il en est toujours ainsi. Supposons, par 'absurde,
que le support de ¢ contienne exactement deux points £g et —tp ol Z(1 +it)
s’annule et que ce solent des zéros d'ordre k. Alors

thp(t) = P(t) (log%; ~ klog z(—t'it—o) —klog i i tg))
avee 1 & D(R), $(0) = 1, ¥(ts) = (to), ¥(~to) = (~ta), done

/E(t)go(t)e“”‘dt = 2?ﬂ-(l — kp(to)eto¥ — kp(—to)e ") + Oy ).

Par choix de ¢ (par exemple @(to) = ¢(—to) > 3) et de y (multiple de 2nty
et grand) la partie réelle du second membre est négative. Cependant, d'aprés
la formule {1), appliquée 3 f(t) = w(t)ef¥ {donc f > 0}, le premier membre
est positif. L’hypothése est donc & rejeter.
Ainsi on a Z(1 +4t) 5 0 pour t # 0, donc
1

@ o [ o aE e = -+ 0™y o0)

dés que p € D(R), ¢ = Cet p(0) =1
Choisissons € > 0 et ¢ telle que

i [ 1
[ g 2 — 5(x)dr = 1.
1-e< o= _Et,o(x)d:c < 2ﬂjsﬁ(ﬁ) T

Minorons d'sbord le premier membre de (4) en intégrant sur [—e¢,el. On
obtient i
(1 e Veler™) < - +0(7) (- o0)

et par conséquent, faisant tendre € vers 0,

(5) lim supye Yw(e¥) < 1.

Y=o

Majorons maintenant le premier membre de (4) en intégrant sur [—e,¢],
{(—o0, —¢€] et [e,7). On a d’abord

€

. < gt Vg ey+c .
e (e¥™)

Ensuite, comme (5) entraine, pour un X > 0 convenable et pour tout r > 0,
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e Cw(e®) < 2rK
x4 1
on a
1 /7 ¢ g(—x) K ¢
—_— < S T ~
et

1 v ¥ sl
Py SK/ de
T Je € y_$+1

]
. 1 Z—€ 1
SKf @(—z ( + 1-
p ) y—€e+1 y—e( y-e+1) de
K o0
wa/e @{—z){1 + z)dr.

On peut choisir ¢ de fagon que, pour tout y > 1,
1 ™ 1 ¥ ¢

—_ — <& -
2T —oo 27 € —y’

<

il suffit que, outre les cond sions précédentes, H(x) vérifie (7 ;
bt 4 R I( o0
K/ @(—z)dz + ﬁ] P(—2)(1 + z)dx < 27e
—oa - €

Faisant alors tendre € vers 0 on a

(6) lim inf ye Yw(e?) > 1.
Yy—oo

(5) et (B) constituent le théoréme des nembres premiers.

Merci A la “Gazette™ et en particulier & J.L. Nicolas,
d’améliorer cet article par les notes qui suivent.

Notes :

(1) On pourra trouver des explications supplémentaires sur le prolongement
analytique de (s} dans les livres classiques de théorie analytique des nombres, par
exemple [1], p. 142 ou [2], p. 42.

On peut démontrer simplement que ({1 4 it) 0 pour tout ¢ réel non nul (Cf. [1],
p-150) et c’est un ingrédient utile dans la démonstration usuelle du théoréme des

nombres premiers, mais la démonstration ci-dessous n’utilise pas ce résultat qu'en
fait elle redémontre.

(2) Pour Re(s) > 0, la fonction log(l — p=®) = —p=¢ — p=29/2 — _ est
hofomorphe. La série g(s) = Epe’P p~? + log(l — p™?)} converge uniformément
pour Re(s) > og > 3 et donc est holomorphe pour Re(s) > 1. La fonction 9(%)
est aussi holomorphe pour Re(s) > 1 et pour Re(s) > 1, on a Z(s) = e9151((s).
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Comme on sait prolonger ((8) en une fonction méromorphe pour Re(s) > 3, on
définit Z(s) = e?*)((s) pour Re(s) > § et s # 1. Le résidu de Z(syens=1 est
et > 0.

(3) Comme ((s) ne s'annule pas pour Re(s) > 1, Z(s) ne s’annule pas non plus
et Pon peut définir une fonction log Z(s), holomorphe pour Re(s) > 1 et continue
on tout & = L+it ¢ E = {144t, {(1+it) # 0}. Mais pour Re(s) > 1, fa fonction
Y pep P~ ? est une détermination de log Z(s} qui differe de la premiére par une

constante 2imA. I s'ensult que EpE'P p~° est continue pour 5 == 1+ it ¢ E.
Notons que #{t) n’est pas définie pour t = 0 ni pour 1+ it € E.

(4) Comme f est C*°, en intégrant k fois par parties, I'intégrale définissant f, on
obtient f(x) = O(z™%) quand x — oo, pour tout k. Cela entraine la convergence

absolue de la série ZPE‘P f(logp)/p. Ensuite, £ a au plus un péle et un nombre
fini de zéros dans le support de f, et au vois_inage de I'un de ces points g, on a :

H(1 + )| ~ |log(t — o)l

ce qui assure que ff est intégrable sur R, De plus, pour tout ¢ > 0 fixe on a :

1
fffe=]f(t) ;w—ﬁ dt =

> i [ s =

peP

Y. 1r%f(logp)-

peP

La permutation des signes f et Y, est licite car la quantité

] ol S 5%—
peEP

est finie. La famille de séries Epe‘P ;;lpf(logp) est normalement convergente

pour € > 0 puisque la série 3 ep | f(log p)}/p est convergente. On a donc

lim > 191—1+;f(10gp) = fllogp)/p.

peEP PEP

Enfin, par le théoréme de Lebesgue, on a :
lim | fé. = / fe
e—0

ce qui établit (1).
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(5) La fonction f, étant C°°, il sensuit que f € D(R). On définit la convolution
de la maniére usuelle par :

FxGx) = fF(t)G(:r —t)dt

et si F' et G sont dans LYR), alors PA'TG existe et vaut F'G (Cf. (3}, p.17); on a
aussi la formule d’inversion : si f et f sont dans L'(R) et si f est continue alors

ey = 2mf(—1).
On en déduit :
i n P L
10 =000 = 3 600 (A0 = 5 (1)
et
. 1 .
flz) = o (#5 * fy) {z).
En reportant dans la formule (1) on trouve :
R 1 [ .
fllogp) = T /go(x)fy(logp— x)dz

et

> fooen = 5= [ote) | 3 2 fogp—o) | ds =

peEF pEP

1
— ) Ty +x o
o ftp(:c)e w (et )dy =

1

7 F(—z)e* Yw(e? " ")dz,

(6) Comme A € D(R), on a (CF. la note (4) ci-dessus)

/}\(t)eﬂydt = O(y_g).
Ensuite, Pintégrale
1 .
f’t;‘)(t)log —ettdt
it
peut se calculer de fagon élémentaire comme :

Jim F(3p,y,€)

avec
F{ip,y,€) = ffo O (—gz - logt) dt -+ /_Cu')(t)e“y (%2 - log(—t)) dt.

On intégre par parties chacune des intégrales en posant dv = eitydt; la partie
intégrée cdonne :
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-2% ('t[)(e)eiye + T,b(—e)e“".yc) + 12‘_?3;5, (ﬂ?(e)e‘.y‘ +¢(_E)e-iyg) )

Le premier terme tend vers %1[)(0) =

0, on voit que le deuxiéme tend vers
parties est :

et par un développement limité d’ordre
. Le deuxiéme terme de Iintégration par

o |

f=1

1, 1
*’EF(w 1y15)+ zyGW’,y: E)

G, v,¢) = / i '—!]—g—)e"“dw - ﬁ‘bi—t)eimdt.
On a G(¥,y,€) = G(¥(0),9, €)+G(Y(t) —~ {0}, v, €} et, comme (W{t)—p(0))/t €
D(R) on obtient :
Jim G@p(t) ~ 9(0)y.€) = f we“yrﬁ = Oy~ h).

Ensuite
o —€ iyt 00 ity _ ity o0 o t
G(l,y,e):f +j f-dz:/ -e——e—dt=2i/ sinfyt)
€ -0 t € t € t

et donc oo
. . sin{yt) .
lim G(1,y,€} =2 —2dt =m
Jim G(1,y,¢) =2 fo .

On évalue enfin -;1§F(1,b’,y, €) en intégrant & nouveau par parties. La partie

intégrée fournit une contribution —;15 (%1,(')’(0)) = O(y™%). Le terme en G

iy

fournit :

2
Le dernier terme sera (——%) F{¢",y,€) que Pon majore par

1 1 -
3 f |6 (£)]] log —ldt = Oy~
] it
La théorie des distributions permet de faciliter grandement ce calcul.

(7) Le choix d’une fonction @ vérifiant ces contraintes est classique en analyse de
Fourier (voir pour cela [3]).
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