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QUELQUES METHODES ELEMENTAIRES .
EN THEORIE DES NOMBRES

par

Jean-Louis NICOLAS

. T

Introduction

Soit n un entier positif. On désigne par d{(n) le nombre de divi-
. On. a ainsi

seur de n et par o(n) la somme des diviseurs de n

(c¢f. [8], ch. 16): pour

k ai k
n=10p,° dn)= & 1 =10 (a+1)
i=1 1t d]n i= :
®ipi
: k B, -l
et on)=12 d-= H(_""“"I"—)
din i=1 Pi~

Nous allons étudier plus précisément les deux fonctions suivantes

g{n) = max L Z d

ISmSn d|n
d=m

et

= 2 1
d[n
t<d=2t

F(n)} = max qt(n) avec qt(n)
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Ces deux fonctions sont liées par les inégalités :

(1) 2 F(n) < g(n) S 2 Fln).

1 1 m 1
=>— > — ===
g(n) = - = dz— I =35 qm(n)
d|n d|n
m/2< dSm <d=m
1
ce qui entraine g{(n}= > F(n) et d'autre part on a
PR
gln)=z~-— I d
m
d]n
d <m/2
Soit m_ une valeur pour laquelle le maximum est atteint, on a :
1 1 1
gn)=— ¥ d=— L d+— T
mo d‘n mo d‘n mo dln
d=m d=m /2 m <d=m
o o o

< g‘éE)+ F(n) d'ou l'on tire g(n) =2F(n) .
Remarquons encore que l'on a, pour tout n, g(n)= -0‘(“2' .avec
egahte lorsque n est une pulssance d'un nombre premler La determlnatlon

Q_(n__l n est pas fac11e .

Enfin g(n) est une fonction surmultiplicative : Si, 1n1_\.,et: nz sont

des entlers . tels que g( )

premiers entre eux, ona : . .
glny ny) 2 g(n)) glny) -

1
En effet, soit g(n )} = L by d
Rl B m
Sl d|n _
d$m1
N |
gln Rt I I
2 ) d In 2
dz: My
.
Il vient : g(n,) g(n,)=—— & d
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Les éléments deD , divisent n, n, et sont = m m, . On a donc :
1
< — <
172
<
d_mlmz

Pour la fonction F , nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 1. - On a pour tout n :

i—i;ifn— d(n) = F(n) < d(n)

k-1
Démonstration : Soit k l'entier tel que 2 =En< Zk . Ona :

k:[logn]+1<log2n
log 2

log 2
P-1 :
Si l'on répartit les d(n) diviseurs de n dans les intervalles [21 , 2" [
: d
pour i=1 & k , un des intervalles contiendra plus de dln) diviseurs.

k
Nous allons étudier les grandes valeurs que peuvent atteindre les

fonctions g et F .

Pour étudier les grandes valeurs que prend une fonction arith-

métique f , on définit les nombres f-hautement abondants :

DEFINITION. - Dire que n est f-hautement abondant équivaut a dire :

m<n = f(m)<f(n) .

Lorsque f=d , on trouve les nombres hautement composés de
Ramanujan {cf. [9] et [10]). Les nombreés ¢ -hautement abondants ont
aussi été étudiés (cf. [1]) mais la plupart des techniques ne se généralisent

pas aux fonctions non multiplicatives.

On obtient les résultats suivants

THEQREME 1.- Ona :
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THEOREME 2. - Si n est un nombre F- (ou g-) hautement abondant, on a :

d{n). d(n) /log log n

. : = Sc; —=
“1 «/log n log log n Fn) s 2 v/ log n

THEOREME 3. - Soit g un nombre premier et a un entier. Il existe n_.

. a .. .
tel que si n est g-hautement abondant ef n= D, alors ¢ divise n.

Ces résultats ont été obtenus en commun avec P. Erdds et quelques
uns avaient été esquissés dans ([5]). Leur intérét dé‘pend surtout des
méthodes utilisées : la minoration du théoréme 2 esf obtenue a l'aide du
théoreéme central limite des probabilités et'la majo‘ration a ltaide d'un

théoréme combinatoire, le théoréme de Sperner.

§. 1. - Démonstration du théoreme 1

Elle est basée sur le iemme suivant :

LEMME 1, - Soit da la densité supérieure des entiers n ayant-un diviseur

d vérifiant a<d =2a "

On a :

N C
o
da log log a
Le lernme 1 est pratiquement démontré dans le livre de Halberstam
et Roth ([7], p. 256} ol le théortme 10 dit que lim d_ =0, mais la dé-

a -+
monstration donnée permet d'obtenir 'da = 0(1/log log a).

Remarque : H. Delange en utilisant les méthodes de [3 ] peut démontrer

le lemme suivant, qui est plus fort .

LEMME 2. - Soit a réelz a0> e =2,718 . Pour tout x>0, le ﬁombi‘e des

n entiers =x avyant un diviseur d¢ Ja, 2a ] est au plus égal &

M_ < = 75 t2a
o (log a)” (log log a)
0(;=1—i—1%g—2—=0,057,

AVEC



Démonstration du théoréeme ! : On a d'abord :

F(n)z q(n) = &1
t
dn
t<d=2¢t
et '

T Fn)z L q=2 1= 1 [3]
t<ds2t dn  t<d=2t
n=x

=x I (%)-1‘0(12)215{ (log 2-¢)
d=2t

en choisissant t assez grand.

On a d'autre part, d'apres le lemme 1, pour x>xo(t) :

Zex
Z -1 1 t
n=x og tog
q,(n)#0

et l'on a de fagcon évidente qt(x) s t+1

..501t 1.:1<t2~.< <‘ck . Ona :
S Pz 5 (T q ()
Fin) 2 & q, (n
n=1 i=1 nSx %
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le &' voulant dire qu'on somme sur les n tels que a, (n) =0 pour j>i.

Mais on a : J

n<x 5 n<x % j=ifl pSx G
q, (n)#0
jk
2
Z L oq (n)-(g+) B T
nsx i j=itl 08 O8 T

pour x> xo(tj,) .

En choisissant t, , t t. tel que ti <e¢log log t

17727777k i+l

assez grand, on aura :

g q, (n) 2 x (log2-¢)-2kcex

t

1
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)

et, our x> % |\t
p o(k

x
Z F(n)=z kx(log.Z-a)-—Zkzcsx‘.
n=1

1 X 2
Soit : — I F(n)= klog2-&(k+2k c) .
X L
n=1
Comme & peut.étre choisi petit, cela montre que pour tout k,

1 =
ona : — ¥ F(n)= klog 2, ce qui démontre le théoredme 1.
n=1

§.2. -~ Théoreme central limite des probabilités

o

Soit n=p, !

- P un entier et sa‘décompoa-",ition en facteurs
premiers. Soit d un diviseur de n . On peut considérer log d comme une
- variable aléatoire somme des k variables aléatoires Xi prenant comme
valeur : 0, log P; s 2 log Py s O log p, avec égale probabilité. On
peut appliquer le théordme central limite des probabilités, pour montrer
que, lorsque k tend vers l'infini la distribution de logd tend vérs la dis -

tribution de Gauss. Plus précisément, nous allons appliquer le théoreéme de

Berry-Esseen ([6], tome 2, p. 544) qui donne une évaluation du reste.

Soit P(A) la probabilité qu'un diviseur d de n vérifie

Iogd-% log n

AE TS0 =2
Soit
2
(2) Ay <h= [ o 2
. —m J_Ke dt .
On a
(3) PO -AQ)] < 12 —%(51-)—
S (n)

Soit My la moyenne de la variable Xi R Sz(n) est la variance de

la somme :

, 2k ylogte)
(4) $°(n) = 2 E(X,-u) =.§ —; — logp

i=1 i

1
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D'autr_e part, V_p(n) est le moment du 3&8me ordre :

) .
J'(OLi) log P,

i Lk
5) et = E(x-ulh) = 3 g
avec 5 > ' .
J(a) :%(%—_:-}%L—' . si 4 estpair
J{a) = (0,+1)((Z,+1)2—2) si a est impair.

On rappelle que pour une variable aléatoire discréte X qui prend

des valeurs avec égale probabilité, l'espérance mathématique

(Xt)IStST

de la variable XM est :

PROPOSITION 2. - Pour tout n entie_x_'s et A réel >0, ona:

d(n) 16 2 p(n)
Fn) 2 2 S(n):glog 2 (Ar) -12 SS(n))

o(n) et S(n) étant définis par (5) et (4} et A(M) par (2).

Démonstration : La formule (3) nous dit que le nombre de diviseurs d

vérifiant

1 | -
"5 log n-A S{n) = log-dS% log n+ A S(n)

est égal & P(\) d(n) et vérifie :

(6) P(A) d(n) 2 d(n) (AQM) - %i%l)
Si 1'on coupe llintervalle [ log ﬁ~l S(n) , ;—'log n+) S(n)] en

ﬂi?s-(%)-+l) sous -
& P()) d(n)

+].

sous -intervalles de longueur log 2 , il y aura au plus (

valeurs de log d, avec d divisant n. | log 2

La proposition résulte alors de 1'inégalité (6) .
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PROPOSITION 3. - Soit n=2.3 ... Py le produit des k premiers nombreés

premiers. Soit n>0 fixé, on a pour k assez grand :

. 2log2 - d(n)
Fn)= A 27T (1-n) v/ log n log Iog n

Démonstration : On applique la proposition précédente. Il faut calculer

S(n) et p(n).

Soit g(x)= Z_logp la fonction de Chebichev (cf.[8], ch. 22).
p=X .

o(p, )

n=e

On a d'autre part : B8(x)~ x et pka log k (cf. (8], ch, 22} d'oh il vient :
logn = G(Pk)N Py ~ k log k

et (1) k.——ogn_
log log n

On a d'apres (4) :

Py
2 1 k 1
S (n)=z L log p.=- j' log tdle(t)]
1=1 4’ 1
P
k P
k
=le(x)logx _ -J :—e—gzc'de
4 x.
1 1
=L o)1 £ 0(p, )tk log” Kk
g 8Py e Py ¥ 0Py ) ~ i log
d'ou 1'on tire :
S(n),...-é—ﬁlogkN%A/IOgnloglogn

1
p(n) ~ -"%g—g-(log log n)2
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La proposition montre alors qué pour tout A fixé, ona :-

_d(n) log 2 AR
F(n)2 v/ log nlog Tog n (1-e) A

Quand A=+ 0, A(\) ~ N ce qui achéve la démonstration.

§. 3. - Etude des nombres F hautement.abondants

'Grace a la proposition 1, un nombre F -hautement abondant a
beaucoup de diviseurs. On va pouvoir utiliser, pour étudier ces nombres,
les techniques utilisées pour étudier les nombres hautement composés de

Ramanujan. Rappelons rapidement certains résultats (cf. [9] et [10]) :

. . d . .
Soit >0, la fonction "‘%)' a un maximum qu'elle atteint en
o n
N =00 pP avec
& | 1

a =0——1]
p -1
otv. [u] désigne la partie entitre de u .
log 3/2
1 log 2
On pose x=2 /¢ soit € = '1—33—; et X, = X 1log 2 Un tel nombre

N&: est dit hautement composé supérieur.

Pour un entier n quelconque, on appelle bénéfice de n par rap-

port 2 ‘Ns 1a quantité :

bén. n = ¢ log Nn - log (
>

Le bénéfice est additif sur les nombres premiers p :

B B B, 1

(8) bén.(Ip ) = % (e loglp

-
PPy 10 )

a +1
p

et chaque terme de la sommation est positif.
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PROPOSITION 4. - Soit. n un nombre ¥ hautement abondant et N _ le

g —
nombre hautement composé supérieur précédant n .
log 3/2
1/e log 2 - . .

On pose x=2 et X, = X . On sait que l'on a

% ~log NEN log n .
B
Alors si n=Ip P , on a les résultats suivants :
B 2
i) pour tout p , p P 0(x log x) ,

ii) poux x2<p <x, ona B-P = 1 sauf pour O0(/x log x) nombres
premiers, o ' ' ' :

iii) pour x<p, ona. Bp = 0 sauf pour 0(/x log x) nombres
premiers.

Démonstration : Majorons d'abord le bénéfice. Comme n est F-haute-

ment abondant, on a :
F(Ns) < F(n)

et, par la proposition 1 :

a(N, ) log 2
<
ez WS F(N,) < F(n) < d(n)
dlolr : ,
d(N ) log 2N
n d{n) £ £
3 =. —_— . = <1 .
bén. n = & log Ns. 1Ogd(NE) log d(n) og Tog 2
(9) bén. n < (l+n) log x .
Les points ii) et iii) se démontrent alors comme la proposition 4
de (L91).
. . o .. B 2 log x .
Démonstration de i) : Supposons que l'on ait p~ = cx . On aurait,

alors en utilisant la formule (8) :

B-a) “log B+ 1

bén. n= e log(p o

B+l

bén. n>2e(log X)z—i-E: log c -¢e a log p -log )
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Mais

(10) a = [ ] <

entraine e qalogp=1.

2 1og2x + log'c <2 10g2 x + log ¢

1 =
. 2D autre part, 8 log p Tog 2 et
e LA , on aurait alors :
log x
bén. n = (2 log 2) log x - 2 log log x + 0(1)
2
Pour pB > cx log x , comme le bénéfice croit avec B, on aurait

a fortiori la relation précédente, qui est en contradiction avec (9).

La minoration dans le théoreéme 2, se démontre comme la propo-
sition 3, en utilisant les propriétés énoncées dans la proposition 4 :

Si n est F-hautement abondant, on a :

+2 2
Sz(n) = GZ “g"‘('%é""llog P

plln

= ofa+2 2 1 2

p<x Bu p>x_1“1‘é“‘11°gp+2 L logp
2 x2<p<X'
Q.
p lin

: ala +2) 2
Z 15 10gp—81+82+83

x2<p<x
Q
P #p
£ 1 1
Par un calcul déja vu, ona 82 ~7 % logx ~% log n log log n .

le nombre de termes est

log 3/2

0(x,) = 0(x log 2

Dans les sommes 81 et 83
et chaque terme est inférieur ou égal a :

log” p=<+ (log p)° = 0(log"x)

o

d'ot :

S(n) N,\/Sz N% Jlog n log log n
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On évalue de méme p(n) ~ __1_9_%51__ (log log n)z et la proposition 2

: 2 log2
donne pour toute constante ¢ < _—,\/_27‘%_ et n F -hautement abondant assez

grand :

d{n)
F(n) 2 “1 A log n log log n

§. 4. - Le théoréme de Sperner

LEMME 3. (Théortme de Sperner) cf. ([2], t. 2, p. 114 et [7] p. 248). -
Dans un ensemble 2 k .éléments si des parties Al , Az . eees A‘h sont telles
qu'aucune d'entre elles n'en contient une autre, leur nombre h vérifie :

k )
=
([2:|

est le coefficient du bindme.

on () =—k!
i N RSB

Soit n=2.3 ... p, le produit des k premiers nombres premiers.

‘ k
Il y a une bijection simple entre les parties de l'ensemble {1,2, ...,k} et

les diviseurs d de n :

a Ac{l,2,...,k}, onfait correspondre :
d :_Tp,
A
icA’

et la relation ACB se traduit par : d,[d

A'TB

A l'ensemble des diviseurs d de n vérifiant t<d=2t, corres-

pond une famille de Sperner :

ACB et A#B > d,|d_ et dA;é_dB=>dASZdB

aldg
et d'aprés le lemme précédent, on a donc :
k

F(n) =
5]
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Lorsque k -+ =, la formule de Stirling (n!~ nn, e--an/_Z T™n) donne :

k
21
et d'apres la formule (7) on 'a‘ ko 1-()1;0%;1;;’“’: ce qui donne pour n=2 .3... P
assez grand, o
2
Fn)S (148) /& d(n) J10810ED
m logn
Le théoréme de Sperner se généralise de la fagon suivante :
0 %
LEMME 4 (cf. [4]).- Soit n= P; - P - ‘La plus grande famille de di-

viseurs de n.tels. gqu'aucun dlentre eux n'en divise un autre est ocbtenue en
o]

considérant la famille :

Désignons par D(n) le cardinal de cette famille. Si
-,

o
1 j .
= = t=-k- :

n=p; .- “p.j, pj,+1 "'ppk".- on a en posant k j

t

_— <

D(n) = (q1+1)... (a,_j+1) ]

- : | 51

En effet, ilya (a,+1)... ‘(onj—!- 1)} choix possibles pour B, - B

1 i’

Ensguite, pour chaque choix de B' % ...s B.» .il faut choisir 8. . ,..., B
de telle fagon que la somme “Z.|.1Bi .50it une certaine constante ¥ .
i=]

t
I1ya (r) facons de le faire. et l'ona :

() é(é})

Appliquons cela & un nombre n F-hautement abondant. Il résulte

de la proposition 4 que le nombre t de nombres premiers divisant n

log n

log log n On a

avec l'exposant 1 est équivalentd T(x) ~ m(log n) ~
donc : ' '
t
F(n)=< D(@)=< (o, +1) ... (. +'1)( )
1 j t
[5]
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t 2 27 log n | :
Comme [1:-3 W - Jt— | et k ~ log log o on a pour ‘toute
—\"2 -

2
constante ¢ >,./"T; et n assez grand :

2

d(n) »/ log log n
F(n) < <y ,\/-lc%—_g—__r;g

ce qui donne la majoration dans le théoregme 2.

§. 5. - Démonstration du théoreme 3

Le théoreme 2 va nous permettre d'obtenir une meilleure majo-
ration du bénéfice que la formule (9). Soit n un nombre F-hautement
abondant et NE le nombre hautement composé supérieur précédant n.

On a :

d(N )
= SF(NE)<F(n)<c —dn)_ v log log n

1 N log NE Tog Tog N 2 Jlogn

1'inégalité de gauche se démontrant comme la proposition 3 . On en déduit :

(n) d(N )
bén,n:elog.__n__log dl’l e)

= log—=r—~
N, d(N ) d(n)
log N
= log("ig' ‘“SE-“E J1log log n ,/log log N _)
c log n ' €

Comme log n~1.og Na-n.a X, on a' :

(11) bén. n=(1+mn) log log x
Supposons maintenant que qs, avec B < a divise exactement n,

cela entrafherait, d'aprés la formule (8)

p-a
bén. n= € log q q-log“‘g-'j-‘—l--
o +1
q
= log(aq+ 1) -log(p+1)-1

= 1og(o:.q+1) -log(p+1)-1

en utilisant (10).
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Quand n tend vers l'infini, q étant fixé, & +0 et

1 _ 1 1 logx
£ ]_eslogq_l-l-o(l)'“slogq ™~ log 2 logq

o =[
d'oh bén. n2 log log x +0(1) .

Cela ne suffit pas a faire une contradiction avec (11) mais seule-

ment & démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5. - Soient q, et q, deux nombres premiers fixés et

a, et a, deux entiers. Il existe n_ tel que si n est F-hautement abondant
a a
et n=2 n_ alors ql1 ou g, divise n .

Démonstration : La formule (8) donnerait alors :
S g, +1 Bz % B, + 1
bén. n=eloggq l—log—*—"—'-+(slogq 2. log—z—“——)
’ - 1 o + 1 2 o +1
9 ‘ . q,

> 2 log log x + 0{1} .

Le théoréme 3 se démontre grice 2 la proposition suivante :

PROPOSITION 6. - Soit n un nombre g-hautement abondant. Supposons

a .. . : a . .
que ¢q ne divise pas n. Soit 1=r<qg et soitun nombre premier

pET rnodza, p,:ér. Alors p ne divise pas n.

Démonstration : Soit g(n) =

. koo, L.
Si p~ 'divisait exactement n, écrivons

! .
g(n)—n_1 (SI+SZ+SS)
avec S1 = Zn d1 ; Sz= kZ dz ; S3 = Zn d3
. 4l5 7 pidyn NS
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t

2

Les diviseurs d-2 intervenant dans. SZ sont de la forme: p d
] 2 t S .
avec dZ'p .et dz. ..m/p . Qn a.dor.1c_.
< o
82 pS3 .
Considérons le nombre n'= 2ol n, plus petit que n. Ila ;poui' diviseurs

les diviseurs de la forme

-1 a
d , 2==d, ; d et qd, .
1 p %2 30 %F 4 9
: L. s 2a, p-1 NP N
Ces diviseurs sont tous distincts car ¢ | d, et sont inférieurs a m .

. P 2
On a donc :

g(n')z

L
m
> L
m

(5,+5,+8 )+—9~;~m5—s > g(n)

2 3

ce qui contredit le fait que n soit g-hautement abondant.

Le théoreme 3 se déduit de la proposition 5 -qui est valable pour
les nombres g-hautement abondants 2 cause de la relation (1) - et de la

proposition 6.
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