MUELOUES EXEMPLES DE RECHERCHE EN THEORIE DES MOMBRES,..

par Jean-Louis NICOLAS, Université de LIMOGES
(conférence du 15/10/1976 devant la Régionale de Limoges)

Pour savoir ce qui se passe dans la téte

d"un chercheur. Pour comprendre la gendee
de la penade mathématique, demandons quel—

queg 1llustrations 4 1'un d'entre eux.

La théerie des nombres & toujours posé des problames aux
énoncés pimples, mais trds difficiles & résoudre. Pour les étudier, 1l a
souvent fallu développer de fagon consldérable des secteurs importants des
mathématiques qui n'avalent rien A voir au départ, avec 1'arithmétique

La plupart des résultats exposés ici sont tirés dqg trois
livres @

-(w] : Hardy and Wright, an introduction to the theory
of numbers, Oxford at the Clarendon Press, a‘h gdition 1960

en anglais, mzis trds attrayant et tout 3 falt abordable
(la moitié du livre est accessible a un &l2ve de terminale C)

-[sCcl: Borevitch et Chafarevitch , théorie Jes nombres,
Gauthiers Villars 1947 .

-[MEJ: Mathématics of computation vol.29, 1975

Ce muméto spécizl de la revue Mathematies of computation
rasgemble plusieurs articles qui montrent 3 quoli peut servir un ordina-
teur dans la recherche en théorie des nombres,
Soit n un entier 7 3. Iln exisc;-;;;-;;;;s entlers x, ¥,z non nuls,
tels que :

N yn s gt

Sur son exemplaire des oeuvres de Diophante, Fierre de
Fermat poanit ce probléme en 1637 et dcrivait qu’il en conmaissait une
solution, mais que la marge était trop petite pour la contenir. be noa
}Jours, ce problime n'est toujours pas coamplitement rénolu, bien que de
nombreux mathématiciens 1'ajent abordé,

Le cas n = 2 érait connu de Diophante : {
Si 1'on a : xz + yz - zz avec
X190, ¥70, z%0, (x.,¥} = 1, x.pair.
{l'un des deux nombresy. ou y doit 2tre pair,‘puur des raisans de con-
gruence modulo 4),
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Alors y= 2 ab, y = a’ « b, z = a° + »°
ol 2 &t b sont des entiers de parité opposée, avec :

(a,b) =1 et a?bjo,

Il y & une bijection entre les paramdtres a et b et la
solution . x,y,z.

On trouvera dans [HW] , ch.XIII, la démonetration de ce
théoréme, Exemples :

am32, bw ]l donne 32 + dz

2
a®3, bw2 donne 5 + 122 = 132

51 le théoréme de Fermat est vral pour n, il est vrai
a fortiori pour un multiple de n puisque :

an an an

x +y =z
g'écrit aussi

a a,n
[ N P L P
Il suffit donc de démontrer le théor2me de Fermat pour

n = 4 et lorsque n est un nombre premier impatr,

4 Fermat résolvait le cas o = 4 en démontrant gque 1'équation
®x +y =2 n'a pas de solutions non nuiles.

Le cas n = 3 fut résolu par Euler qui a démontré que

3 3

1’ équatlon E +n” + 7 =0n'a pas de solutions dans 1'anneau 2 + jZ ou

- —-;— + i vfziest une racine gubique de 1'unité.
Dans cet anneau, il y a des nombres premiers et une décom-

position unigue en facteurs premiers. Cette derniZre propriété n'est malheu-

reusement pas générale, puisque dans 1'anneau % + 2Z V10,les nombres

2, 3, & + /10, 4 - /10 sont premiers et que 6 = 2,3 = (4 + ¥10) (4 - /10)

a deux décompositioms,

Peur pallier i cet inconvénient, Kummer en 1850 inventa la
théorie des nombres idéaux pour lesquels il y » unicité de la décomposition
en facteurs premiers. Il démontra ainsi que pour tout nombre premier p
régulier, le théoréme de Fermat est wvrai.

" Les nombres de Bernouilli Bn sont définig comme les coeffi-

cients du développement en sdrie entire de —%
*x
1) i
Lt 3 B
x
—_ =1+ ] L % + —% x4+ —% £ -
FL nw ! n. b

On peut calculer Bn en faisant le quotient des développements
X,

limitEz dex.par e 3 I, ou par la relation :
T
|
m]
+RZ] (ﬂ) Bk 0 avee{E) RYCE

lip, =dip ==L ;5 =1,
Cn trouve Bl R 32 A Bh 15 36 T

] H -5 H | e— -7I
"Bg =35 i Bg " g5 7 B " 3ag c Byg T g ¢ oete...

Tous les Bn, pour n impairs sont nuls & 1'exception de Bl.
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Ces nombres servent A développer tgxat cotgx en série entidre @

oo xln—l B
2n f 2nl
tgx- = - - sz
EX E-l Tn T avec Tn 2 B2 1) 7

{Tn est un nombre entié.r)
a0
Cntgx-]T; - E ’ Zn’ Py .'Zn—l

n=|
- On peut éga ement expr:.mer en fonction des B la somme deg
é'az_ our k entier : on a :
adrie Komy o p
o* o
Zk, ‘2 (E 1
i i o=l n2k 2 4
0o a en part:.cul).er : I LI E 1 .
ny! ;'f 5 ®fam :’: L
Cette dernizre formule donne 1'ordre de grandeur des By
oo L
carf(2k) = Z L est une suite décroissante de k, dont la limite esr 1,

n=! nzk
Un nombre premier p impair est dit régulier, s'il ne divise

aucun numérateur des nombres de Bernouilli

Byy Byeuecneen BP__3

Le plus petit nombre irrégulier est p = 37 qui divise
AB . On trouvera une tabie des mombres premiers irréguliers dans [1_35]
32 Kumner devait bien penser Etre prids du but en donnant son
critére' H p.our p régulier, le théorgme de Fermat est vrai. Malheureuse~
ment, 1'étude des nombres premiers réguliera s'avérait trés difficile. On
ne zm.l: pas encore s'il existe une infinité de tels nom‘hrea. On aait

cependant qu'il ¥ a une infinité de nambret premiers n'reguhers.

Depuis Kummer, des critdres numériques ont &té donnés pour

démemtrer que le théor&me de Fermat &tait vrai.lorsque p est irrégulier

,
(cf (![CJ). On a4 ainsi pu démontrer le théorime de Fermat jusqu' n = 30 000

(cf [HC]) et depuis Wagstaff a poursuivi les calculs jusqu'a 100 000 2
‘I'Université de 1'Illineis & Urbana. D'autres probliémes sont soulevés par
ced caleuls : la répartition des nomﬁres premiers réguliers : On conjecture
que le quotient -T{—gl du nombre de nomi;reu premiers réguliers¢ xsur le
nombre totsl de noubres premiers sx tend vers Ve =.0,6]1 lorsque xteund vers
1'infini On &tudie aussi 1'index d'un nombre premier irrégulier : c'est le
nombre de- nombres de Bernouilli qu'il divise. Amu 491 qui divise B,

2927
336' et 5335 pour index 3.

“'Cad simplifié

On a pu démontrer que 1'Equation x* + yp - 2P n'avait pas t‘ie
solution x,y,z telle que p ne divise pas X,y,z sauf si ‘
P =

! 1 wod PZ .

. Le petit thforime de Permat affirme que 2P
Hadulo P, e 'est vrai pour P = 1093, L3 encore c'est un prob
f:‘.c:le que d'Etudier cette congruence .,

* ) aod p
12me bien dif-

11

“"Conjecture d'Buler

cube ne pouvait &tre une somme de 2 cubes, Euler avait conjecturé qu'une
idme . . igme
pulssance nl ne pouvair Etre la somne de {n~}) puissances n .

Aprés avoir vEsolu x3+y3-=3, c'est~d-dire montré qu'un

L'ordinateur a mis fin 3 cette conjecture en donnant :
146% = 27° + 88° + 110° + 133°
Mais est-ce le seul contre exemple ? et sinon, comment sont distribués les

autres contre exemples ?

Le théor#me des nombres premiersz et 1'hypothése de¢ Riemann

Euclide a démontré qu'il exiatait une infinit& de nombres
premiers, par la démomstration encore utilisée de nos jours. S'il n'y en
avait qufun nombre £ini Pls Ppevrenn Py» oD congidére N = p 1P2eeepy v
ou bien N est premier et plus grand que p,, ou bien ¥ a un facteur premier
plus grand que Py

En 1808, Legendre &crivait : "Queique la suite des nombres
premiers soit extr#mement irréguliire, on peut cependant trouver avec une
précision tré&s satisfaisante, combien il y a de ces nombres depuia 1

jusqu'd une limite donmée X La formule qui résout la quesrion est :
-x

y= Iog x- I,ﬁﬂgg

logx &tant un logarithme hyperbolique”.
Legendre avait bas& cette conjecture sur 1'&tude dea tables
de nombres premiers,
Dirichler a démontré que dans toute progression arithmétique
Tan + b, svec a et b premiers entre eux, il ¥ a une infinité de nombres
premiers, Le raisonnement d'Buclide a'adapte @ certaines progressions comme
4o + 3 ou fn + 5 (cf.[HH] » ¢h.2), mais pas 2 toutes et le théorime de
Dirichlet est plus profond.
On note habituellemsnt4{x.) le nombre de nombres premiers
$'x . Tchebychev démontra qu'il existait deux r&els A et B vérifiant
0 ¢ A< 1< B tels que
r‘ ( “( x)< ].ng
Pour obtenir la majoration, il considére le coefficient
du binBme ¥ = _(_?3(1_5‘._]%)! - Comme M intervient deux fois dans le dévelop-
pement de
(1 + 1)2+] . onnH(sz

Majntenant soit q] seeareiqy les mubraa prmerr apparte~
mm:a]m-t-l 2m+ i} rmakm r(2Zm+ 1) - w{m+ ),

D'autre part le produit Ty-nenly divise X et on a ;

(=2 + 1) € Q8e0m0eg < 2%
d'odi 1'on tife? k

n(2m+|)—w(m+1)<%l:;gl‘a_f”
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On démontre alors par récurrence sur o, la formule

En utilisant des combinaisons plus compliquées :

X} (x/30)1-
/200 /3) i (x/5) §

pour x multiple de 30, ‘l:cheﬂychev resserrait autour de | lea constantes
A et B et démontrait que POUT X ) X, on avait :
ax 6 x .-
Tog x < mine 5z log x
2l/i! 3II3 5]/5_

avec a = log ——mr— " 0,92129. En améliorant tes techmiques,
) 30
il pengait bien arriver i montrer que w(x) ~ 1::3 " Halheureusement ce n'é-

tait pas possible.

Tehebychev aémntra le postulat de Bertrand : pour tout
x réely1, il y & un nombre premier entre x et 2 x,

Riemann _i’ntroduisit la fameuse fonction L définie par

L (s) = E-l -]-E pour & € CRecaiy 1,
n

Cette fonction est liée aux mombres premiers par la for-

mule : € (s) = Tz }_

P rremier

pour Re¢s)y |

'ﬂi"
@

Cette formule montre qu'il y & une infinité de nombres
Premiers : en effer, pour 5 = 2, g'il ¥y en avait un nombre fini, le gro-
duit » serait fini et { (2) serait rationnel. Or, on & vu que :(2}-—'-%—
qui n'est pas rationmeil,

Cn peut donner un sems & [ (a) pour Q¢ Re { s){!.

n
La série £ (s) = E‘ : (F]a)
n

31 est codvergente pour s réel 30

par le critdre des séries alternées et pbur & complexe, Re ¢(gY 0

par le théoreme d'A!;el. Dans 1a somme {(s3) + £(s) les termes pairs’

¢'ajoutent, les termea impairs s'en vont et 1'on 2 =

c(;i-rr(;)-zz LN ws)
kel (2K)% 2%

d'ol pour a w1 , t(s8) = £(a) /(‘l‘ﬂ' - ])
2

On a lim
3

|4 (g) -

Hadamard et De La Vall&e Poussin démontrait simultandment
en 1836 le. thioréme des nombres premiers (i 1im Xx) logx _ 1)

x
s . x—’oo
Il2 montraient'd'abord qu'il &tait Gquivalent & iea® 0 o+ ity » 0

puis démontraient ce dernier résultat.

L'étude des "zéros” de 1a fonction [ est donec importante.

On peut montrer que dans la bande O¢ Be (n¢cl, ils sont placés symétrique—

N 1
ment par rapport 4 la droite x = % - L'hypoth2se de Riemann dit qu'ils sont

S 2 T i et

N i et A S e S O b, e o

tous localisés sur cette droite. Ils sont aussi placés symétriquement par
rapport 3 1'axe réel ([ (8) = £ (8). Le premier zéro est -]2- +14,1,,..10.
On a calculé (ef. [HC]) les zéroa de § (8) dont la partie imsginaire esc
inférieure 2 | 894 436. I1 y en a plus de 3 millions et demi, tous situés
sur la droite x -:12» N

En 1950, Erdos et Selberg donnait une autre démonatration
du théoréme des nombres premiers, dite &lémentaire, c'est-aA-dire n'utili-

sant pas la théorie des variables complexes,

Hogbres hautement composés

d(n)
7

sa

Un entier n est dit hautement composé (h.c) #'il a plus -
de divigeurs que tous les nombres qui le précddent. Soit d (n) le nombre

de diviseurs de n, on'a :
n hoe f} m¢n ==Ydlm)< dln)

i3

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 1t 12 13 14 1§

Lea nombres h.c sont les nombres qui ont une vue imprenable
sur o8 : 2 4 6, 12,
Si n & pour décomposition en facteurs premiera

Bl By ] o,
Un divieeur d de n s'écrira d = B ies. Py BVeC o P g5

11 y & done (o) + 1) choix possibles pour 51....( oyt 1
choix poseibles pour g, «t on & doue :

4 (n) = {a, + L (u2 + ... (@, + 1

Liétude des nombrea havtement compcsés est life A 1'&tude
de : .u! d(n}, Ce dernier problime se met sous la forme d'un problime
d'mmiﬂzsh sn nombres sntiers :
Trouver des entiera xl'io tels que ;:
x log 2 +leog I+ +.¥klog L doii.ae ¥ log e
n.g%.o;(;l+1)+1og (xz+1)+ 4+ .... + log ?tk+1)+....1

o P dieigne le k ikue wombre premier.
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Les problémes d'optimisation en nombres entiers interviennent
en Recherche Opérationnelle A des fins militaires ou commerciales, Er, §'ai
eu la purprise de volr que: les méthodes d'études des nombdres h.c, gue Je
croyais enfermés dans un domaine abstrait et inutile, pouvaient gervir a
réaocudre des problames tras concrets.

j ) Voici quelques conclusions que 1'on peut dégager de ces
; exempleg :

« un problime n'est jamais complétement résply,

~ en théorie des nombree, i1 a toujours été utile de faire
des calculs, de conatruire des tables pour en déduire des conjectures. Les
ordinateurs facilitent et amplifient cette méthode,

= quand on ne sait pas résoudre un probliéme, on tourne
autour en le généralisant ou en le restreignant, en le modifiant pour

tenter de 1'abatire

= les discussiens sur un problame sent trés utiles d'od

la nécessitd des congréa, des rencontres, de 1'enaeignement de niveau
: Jamz cycle,
= il peut paraitre sécurisant de penser que des gens 8'in-

téressent au théordme de Fermat, Mais l'expérience a montré (&ventuellement

4 long terme} que ce genre de travail pouvait développer la recherche
H scientifique dans bien d'autres secteurs,

- dens un récent article {13 octobre 1976) sur la Recher-

che Scientifique en France, "Le Monde" mentionnait 1 "Le chercheur est un

2tTe un peu & part qui s'amuse de choses qui n'amusent pas les autres®.
Il me reste A souhaiter que les profeaseurs que mous sommes sachent cownuniquer
4 leurs éidves le golt de s'amuser avec les mathématiques,




