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EDITO

par Jean-Pierre Boudine

vie mathématique, s'il faut englober sous ce terme également un

aspect populaire des mathématiques. Quadrature, partenaire du
CM] et du "Kangourou", lui-méme intégré au CM}, publie une premiére
partie des documents, un second numéro consacré au CM| paraitra au
printemps 94.

N ous espérons que nos lecteurs, et les enseignants des lycées et

I e Congrés Mathématique Junior fut un moment exceptionnel de la

des colléges auxquels ce numéro est adressé, apprécieront tant

les contributions des mathématiciens que celles des jeunes.
Nous avons voulu que ce numéro puisse étre un OUTIL pour [a
classe, donne un ensemble de PISTES, de suggestions, d'IDEES a
creuser. A vous de nous dire si ce pari est gagné.

en mathématiques existent, vivent, cherchent, séchent et parfois

trouvent ... des choses qui les passionnent. Il a également fait
progresser au sein de la communauté mathématique l'idée que les
lycéens, méme ceux qui n'intégreront jamais Normale Sup, existent
mathématiquement parlant, et qu'un effort de la part des professionnels

I ' événement CM| a fait découvrir a des jeunes que les chercheurs

- pour propager la mathématique comme dimension culturelle, un tel

effort a un sens. Cette seconde prise de conscience n'est plus aisée, ni

-MOIR Slmportante que la premiére. Que cette mathématique "culturelie

et popuiaire ':o:t dans f'air du temps est confirmé par deux bonnes

- a constitution cet été de l'association "Math pour Tous", qui réunit
dé]& ‘Christian Mauduit et Pierre Duchet, chercheurs ; jean Pierre
"_Boud!ne et Maurlce Glaymann enselgnants et édlteurs Plerre

, "Quadrature" “Gazette des Mathématlciens su :
) théoreme de Fermat-Willes. Ce numéro paraltra_
temps que les spécialistes du monde entuer a:ent Ievé ies demlers
doutes*. : O P

clest A dire dans les premiers jours de novernbre, avec fes rubrlques
habituelles et les énoncés du Championnat de France des jeux
Mathématiques et Logiques.

| e numére 17 de "Quadrature" paraltra qulnze iours aprés celuu-cn

* Didier Nordon nous communique 2 I'instant une nouvelle qui va faire du
bruit. Un mathématicien bordelais aurait démontré la réciproque du
théoréme de Fermat ! .




'NOMBRES PREMIERS
ET
CODES SECRETS

par Jean-Louis NICOLAS
(Université Claude Bernard, Lyon 1 )



NOTES PRISES PENDANT L'EXPOSE
| DE JEAN-LOUIS NICOLAS
CONGRES MATHEMATIQUES JUNIOR 7-9 JUILLET 1993

(Les encadrés reprennent les transparents qui étaient projetés,
le texte résume le commentaire oral.)

I

2756839 -1

est un nombre premier
(Slowinski, mars 1992)

En mars 1992, il a été annoncé 3 la radio un record : le plus grand nombre premier connu i ce
jour est 2736839 _ 1 (Slowinski).
Comment faire Ia “carte d’identité” de ce nombre, qui est beaucoup trop grand pour pouvoir &tre
affiché sur un écran de calculatrice ?
a) On peut se demander tout d’abord combien il a de chiffres.
1i suffit pour le savoir d’avoir 4 sa disposition une calculette. I utilisation des logarithmes décimaux
permet alors de montrer qu’il a 227 832 chiffres. Il faut tout un cahier pour Pécrire !!

b) L utilisation de la fonction 10* sur Ia calculette montre alors que ce nombre
commence par 1741...

¢) En base 2, il s’écrit :

i11... 111
756 839 fois
Sur la calculette, on fait : On en déduit :
2 Si 10"<x<107+1
log 44 0,3010299957 alors x a (n + 1) chiffreset n< loggx<n+1
X Notre nombre a 227 832 chiffres
756839
_ Il commence par 1741 ...
227831,240888 En base 2 : 23 = 1000
_ 227831 | 23_1=111
- 0,240888 2756839 _ 1 = 111.... 111
10% D
1,741 756 839 fois
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d) Comment se termine ce nombre ?

Examinons les puissances de 2 successives. Leur chiffre terminal est 2, puis 4, 8, 6,

2,4,8,6etc...
11 dépend du reste de la division de I’exposant considéré par 4.
Le reste de la division par 4 de 756839 est 3 : on en déduit que 275839 se termine

par 8, donc notre nombre par 7.

%; — ‘2‘ Si le reste de la division de a par 4 vaut ;
2’ = 8 0 Alors, | 6

2: = ].6 1 24 ge 2

22 = 32 2 . ) 4

23 - 64 3 termine par : 3

27 = 128

28 = 956 756 839 =4x 189209 +3

2?0 = 512 2756839 ge termine par 8

2n =1 024 2756839 _ 1 se termine par 7

En examinant de méme les deux derniers chiffres des puissances successives de 2, on
peut vérifier qu’ils forment une suite périodique de période 20, et le nombre considéré finit par
87.

Nous avons utilisé ici la notion de “congruence modulo 4” et de “congruence modulo 207,
pour calculer ce nombre premier “modulo 107, puis “modulo 100”.

756 839 =20 x 37 841 + 10
12756839 se termine par 88
2756839 -1 se termme par 87

Congruence o = b mbd'-c
a-.=_=‘] 3mod 4 = mgmfie que
2= = 8mod 10 | a-b estunmultlple dec
a :—~: 19mod 20 = | |

24 = 88 mod 100

‘Exercide : |

Quel est le dernier chiffre de 44444444 ?
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¢) Malheureusement, si on veut en savoir plus long, la méthode que nous
avons utilisée ici est de plus en plus pénible & mettre en ceuvre. Il nous faudrait un gros

ordinateur ou ... quelques astuces.

Si nous calculons 28 par 1a méthode
la plus simple :
28 =2x2x..x2

nous effectuons 7 multiplications.
Mais si nous rerarquons que

28 = (2%,

3 multiplications suffisent.

De méme 21024 peut se calculer en

10 élévations au carré, au lieu de
1024 multiplications !

2

Calculer | 28
1) 2x2x2x2x2x2x2x2
| 17 multlphcatlons

((22)’)

21024 peut se calculer en 10 muhlphcau ons
(car 1024 = 210) 5

Nous donnons une recette pour le cas général, appliquée ici a 213

- Recette :

I. Ecrire 13 en base 2

3. Remplacer

2. Supprimer le “1” a gauche

4. On part de 2, on effectue les opérations a partir de la gauche

2 C4 M8 C 64 C 4096 M 8192 = 213

Cofit : 5 multiplications.

23 9

1101

101

I parCM
0 parC
CMCCM

C: élévation au carré

M: multiplication par 2.
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En appliquant cette recette a notre nombre, en ne conservant jamais
dans les calculs que les 5 derniers chiffres, on trouve qu’il finit par 77887.

1. Ecrire 756 839 en base 2 :
1011 1000 1100 0110 0111

2. Supprimer 1 & gauche et remplacer 1 par CM, 0 par C
CCMCMCMCCCCMCMCCCCMCMCCCMCMCM
On peut calculer 2736839 avec 29 multiplications :
19 élévations au carré

10 multiplications par 2.

On peut effectuer ces 29 opérations en ne gardant que les 5 derniers chiffres.
On trouve que :

2756839 e termine par 77888

Plus généralement, considérons les nombres premiers, c¢’est-a-dire les nombres qui ne
peuvent pas s’écrire comme un produit de deux nombres distincts de 1.

Quelques mois auparavant, le plus grand nombre premier connu était 2216091 _ 1 |l a
seulement 65 000 et quelques chiffres !! Et juste avant, ¢’était encore un “nombre de Mersenne”,
cad un nombre premier qui s’écrit comme une puissance de 2 moins 1.

~ Nombres premiers
15 = 3x35
18 = 2x9=3x%x6
13 = premier
1189 = 29x41
Un nombre premler ne peut pas s *écrire comme produit de deux nombres
dlstlncts de'l | '
La sulte des nombres premlers est:
235711 13, 17,19, 23, 29, 31, 37414347
N = 22160917 est premier |

S Je 216091 x log;y 2 = 65049.8728
N a donc 65 050 chiffres en base 10 et commence par . 746..

391 581 x 2216193 — 1 était le plus grand nombre premier connu
avant mars 1992 C’est un nombre de 65 087 chiffres. -

On connait aussi de grands nombres premiers qui ne sont pas de cette forme : Frangois

Morain, par exemple, en a mis en ¢vidence qui utilisent les décimales de e.
Pour cela, il a utilisé un “test de primalité€”, dont la mise en ceuvre a nécessité des mois de

travail et un trés gros équipement (voir page suivante, document).
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RECORDS DU MONDE DE PRIMALITE
FraNCOISs MORAIN

4
— 1230

Le plus grand facteur de ¢,,,, = [1012% ¢] (e la base des logarithmes népériens) est le nombre

75430302979133813451738143334702181029421069836355750339011783104145090611137097831988849752342
49319941910791497635929521928611140297592954186903169688363711569032740316739714080622221274671
01937180956121162746047313082134792001244323198169870261305902895579589998449330893899448466050
8752331617482225356446879148115163113978918891006590265079113959560277251715484997944 1336508228
96552701326995338517892268554611968556365579188365436606222563079484132338389571745616857297929
64449851995695876487719046462296588346699012008866299139292919830637409657443424646473475%01384
94859167785575750488734063410308883597332419905663540800779180305887903445481152574(0771158220232
25627704346371109463499547880820409568448765416215806952850926878890604861300159806373669363431
72874214231414734747754862625735622622573601454125933020795842779146155940003395206140894594207
70710476225494454048512727255215020420365374941543314492830718226116589867672200993659582755237
95309675345261532898652487625277540180062039112676976783327829229220859306185645324604934470663
57694798406042096936598484273689126081643032807871101558869117949765717520005748607286922510693
76868083488226018552935140764198810330147899544759266784038807649411908770991935237731

C'est un nombre premier de 1226 chiffres. Il n'a aucune propriété arithmétyique connue (ce n'est pas un
nombre de Mersenne de la forme 27 — 1). 11 a falla 668 jours de temps équivalent SUN 3/60 pour en
apporter la preuve, au moyen d'un programme écrit en Le_Lisp distribué entre une dizaine de stations de
travail.

NOUVEAU RECORD EN DATE DU [9 AVRIL 1992.

24503021816645324158665324179646197538462723097674645868459124874374858138400230135218180527757
69612912356831118715716604178041438178457210472765459957127048810963320329038780479882485128447
59208219761951024171234890906403927596839807482870832385624893921029384020470516298025875562603
40174499758557547184239764882773046089601680050860529790917483085871820601320973086962489113928
64454609361076651072984386575374718109668835074373880917812085826160889027938373731021352046146
27267568562301640307032815666910895676449803788141358349255178436607536596797766157896130448972
89540082275092973442754851994565098251371284684954836147371471081001324111984139875443358391790
42422568099569262211470929670935051583365153447028252370941303962015924071547622140972347361921
90122974875445475142203956163281874971191803546832518726750524794962016741636277189648947252893
92053907975597657203403174403087639377883104283490210742032165158545778876322256154027451204050
49054990227190370599789865014986129538298708182106834613661435780337809412413951968611578944892
62348905813071530675853344888595111712454112635599660152621595475260097423037575(32985303439306
43904948414034330357881455872368456565867689115715245083458728195073640865056562402989676469096
18080391384147993251887334561701045056823138945194053412895655838438773663326381007956744771946
23397417424644012653711368557474907104845961637261891518490549214463705229622317803178231882996
33942583934846067480356184973741259949177604603617389925811289155524232965904373

Cet entier se nOte P)g4n99¢ - 11 Teprésente le nombre de fagons d’écrire 1840926 comme somme d’entiers
positifs. A titre d'exemple, ps=7 car5.= 441 = 3+2 = 3+1+1 = 24241 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1,
C’est un nombre premier de 1505 chiffres. Il a fallu 4 ans de temps équivalent SUN 3/60 pour en
apporter la preuve, au moyen de programmes écris en Le_Lisp et Yerb+C+, distribués entre une
vingtaine de stations de travail. Le record date du 19 avril 1992,

14 CONGRES MATHEMATIQUE JUNIOR 1992



A quoi servent donc ces grands nombres premiers ?

Il'y a quelques années seulement, les scientifiques se sont apercu que ces nombres ne sont
pas seulement un amusement pour matheux, en commencant 2 les utiliser pour des problemes de
cryptographie : il s’agit d’envoyer des messages codés, d’utiliser une carte bancaire sans risque
etc... "

Pour coder avec facilité un message, on peut par exemple effectuer une permutation
circulaire des lettres de 1’alphabet. On peut alors, pour faciliter le décodage, calculer e nombre
d’apparitions de chaque lettre (e est la lettre 1a plus fréquente en frangais) : cette méthode n’est
pas du tout siire.

ALLEZ A LA VILLETTE

1 2 3

SI VOUS PASSEZ PAR LA

.4

CASE DEPART RECEVEZ
5 6 7 8 9
VINGT MILLE FRANCS

: 10

i
[on]

2 0YNMm
- nuuna
maO R <3
T T I T
ca=-r
nononon
Lz w
nnono

CNNGB C NC
XKNNGVVG UK XQWU
RCUUGB RCT NC
ECUG FGRCTV
TGEGXGB XKPIV
OKNNG HTCPEU

‘Nombres d’occurences ;
ol g :

G 10 S C 9 N ' 8 U :6
B : 4 X :4 K :4 V :4
R : 3 T :3 E :3 P :2
Q1 W o1 F :1 I :1
0O 1 H :1 Total 66
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ne

It existe une méthode bien plus sophistiquée, qui utilise 1a propriété suivante : si un nombre
st €gal au produit de nombres premiers p et g “grands”, il est difficile de retrouver p et ga

partir de n : d€s que 7 a une centaine de chiffres, il faut plusieurs années sur ordinateur.

16

Choisissez deux nombres premiers p etgq .
Multipliez I’un par I’autre :
h = pq

Il est difficile, sip etq sont grands de retrouverp etq a partir de n.

Exemples : n= 2759 :
n = 1657_913

Si n a plus de 150 chiffres, il est actuellement impossible de retrouver petq.
Cette idée est utilisée dans le systéme de cryptographie a clé publique “RSA”.

Le systeme de cryptographie a clé publique
R.S.A.

Choisir deux nombres premiers p et g de 100 chiffres environ
Calculern =pg

Calculer p=(p-1)(g—-1)

Choisir 4 premier avec @

Calculer e tel que ed =1 mod ¢

nbhwn =

n et e sont publics
D, g, @, d sont secrets

Pour envoyer un message numérique M, on calcule
| C=Mmodn
On envoie C qui est le message codé.
L’ anteur du code calcule
M =C%mod n

Connaissant e,
calculer d est équivalent a factoriser n.

Com A.C.M. Février 1978
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