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UTILISATICN DES ORDINATEURS
EN THEORIE DES NOMBRES

par

J.L. NICOLAS (Limoges)®

De tout temps les arithméticiens ont calculd des Tfamilles de nowbres et ont
construit des tables numériques. A partir de ces calceuls, ils &tablissaient des con-
Jectures qu'ils démontraient ou qu'ils transmettaient 3 leurs descendants. Depuis
quelques anndes, la puissance des ordinateurs a permis d'augmenter considérablement
ces calceuls qui sont souvent 1'objet de publications. Le journal "Mathematics of
computation" s'est spécialisé dans ce type d'article, On lira avec beauccup 4'intérdt
le numéro @9,de Janvier 1975 qui recouvre une bonne part de cet exposé. Ce numéro est
dé&dié 3 D, H. LEHMER qui fut un des pionniers et qui est un des maitres de cette

partie des mathfmatiques.

1) Calcul de .
La formule de Machin, trés connue des taupins,
E—= b Arctg % ~ Arctg 5%5
a &t€é utilisée pour les premiers calculs de 7 -

1949  REITWEISNER sur ENTAC, 2 0G0 décimales (70n)
1958  GENUYS sur I.B.M., 704, 10 000 décimales { 100mn) .

On lui préfére ensuite la formule
[ = 6 Arctg 4 + 2 Arctg ob + Arctg =
Iy €3 € 57 € 239

(1961 SHANKS et WRENCH sur I.B.M. T090, 100 000 décimales (8h), Math of comp.
vol. 16, 1962, p. T6~99).

Monsieur BRETTE, professeur de mathématiques au Palais de la Découverte, a
connaissance d'un calcul non publié d'un million de décimales de T, par cette formule,
Enfin E, SALAMIN donne ls formule d&duite de 1= théorie des intégrales elliptiques
qui lui permettrait de calculer 107 décimales de 7 :
agm (1,k) agm (1, k')
1 - Z 2j(c% + c'?)
SR

ﬁ—.
r=

* P - .. . . - . .
{Conférence donnée &u seminalre : Philosophie et mathématiques le T maji 1979)
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agmn (1,k) = 1lin a, = lim b~ est la moyenne aritmmetico géométrique,

Une &tude statistique a montré gue les 10 000 premidres décimales de
pouvaient &tre considérées comme une liste de chiffres au hasard,
L'étude des 21000 premidres réduites du d&veloppement en fraction continue de

T, & montré que T avait en ce domaine un comportement tout 3 fait normal.
BIBLIOGRAPHIE

M. MIGNOTTE, Séminaire de théorie des nombres D.P.P. 1972-1973, n® G. 12.
E. SALAMIN, Math of Comp. Vol. 30, 1976, p. 565-570.

2) Factorisation des nombres entiers.

a) Test de primalit@.

Il est toujours plus facile de tester si un nombre est premier ou non, que
d'obtenir sa décomposition en facteurs premiers. Les tests de primalité sont basés

sur le théordme de Fermat :
Y

P premier = ¥a, a a mod p.

La réciprogue n'est pas vraie : il existe des nombres m appelés nombres de

Carmichael qui vérifient : n
‘ ¥a, a =Zamodn

Le plus petit est 561 = 3.11.17. Cependant il est possible d'obtenir des réci-

proques un peu plus compliquées du théordéme de Fermat.

b} La méthode de division.

Pour factoriser n, on le divise par tous les nombres premiers p g vn. En

fait on divise n par les nombres d'un ensemble contenant les nombres premiers et
contenu dans l'ensemble des nombres impairs, par exemple les nombres premiers &
30 ou & 210,

Cette méthode est en 0(¥n) pas, c'est-d-dire comprend un nombre d'opérations
de 1'ordre ée vn. On peut noter ici qu'un ordinateur rapide fait trés approximativement
un million d'opérations & la seconde. Par cette méthode, un nombre de 12 chiffres
sera factorisé€ en 1 seconde ; un nombre de 18 chiffres en un quart d'heure ; un

nombre de 24 chiffres en 250 heures, ce qui est irréaliste.
BIBLICGRAPHIE

D.E. KNUTH, Fundamental algorithms t.2. Addison Wesley 1969,
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) La méthode de Fermat.

Grace & 1'identité valable pour ©n impair :
n=pq = (253)2— (959)?
Fermat avait remarqué gqu'il est équivalent de factoriser n, ou de l'écrire sous la
forme n = x2-y2, Pour les x > /n, il regardait si x2-n est un carré parfait.
L'idée a #té reprise par Sherman Lehman qui en d&duit une m&thode de factorisation
en 0(n1/3) pas, assez facile 3 programmer. Il s'agit de ré&soudre 1'équation

xz—yz = bkn pour les petites valeurs de k.
BIBLIOGRAFPHIE
R. SHERMAN LEHMAN, Math of Comp., vol. 28, 1974, p. 637-646.

d}) La méthode de Legendre.

Cette méthode consiste 3 développer en fractions continues vkn pour de
petites valeurs de k. Si g- est une réduite, a = xZ-knd? sera petif en valeur
absolue et sera un carré modulo n. On peut ainsi trouver x et y tels gue x2 = y2
modn; pgecdn,x+ty) et pgcd (n,x~y) sont des diviseurs de n. Un autre
avantage de la méthode, comme a est un carré modulo tous les diviseurs premiers
de n, est de situer ces diviseurs premiers dans des progressions arithmétiques
(par exemple a=-1 entraine p=1 mod 4) ce qui facilite la m&thode de factorisation
par division.

BIBLIOGRAPHIE

KRAITCHIK, Recherches sur la théorie des nombres, Paris 1929
MORRISON et BRILLHART, Math of Comp., vol. 29, 1975, p. 183-205.

e) La méthode de Shsnks.

Considérons 1'ensemble E{(A) des formes quadratiques AXZ + BXY + CY2 avec

A,B,CeZ , de discriminant A = B2 - LAC fixé. Si 1'on fait la transformation :

X a b X
[Y] = [c' d] [Y'] a,b,c,de & , |ad—bc| =1

la forme AX? + BXY + CY? se transforme en ure forme A'X'Z + B'X'Y' + C'Y'2 de

méme discriminant A. La relation (A,B,C) ~ (A',B',C') est une relation d'équivalence
sur E{A). Le nombre de classes d'équivalences est fini et se note h(a). De plus,

on peut mettre sur E{A) une loi de composition qui fait de 1'ensemble quotient un
gfoupe fini & h(A} &léments. On peut faire correspondre & chague forme quadratigque
un idéal de l'annesu des entiers algébriques du corps de nombre (/). La loi de
composition des formes quadratiques s'interpréte alors comme le produit des idfaux

correspondants.
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Pour factoriser n, Shanks calcule h(A)} avec A=-n, ou A=-bn et Btudie le
groupe fini & h(a) &léments de fagon 3 trouver une forme (A,B,C) de discriminant
A vérifisnt B=0 ou A=B ou A=C, ce qui donne une factorisation immédiate de A,

Cette méthode est d'une part trds belle, puisqu'elle résoud un probléme d'un

Gnoncé trés simple par des méthodes beaucoup plus profondes, et initialement développées

dans d'autres but, et d'autre part tris efficace pour des nombres de plus de 15

1/h+e) 5

chiffres. {Ye nombre de pas de 1'algorithme est Of{n
BIBLIOGRAPHIE :

H. COHEN, Séminaire D.P.P. 1972-1973, n° G 7
D. SHANKS; Proc. of Symposia in pure mathematics, vol. XX, p. 415-Lb0.

£) La méthede "p" de Pollard.

On construit la suite définie par x1=2 5 xn+1=xi—1 et on caleule pour
m=1,2,3, ..., Pged [(xgm—xm),n)].En général on obtient ainsi rapidement un fgcteur
non trivial de n. La méthode n'a pas de justification théorique. Cependant, si 1'on
définit l'épacte de p premier par :

e(p) = min {m ;3 x, -x = ¢ mod pl
on conjecture gque max e(p)q,/E_EEE'El Ceci entrainerait que la méthode & un nombre de

psx
_ Pour certains nombres, la méthode ne marche pas : on a e{37)=e{h3)=6,

pas 0(n1/h+e)

et 1501=37.43 n'est pas factorisé par cette suite. On peut essayer la méme méthode

avee la relation de récurrence xn+1=xi+a, pour des valeurs de a#0 et aF-2.
BIBLIOGRAPHIE

J.M. POLLARD, A Monte-Carlo methed for factorization, Nordisk Tidskr Informations—be
handling (BII) 15 (1975) p. 331-33h.
R.X. GUY, How to factor a number, Proc. £ifth Manitobs conference on numerical math, é

1975, p. 49-89.

g Un systéme de codage.

Un chef de réseau veut construire un codage de fagon gque n'importe gul puisse
lui téléphoner un message gqu'il est seul 3 savoir déerypter. A l'aide de tests de
primalité, il choisit deux nombres prémiers pet q d'une cinquantaine de chiffres.
11 calcule n=pg ; ce nombre n est trop grand pour &tre fTactorisé par les méthodes
sctuellement connues. Il calcule ¢{(n} = (p-1)(g-1) et choisit un nombre d, premier
avec ¢(n) ; ¢(n) et d sont gardés secrets. 11 caleule e, tel gue ed = 1 mod ¢(n).

11 envoie 3 ses correspondants la valeur de n et de e.

Un correspondant veut adresser au chef de réseau un message. 1} le met d'abord

sous la Torme de nombres M, vérifiant 1 s M £, et envoie le message codé sous
la forme du nombre C = M% mod n. Tout le monde peut connaltre C, mais seul le chefl
de réseau peut reconstruire M par la formule M = Cd mod n. Le calcul de & par

un  ennemi est &quivalent & la factorisation de n, et domc, pratiguement impossible.
BIBLIOGRAPHIE

R.L. RIVEST, A. SHAMIR, L. ADLEMAN, Com. A.C.M. vol. 21, 1978, p. 1204 126.
M. MIGNOTTE, Gazette des Mathfmaticiens, S.M.F. n® 12, Aofit 1979, p. 61-69.

80




3) Nombres de Mersenne et de Fermat.

La grande presse a annoncé en décembre 1978 que le plus grand nombre Fremier
connu &tait 2217011 pattant 1'ancien record qui &tait 2199371, Les nombres de
la forme 2p—i, of p est premier sont appel&s nombres de Mersenne. Actuellement
25 d'entre eux ont &t& montrés premiers, correspondant sux valeurs de p = 2,3,5,7,
13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,1279,2203,2281,3217,4253,4423,9689,,994 1, 11213,
19937,21701, Pour ce type de nombre, il existe un test de primalité particulier.

Test de Lucas-Lehmer : Scit g premier # 2, Lo=h, Loy1 = Lg - 2 mod (29-1},
alors
(2%-1) premier <> L = 0.
Q-2
En 1876, & l'aide de ce test, Lucas avait montré que 2127-1 &tait premier, et ceci
4 la main.

Fermat avait conjecturé que les nombres Fo= 22™:1  &taient tous premiers, et
1l'avait montré pour m g k. Malheureusement on ne connait pas de nombres Fo premiers
avec m 3 5. Ils sont tous composBs pour 5 £ m ¢ 16. Le premier cas non connu est
m=17. Il existe deux méthodes pour tester les nombres de Fermat. D'abord on sait
démontrer que si p premier divise Fm, alors pzl med 2m+2. Ainsi pour m=5, on
divise F5 par les nombres de la forme 128k+1 ; on constate rapidement que Gki

divise F5' Cette technigue permet de trouver des diviseurs des nombres de Fermat,

La seconde méthode est un test de primalité : si p=Fm est premier, on peut

rd Pl -~ - * . -
démontrer que 3 est un générateur du groupe cyclique (ZL/pZ ) et 1l'cn a le critére :

1
Fm=ppremier < 32 = -1 med p.
BIBLIOGRAPEIE

W. SIERPINSKI, Elementary theory of numbers.
D.E. KNUTH., Fundamental algorithms, vol. 2.
J.C. HALLYBURTON and J., BRILLHART, Math of Comp., vol 29, 1975, p. 109-112.

k)  Théordme de Fermat.

Soit n 2 3. Peut-on trouver des nombres entiers non nuls X,¥,2 tels que

n n n
X +y =z 7?7

Pour n = 4, Fermat avait démontré que c'est impossible, on peut donc se res—
treindre au cas n=p premier.

8i p est un nombre premier régulier, Kummer a démontré en 1850, que 1'équation
Y

de Fermat x° + yp =zP n'a pas de solution. Un nombre premier est régulier s'il

ne divise pas le numérateur des nombres de Bernouilli BE’ Bh’ ceay Bp_3. Les nombres

de Bernouilli sont d&finis par

B B B
X _ X 2 by 2k 2k
. =1 2""—2 x2+h!x +...+§§TX + ...
e —1
ou par : w1 m m m!
* + = = —_—
1 k£1 () By =0 wvee () = {i{aoe0s
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1 -691

1 1 ! = - =
Ona: B, =-7 3 =% By =~ 35> % T L2 By = " 300 Bio " 660 Pie T oo

=1
B1h_6 ete ..

Le plus petit nombre premier jrrégulier est 37 qui divise le numérateur de 332.

Lorsque p est irrégulier, un test toujours efficient jusqu'd présent
(¢f, Math of Comp. vol 29, 1975, p. 114} permet de montrer que 1'équation de Fermat
n'a pas de solution et ainsi Wagstaff a démontré qu'il n'y avait pas de solutions

pouf 3 g n g 125 000,
BIBLIOGRAFHIE

7.1, BOREVITCH et T.R. CHAFAREVITCH, Théorie des nombres,Gauthiers Villars,1967.

5. WAGSTAFF, Math of Comp- vol 32, 1978, p. 583-591.
5}  Hypothése de Riemann.

La fonction & de Riemann est aéfinie pour se @, S?g ¢ > 1, par la série

Cf(s) = Z ;% File se prolonge en une fonction analytigue dans ¢ - {1} et a des

nzl n
zéros dans la bande O <CR§ s < 1 qui sont symétrigues par rapport & 1'axe réel et
i

i 1s droite G%a 5 = - Riemann & conjecturé que tous ces zéros (dont le plus petit
. s . 1
en module est %—t 14,1 i) sont situés sur la drolte Re s = 5- Rosser et Schoenfeld
ont celculé plus de 3 500 000 zéros vérifiant © g Im s g v 694 k38, Ils vérifient
tous l'hypothése de Riemann.
La Tonction € de Riemann intervient largement dens la distribution des
nombres premiers. Les calculs précédents ont permis de démontrer certaines inégalités;
par exemple pour la fonction 7({x) #égale au noumbre de nombres premilers £ X, 60 & ,
X X '

: —_— § ——75

pour x x 6T log x-1/2 ¢ mlx) s log x—3/2
BIBLIOGRAPHTE

W.J. ELLISON et M. MENDES-FRANCE, les nombres premiers, Hermann, 1975.
J.B. ROSSER et L.S. SCHOENFELD, Math of Comp., vel 29, 1975, P 243-269
" " Math of Comp., vol 30, 1976, p. 337-360.

EDWARDS : Riemann zeta function, Acad. Press.

6) Une démonstration achevée par des calculs.

Dans ce domaine, 1'exemple le plus c818bre est certainement le
théoréme des 4 couleurs. En arithmétique, un résultat important z &té aussi obtenu
par ordinateur : On sait démontrer que si A est négatif et si le nombre de classes
(aéfini au paragraphe 2e) vérifie n{a) = 2, alors |a] < 101030, 1] reste donc &
regarder les "petites” valeurs de [4], {ce qui ne peut se faire par une recherche
systématique), pour montrer qu'il n'y a que 18 valeurs de A comprises entre —15 et
—k27 qui sont solution de ni{a) = 2.

L'gquation h(a) =1 avait gté résolue ainsi, mais aussi par une autre démons=
tration n'utilisant pas les calculs numdriques. D'autres résultats illustrent cette

mféthode, notamment la résolution des éguaticns x2—y3=k pour certaines valeurs de K.
BIBLIOGRAPHIE.

E.M. STARK, Math of Comp., vol 29, 1975, p. 289-302.
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7) Quelques exemples ou contre exemples.

a) Euler avait conjecturé, comme généralisation du théordme de Fermat que pour
n 2 3 1'équation ; o
x1 + X2 L = x
n'avait pas de solution.
Lander et Parkin {Math of Comp. wol 21, 1967, p. 101-103} ont fourni le contre
exemple
275 + 845 + 1105 + 1335 = 1445,
b) Dans leur important travail sur les groupes finis, Feit et Thompson avaient
conjecturé que si p et q #&taient premiers, alors
po1 o a1
q-1 p-1
étaient premiers entre eux. N.M. Stephens (Math of Comp. t. 25, 1971, p. 625)
a montré que pour p=17 et gq=3313, 112 6L3=2pg+1 &Etait un facteur commun aux deux

nombres.

¢) Un vieux probléme d'arithmétique, encore irrésolu est le suivant : Pour tout
n, existe-t-il une progression arithmétique dont tous les termes a+kb, O £ k g n-1
soient des nombres premiers ? Le record actuel n=17 est dfi 3 8. Weintraub,

Math of Comp. wvol 31, 1977, p. 1030.

d) Cassells et Guy (Mathematika t. 13, 1966, p. 11-120) ont démontré que

T4 1 -
17équation : 543 + 1253 + 923 + 1w0wd =0

a des solutions dans tous les corps p-adiques Qp’ mais pas dans 4&. L'ordinateur
leur a servi 4 trier parmi les formes qui avaient des zéros dans tous les Qp, celles

qui n'avaient pas dans @ de racines %, avec a et b petit.

e) Seit wuln) 1la fonction de Mobius. (Si 1n se décompose en facteurs premiers
k a; k a; a
p= T p, ona wln)= T wlp7), w(p)=-1 et u(p®) =0 si az2, u(1)=1).
i=1 i=1 -
On pose M(x) = ] wu(n). Van Sternek a conjecturé que |M(x)]| ¢ —%. H. Cohen et
ngx

F. Dress ont montré que cette conjecture &tait vraie pour x g n = 7725038628, et

fausse pour x = o +1. (Astérisque 61, p. 57-61}.

8} Quelques problémes 3 résoudre.

a) Soit w(x) le nombre de nombres premiers £ xX. Le théordme des nombres

premiers s'fnonce : w(x) ~ lo; e En fait une meilleure approximation de w(x) est
X .

le logarithme intégral de x, 2i x = J lg; T - Les tables de nombres premiers
2 :

montrent que w(x) < 2i x pour x g 108, Cependant on peut démontrer que la différence
m(x)-21i x change de signe pour une infinité de valeurs de x. Sherman Lehman a

montré (Acta Arithmetica, t. 11, 1966, p, 397-410) que n(xo) > Ei(xo) pour une valeur de
X, s 1,65.101165,% Mais cette borne est encore beaucoup trop grande pour pouvoir
calculer la plus petite racine de 1'8quation m(x) = i x. Cela montre &galement que

dans ce type de problémes, comme dans 1'hypothdse de Riemann, il est dangereux

d'extrapoler des résultats, mémes s'ils sont obtenus pour un grand nombre de valeurs.
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15
b) Vinogradov a démontré que tout nombre n > 33 et ippair s'écrivait

comme une somme de 3 nombres premiers. Li aussi la bornme est trop grande pour

montrer par ordinateur que tous les nombres n, T<n53315, vérifient la propriété.
¢) Catalan avait conjecturé que 1'&quation &by = 1 avec 8,b,X,¥, 22
n'avait comme solution que 32 - 23 = 1. Tijdeman (Acta Arithmetica, t. 24, 1976,
p. 197-209) a démontré que 1l'équation de Catalan n'avait qutun nombre fini de
solutions. Cependant les calculs restant & faire sont beaucoup trop longs pour

achever la démonstration de la conjecture.

d) Soit f : W +W définie par :

f(n) = n/2 si n est pair
f(n} = 3n+1 si n est impair.
On construit la suite a 4 ..., a .y = f(an). On conjecture que cette suite wvaut 1

8 partir 4'un certain rang quel que soit la valeur de départ a_ - C'est un probléme
trés simple & programmer, méme sur une petite machine, et de nombreux calculs ont
¢té faits pour mettre en défaut cette conjecture. Dans ce cas ctest la théorie qui

est un peu en retard sur l'ordinateur.

BIBLIOGRAPHIE

R.E. CRANDALL, Math of Comp., vol 32, 1978, p. 1281-1292,

J.L. NICOLAS

Département de Math&matiques
123 rue Albert Thomas

87060 LIMOGES

Note : trés récemment deux autres nombres de Mersenne ont é¢té trouves,

d'exposants 23209 et 44497 .
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TELECONFERENCE

par J.L. NICOLAS

Récemment mis en place par les P et T, le service de téléconférence
audiographique permet 3 2, 3 ou b groupes (d'au plus 6 personnes chacun)
situés dans des villes différentes de converser sans aucune contrainte, et

d'utiliser une télévision comme un tableau noir, que tout le monde voit, et

ou chacun peut écrire.

Les participants & une téléconférence se réunissent dans des
studios sp&cialement €quipés. La carte ci-jointe indique les villes de France
ol de tels studios publics existent. Il est possible également, que certains
organismes, comme par exemple les Universités aient 3 leur disposition un

studio privé. Des relations internationsles sont prévues,

A 1'occasion de la Foire exposition de Limoges, les P et T avaient
mis & la disposition Ge 1'Université une heure de t&léeconférence. Sur le
sujet de Théorie des Nombres, Répartition modulo 1, le mercredi 23 mai de

4 & 15 heures, les groupes suivants s'&taient fixés rendez-vous

"
.

s

BORDEAUX : F. DRESS, Y. DUPAIN, M. MENDES-FRANCE, G. TENENBAUM

wy

CAEN : E. DUBOIS, M.L. GAUNET , M. GRANDET, R. PAYSANT-l1e-ROUX, P. TOFFIN.'

o/

MARSEILLE : H. FAURE, P. LIARDET, G. RAUZY.

jarkg

LIMOGES : J.P. BOREL, A. DURAND, J.L. NICOLAS, G. ROBIN.
Malheureusement, 1'@quipement visuel n'était pas en service, ce

qui, pour des mathématiciens, est assez gfnant. Cependant, nous avons pu

discuter sur quelques problémes qu'avaient préparés les 4 groupes. Chacun
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peut prendre la parole quand il le veut et &tre entendu de tous, ceci sans
aucune manoeuvre. Des voyants lumineux indiquent le {ou les) studio gqui
parle. Il y a eu quelques conversations particuliéres : "Tiens, Untel, j'al
oublié de te dire au dernier séminaire D.P.P. que le théoréme ... ", et
administratives. Finalement un bilan positif. L'agence des Télécommunications
de Limoges, nous a promis une autre heure i l'automne prochain avec le

matériel visuel.

Notre expérience, en service normal surait ét@ facturée environ
1.700 francs (600 francs pour deux groupes). Le déplacement d'une douzaine
de personnes surait cofité plus cher, et surtout aurait causé plus de fatigue

et de temps perdu.

Une affaire & suivre, surtout pour les chercheurs isolés.
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TELECENTRES
EN SERVICE AU ler JANVIER 1979

!é @ L navee
° NAW LY
RUEIL .PARIS (2) o
MASSY
® @ reLun
'* BREST @rnnes
; HULHOUS
; ST NAZAIRE .
@ antes mg"
limoeEs | BESANCON
®
ARGOULEME LYON
CLERMONT- ®

FERRAND .

, GRENOBLE
@ corocaux

.nsuos

MONTPELLIER
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