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Tes nombres cclossalement abondants

et le théoreme de Lang

Jean-Touls NICOLAS
(orsay 27 mars 1973)

Désignong par g(n) = d la somme des diviseurs de n , On sait que g est
din

o+

una foeation muliplicative et que ol d%) = EngEl (cf, Aardy and wright [2], cha-

Tihre I, Brdts et Alacglu ont denné dans [1] la définition suivante

DéFiritimm 3 (om dit que n est superabondant si :

1) m<n —-ﬁc(f><0(f_) .

Or %rouvera dans [1] et dans [5] quelques propriétés des nombres superabondants, en

paricuiier

fam ' Al LT

1 ¢ i la décomposition en facheurs premiers d'un nombre superabendant =n

Fooow o et % = t sauf si n =4 ou

n = 3%, =n désignant par pk 1z k¥ 7 nombre premier,

soposistion 2 3 0noa 3 Tim ___Egﬁl____ —ef , o y est la consiante d'Euler,
S n log log n

Cette proposition se trouve dans Hardy and wright [2], chapitre XVIII,

goit g > 0 3 il découle de la proposition 2 que lim E%%% =0, La fonction
n—e N

2Nai g dsre un maximem absolu qufslle atiein® en un ou plusieurs points N_ . On est
- £

ainsi condiit & la définition suivante s
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Définition & On dit que N est colossalement abondant, s'il existe ¢ > 0, tel que
a(n)
1+g

n

atteigne son maximum en W .,

la feonction
p

¢ étant fixé, on a vu qufil existe toujours au moins un nombre colossalement

abondant N associé & g et 1l'on a pour tout n » 1 @

(23 . oln) o)
1+¢ t+e
n N

Afautre part, tout nombre colossalement abondant est superabondant 3

o o ) g )

Proposition 3 : Soit N un nombre colossalement abondant associé & ¢ , On définit,

poar po premier et g entler 3 1 @

) poz-t—‘l_”1
Log{t 4 ) log(Z—)
B D 4D 4eoedP P =-p
Fp.a) = Tog P -~ T log p

et pruir a =0, F(p,Q) = 400 , Alors si p premier divise N avec l'expesant o 3 0,

(3) Flp,a) ¥ & > Flp,art)

s

Démonstration ¢ Si o » 0 , on applique 1'inégaliié (2) avec n =Np ., Il vient :z

(
(1) GC;NNP) < (§§)1+e _ e

et dtautre part :

) G(NP) ~ G(POH-T) _ PO’.+2_'

olN)

/

L5

1 1
oy o+ = o1+ o+ )
GKEW) P -1 P T

En comparant (4) et (5), on obbient e ) P(p,a+1) . L'indgalité F(p,a) » ¢ est évi-

N

dente si o =0 .81 a1, on la démontre en appliguant (2) avec I = o

Lol
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péfinition : Or pose

E_ = {F(p,a) , a » 1}

B = U‘ EP= {81 ,82,-...’31,0.0} .
P premier :

Pour tout n > 0 , il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de E supérieurs & n et

‘1ton peut ranger les é1léments de E en une suite décroissante : 2 > E . yevcoel E: o

2’ 3
On pcse g = +2,
Théordme 3 a) Si - ¢ ¢ B, la fonction Ggii atteint son maximum en un seul point W
£
n
dont la décomposition en facteurs premiers est 1+
p' "5
(&) Llog( )
aP ¢ (&) P€-1
¥ =H avec = |——— -1
(6? e "L T ale Toe D

Seit i 31 ; pour tout g € ]gi_q,si[ , ¥_ est constant et égal (par définition) &

N, o Les riombres Ni sont tous distincts,

Ll

b) 8i les ensembles Ep sont tous disjoints, il n'y a pas d'aubres nom-

bres colossalement abondants que les Ni , et la fonection J?%il atteint son maximum
' £,
n

aux deux points N. et N. ey
1 1+1

¢) 5i les ensembles Ep ne sont pas tous disjoints, pcur chaque

s. EBE NEB , la fonction olz) atteint son maximum en 4 points 3 N. ., N, , TN,

i q T 1+Ei i i i
n

et Ni+1 = qr Ni . les nombres qu et rNi sont colossalement abondants,

Démenstretion : a) Soit p un nombre premier fixéo Comme ¢ f B , alors e [4 EP , et

comme la suite F(p,a) est sirictement décroissante en o , il existe o tel que :

cx+1_1
log P

[+4
(7) ——# =F(p,a) > e > Fp,a+t) .
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En résolvant en @« , les inégalites {7) on trouve, en désignant par [x] la partie
entigére de x

1+€_

P 1

log

£
=t ] _
(8? o = Tog D 1

et la proposition 3 dit que l'exposant de p dans W est a .
€

b) Choisissens g = gy = P(q,B) . Powr p#a, ef Ep et 1texposant de p

dans T est déterminé par (7) ou (8). L'exposant de q peut 8tre choisi égal & §
£

cu @~1 d’aprds la proposition 3. Dans le premier cas on trouve Ni+1 , dans le

o(n)
1+e.
i
n

gecond Ni et la fonecticn atteint son maximum en ces deux pcintis,

c) Soit ¢ = F(p,a) ¢ R . Alors ¢ est irrationnel, Si 1'on avalt ¢ = % , 2

et b entiers, on aurait pa = {1 & ! )b avec pa entier et (1 +--—n—l——~)b

o
P tacatP P Hoo.+P

non entier, D'aprés le théordme de Gelfond-Schneider ([3], chap. %), ¢ est méme
transcendant,
Du théordme 1 de lang ([3] chap, 2, et [4]), on déduit que si, p, @, r sont

. A . £ £
25 nombres premiers distincts et si p , qE .

£

sont algébriques, alors g doit

&tre rationnel, Mais sl e € B_ , p® est rationnel et on conclut que Epn:Eqr]Er = (/.

P

57il existe deux ensembles Eq et Er non disjoints, et si 1fon choisit

. = F(q,ﬁ) = F(r,y) € EqniEr s pour p % q,r lfexposant de p est déterminé par

{7) et (8), l'exposant de q peut &tre § ou p-1 , et celui de r , y ou 1 ce

wwqaiwdenﬂe~lesw4wpossibilités,annoncées,mRemarquons,quemle,quotient des deux nombres

colossalement abondants consécutifs qu et rNi n'est pas un nombre premier,
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Tables numérigues, La table 1 donne les valeurs de 105 F(p,a). Les valeurs non indi-

quées sont inférieures & 1, Les colonnes "exposant = i" indiquent 1'exposant de p
dans Na . Ainsi pour g = 500 10“§“, pour p=7 , 0na 129 < 500 < 910 et 1l'ex—

pesant de 7 dans Na est 2,

1
10@(1+§)

La %able 2 dcnne les valeurs de vm1(F(p,a)) avec v(x) = _Tﬁi;?;_ . Comme Vv

est une fonction décroissante de x , l'ordre des termes est inversé par rapport &
15 *able 1. BElle permet de trouver les ncmbres colcasalement abondants de plus grand
facteur premier p donné, Pour avoir p = 97 , on doit cholsir 97 { x {101 =

nembre premier sulvant 97 , et 1lien trouve

28 45 53 72 112 13 17 aeeess 97 pour x < 100,9

. 2
et : 28 35 53 72 11 132 17 weaase 97 Dpour =x > 100,9 .

Ia table 3 donne la suite des nombres colossalement abondants,

Tabls 1
o o =1 =2 a:B a=4 0::5
2 58 496 22 239 9 954 4 731 2 308
3 o | 26286 | 7286 | | 2305 | o 755 | <« 250
5 oy 328 | M 2 037 | W | 400} ! CREL 16
+ +2 + 43 4
7 |8 6862 |% 910 | & 129 | 3 18 | @ 3
i) W o] m g
11| &1 36291 & 315 | & 29 | & 3 | 8
131 ° 2 889 214 16 1
17 2 017 115 7




Table 2
- o=2 an=3 a=4 ] a=5
2 3,29 5,44 9,08 15,36
3 — 6,72 | o 15,38 | o 36,3 | o 88,57
5 o | 16,8 | 60,50 | .\ 230,4 | ;o 920,5
! 5 5 ‘ 5
7 3 31,4 % 153,9 B s12,8 | 81 4 531,5
g g 2 2
¥ 7374- ] 55439 bl 4 58016 b 40 080y3
i Q Q {
100,9 897.,2 8 743%,5 90 404,7
o | 168.8 N R o |24 882,17 | | 335 898,5
o | a=7 | & | a=8 e | o=9 w| =10
~ 5 5 23 =
= 3 45,7 3 80,2 8 142,4 | 3 255, 4
= S | 567,6 11 480,14 % | 3919,7 | & 10507,9
Q L Q- 13
Table 3
n oln) oln)/n
1 1
58 496 1
1
26 286 2 3 &
12 2
22 239 2 3
28 2,
1 328 4 3 333
168 2,8
9 954 435 i
O
. 8 3 5 3 3
0 N
c oo 8 9 5 117 3,25
7 G0 . 11
4 731 8 9 5 9 36! 3,7143
, 8381
5 629 16 9 57 19 344 3,83
28 .18
> 589 6 9 5711 232 1 4,1870
3 792 ,50
5 508 6 9 5711 13 3 249 79 4,509
6 604 416 ,5818
> 305 32 9 57 11 13 4 4 4,5
5 037 2227 57 11 13 20 321 280 4,699%
5 017 %2 2725 7T 11 13 104 993 280 4,8559
: 32 27T 25 7 11 13 17 1 889 879 040 5,1416
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