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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE I’ORDRE D’UN
ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE

J. L. NICOLAS (Limoges)

I. Introduction

Soit S, Ie groupe des permutations de n objets. P. Erd8s et P. Turdn ont dé-
montré: (cf, [5])

(1 lim Prob

n-rco

{ log (ordre de ¢)—(1/2)log*n

(1/V3)log®2n - x} =00

avee

& (x) = f e~z dt

1
Vor _
en mettant sur S, la mesure d’équiprobabilité. P. Erdss et P. Turdn annoncent qu’il

est possible d’obtenir un terme d’erreur dans la formule (1).
Pour chague permutation ¢€S,, nous désignerons par

ny =< l’l2 <.,..<< nk
les différentes longueurs de cycles de o, et par miy, ..., m;, leur multiplicité, de telle

sorte que
2 mn; = A,

1=i=k

La démonstration de (1) est basée d’abord sur le résultat (cf. [4]): excepté
o(n!) permutations, tous les éléments ¢¢ S, vérifient:

ordre de ¢
HyMg... My

A

) exp(—3 logn (loglog n)t) =

et ensuite sur la distribution des valeurs de la fonction

f)=_3 logn,

1=i=k
a laide de sa fonction caractéristique.
Par la suite, M. R. Best [1] et J. D. Bovey [2] ont redémontré la loi limite vérifiée
par f, par des méthodes plus élémentaires.
Nous allons démontrer le théoréme suivant, qui améliore (2):

THEOREME 1. S Pon enléve de S, un ensemble de O(n!/]/log n) permutations,
celles qui restent vérifient:

log (ordre de 6) = f(o)—log n log log n+ O (log 7 log log log n).
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70 ). L. NICOLAS

La démonstration du théoréme 1 repose sur I'idée suivante, fournie par P. Erdds:
dans une permutation aléatoire, la moitié des cycles est de longueur paire, un tiers des
cycles est de longueur multiple de 3, etc... et le nombre de cycles étant environ log n,
la contribution des nombres premiers p=logn dans la différence f(o)—
—log (ordre de o) est approximativement:

logn

2 logp

p=logn

= logn (loglogn+0(1)).

La contribution des nombres premiers p>logn est négligeable. La proposition
1 permet d’évaluer trés précisement le nombre de o€.S, qui ont exactement j cycles
de longueur multiple de «, et je remercie M. Szalay, qui m’a signalé la référence [11].
La proposition 2, qui m’a été suggérée par A. Odlyzko, majore le nombre de ¢€S,
pour lesquelles m,n,...1, est divisible par une puissance assez grande d’un produit
de nombres premiers.

Nous montrerons ensuite :

THEOREME 2. On a uniformément en x€R:

Jle)—(1/2)log?n
Pmb{ (1/¥3)log¥2n

La démonstration du théoréme 2 reprend les calculs originaux de P. ErdSs et
P. Turan. En fait un calcul similaire a été fait dans [10], pour étudier une fonction
voisine de f, définie sur 'ensemble F{ [X] des polyndmes unitaires de degré » sur un
corps fini.

On déduit immédiatement des théorémes 1 et 2:

< x} = &(x)+0(1/VTogn).

THEOREME 3. On a uniformément en x€R:

Prob {log (ordre de 6) — (1_/:2) log?n+lognloglogn B x} = B(x)+0 [log log logn]
(1/¥3)log®?n Vlogn

Nous conjecturons que l'on peut supprimer le log log log » dans le reste du
théoréme 1, et du théoréme 3.

Nortations. Nous écrirons, pour simplifier
l=logn; l,=1loglogn; I;=1ogloglogn.
k
Pour 1=v=n, et pour ¢S, fixé, nous poserons: N(v)= > 1, le nombre de lon-
i=1 .

vin; L, L.
gueurs distinctes de cycles de o multiples de v. La lettre p, indicée ou non désignera
toujours un nombre premier. Enfin nous noterons [x] la partie entiére de x.
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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE L’ORDRE DYUN ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE 71

II. Démonstration du théoréme 1

Enongons d’abord quelques lemmes:

LemME 1. Soit x=>0. Ona:
pour u=x:

et pour O<v=x:

DeEmonsTRATION. Elle est facile (cf. [8], p. 149).

r
LEMME 2. Soit 1=v,<vy<...<v, avec D, v;=n. Le nombre de permutations de
i=1
S, ayant au moins un cycle de longueur v,, un cycle de longueur v, ..., un cycle de
Iongueur v, est = nlf(v,vs...v,).
DEMONSTRATION. Il y a
n!
vl v —vy—vy—...—v)!

fagons de choisir » parties de {1, 2, ..., n} de cardinal vy, ..., v,. Dans chacune de
“ces parties on doit avoir une permutation circulaire ce qui donne (v;—!...(v,— D!
choix possibles. Dans ce qui reste, n’importe quelle permutation marche, il y en a

(n—v;—...—v)!. Cette démonstration est voisine de celle de la formule de Cauchy
(cf [3], £.2, p. 75).

LemME 3. Soit A réel vérifiant 0<A<1. Ona:

logp x1—* logp xt—#
> = 0[ ]5 2 =0 );
14

p=x p 1"'2, mM=<x pim 1“‘2
2 log p =logx+0(1); 2 _lj;_g”?l’_ = log x4+ 0(1).
P=X pr=x

Si x=2 etsi A=2, ona:

- 1 3
pgc p*

(logx)x*—1~°

A

DEMONSTRATION. Soit 0(x)= > logp la fonction de CebySev. On a, par
Pintégrale de Stieltjes ”
logp  FdO@)] 0 Z 60
glar . jave 10,

A - i 41
p=x P 7

dt

t* x
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1. L. NICOLAS
et comme 0(t)=O0(r), cette quantité est:
Ox=*+ [ ar=*dt) = O(x*=*(1—A).
0

Pour évaluer > (log p)p~*", on procéde de méme en remplagant 6(x) par

ph=x

Y(x)= 2’ log p, la seconde fonction de Cebysev. L’estimation de > (log p)/p est

classique (cf [9], ch. 22). =
De méme, soit n(x)= > 1;o0n a:

DP=X

+ oo
- | dr@) _ x-1 f 0.,

Or on sait que 7(2)=(3/2)(¢/log t) pour tout ¢, donc

32 3
= u — = ———
pgcp - long;/. At (log x)x*—1
LEMME 4. Soit 20=w,, wy=n. Si l'on enléve de S, un nombre de permutations

1 1 . e
=3n! —+—— les permulations restantes ont la propriété suivante: les cycles de

0y
longueur =>w, sonl uniques et les cycles de longueur =w,, ont une multiplicité =w,.

DimonSTRATION. Ce lemme est le lemme TI1 de [4].
ProrosiTiON 1. Soit:
¢; = (1/nY) Card{aESn; 2 m= j}

1=i=k
el
la probabilité qu’une permutation de S, ait exactement j cycles dont les longueurs sont
multiples de o.. Alors, si 'on pose r=[njo], ona:

1 |s(r, K| P
Cj-——k17‘ Tk []]( 0

ot s(r, k) désigne le nombre de Stirling de 1% espéce, et on a la majoration, pour
r=2
1

H .
¢ = e"r*l/“W(J-FH)

ou y désigne la constante d’Euler, et H=1 +%+ . —}—ri—l.

DEMONSTRATION. D’aprés la formule 0.27, p. 183 de [11], on a:

(x— 1)/06+1’]

r

S =
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DISTRIBUTIONFSTATISTIQUE DE L’ORDRE D’UN ELEMENT DU GROUPE SYMEIRIQUE 73

et d’aprés la définition des nombres de Stirling de premiére espéce, le deuxiéme
membre ci-dessus est égal a: (cf. [3], t.2, p. 48)

f—

K X x
2 |s@r, k)[ﬂ_l).. _1__ > Mjg(’)(l;]xj(a_l)k—j:

! okisr r!ofis, o

. g’r =2’71__ is(r, k)| (])( 1y,

Ce qui nous donne la premiére formule de la proposition.
On utilise ensuite la majoration:

}s(n,k)]_gz 8,[1+ Fot 11) .

Cette majoration peut &tre démontrée par récurrence en utilisant Ia formule:

ls(n+1, k+ )| = [s(n, k)| +nls(n, k+1)|.

A s Ny 1 1
K er k—1)! HY j!(k—j)!(ocfl)f{_g)

On obtient alors:
k

et en posant i=k—j,
Hi-v i HY(1—1/a)

c; =
7’_] 'Oﬂ" i=0 il

i

@i+))-

La sommation est majorée par:

é, “(H—(l“l_-‘l/ﬂ (i+)) = (H(1—1/0)+j) exp (H(1 — 1/x)).

Compte tenu de ce que
1 1
H= 1+E+,..+m =9y+logr

on obtient le résultat annoncé.

COROLLAIRE. Si l'on enléve de S, un nombre de permutations O(n!/(logn)?),
celles restantes ont la propriété: Pour tout a=l/l}, le nombre de cycles dont la lon-

0,8
gueur est multiple de « est lo f n +0 [ loogc " ) .

DeMONSTRATION. Fixons d’abord o. On pose, avec les notations de la propo-
sition précédente, x=H/a, jo=x-—x", j;=x+x*+1. On choisira u=0,8. Le nombre
de permutations a enlever, c’est-a-dire celles qui ont moins de j, (ou plus de j,) cycles
dont la longeeur est multiple de «, vaut:

S=2 ¢+ 2 ¢ <237r—1/a{2_ + 3 i1 )

i=J, i=i, J<J°J SEIA (j—n!
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74 3. L. NICOLAS

. -
S = 27—V [(9—]1+( il )J ]
Jo h—1

Jolog exfjy) = x— ¥4I 4 O™~

et, par le lemme 1,

Or on a:

(ji—Dlog(ex/(ji—1)) = x——;-x2“”1+0(x3"“2).

Ce qui nous donne:
S = 0(r—V=exp (x—3x>1)

pour vn certain §=0. On remarque ensuite que

1
H= 1+"5+ +—r'_—1 = IOgi +0(1)
etdonc e* = O(Y*). Enfin, comme r=[njo], on a:x=(1/x)(I+0()); comme
a=l/I2, on voit que x=/%/2 pour n assez grand, et donc
S=0(exp(—5,1}Y) =003
en choisissant #=0,8. :
En faisant le méme raisonnement pour tous les a=//I2, on obtient qu’excepté
O(n!/i% permutations, le nombre de cycles dont la longueur est multiple de « est
compris entre x—x* et x+x*+1, ce qui achéve la démonstration du corollaire.
Pour démontrer le théoréme 1, nous allons construire des sous-ensembles S

T8y .ers SEFVCSH tous tels que Card (S,,—S,‘,i))=0(n!/]/7).

Construction de SV. On utilise le lemme 4 avec w,=[Vlogn] et w,=/.Ona
bien:

1oy + 1wy = O(1/Y1)
etles o¢ S ont la propriété
Pi(m=Vi=sm=1) et (n,= VIi=m; = L,).
On désignera par k, le nombre entier tel que nkoél/l—<nko+1. La propriété P;
s’écrit alors:
P:(l=sisk=>m=1l) et (kg<i=k=m;=1).

Construction de S. On utilise le corollaire de la proposition 1. Les a¢ S

auront la propriété P; et la propriété P, :
Py No=1, 3 m=Ilat+0(fa)"s
1=i=k
ln,

Minoration dans le théoréme. 1. Nous allons montrer que pour ¢€ S, ona:

F(o)—log (ordre de ) = ll,+O(1y).
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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE L’ORDRE D’UN ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE 75

On remarque d’abord que, a cause de Py,

LVl
3 m= 31+ 3 0= n@ro[h).
A i

On a donc, par Py, et si a=I/l}:

3) N(e) = (o) +0(1]o)™8.
On a ensuite:

f{o)—log(ordre de ¢) = log (n,...n) —log (p.p.c. m(ny, ..., nk)) =
= 2 logp(N(p)—1).
p=lk
Cette derniére somme vaut:

I 1
-z °§p +o(z°s8%]= 11,4 0(ily)
PELy

par Ie lemme 3.
Construction de S®. On remarque d’abord, en faisant a=1 dans la formule
(3), que I'on a pour tout ¢€S» la propriété P;:

P k= N(1) = logn+0(log n)*:.

En fait, on aurait pu obtenir P, a partir des résultats de Gongarov [7], comme 'ont
fait P. Erdés et P. Turan [5).

On impose ensuite les propriétés suivantes:
Py: Va=(logn)®, N =1,
Py Va = (logn)®?, N(a) = 4,
Py Vy, li=y=1l, Yazy, N =IL/y.
Fixons a=//iZ et jo=l/a. Avec les notations de la proposition 1, on a r=n/2,
1
H = 1—[— +~r—r1— = 'y+10g7' = Iogn
et le nombre de ¢€.S, pour lesquelles N(x)=j, est majoré par:
LT T A
n! ¢; = 2n! ( - —— =0{|—] n!
jg., ! EZJ it a(j-b! %o
par le lemme 1, & condition que j,=2 et j,=I

Pour P;, on fait j,=2. Le nombre de o€ S, quifont exceptions a P, est majoré

par
nlO(B 3 a=2) = O(nY/]).
az13

Pour P; on raisonne de méme avec j,=35.
Pour Py, on fixe y, et a, avec y=a=/[*2. (Pour «>I%?% ona par Pj, N(a)=
=4=IL/y). On choisit j,=IL/y. On a bien lfa=j,=I et on remarque que j,=/.
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Le nombre d’exceptions est donc:

_e_.Jf_jo P = (i)l2 ! = 114
0(0612] nl=20 L n! = 0O(nl/*.

Comme il y a auplus / valeurs de y et /32 valeurs de «, le nombre d’exceptions 3 PJ est
négligeable.

PROPOSITION 2. Soit n assez grand, m=1, t=2, tm=1/2, y=VYI Le nombre de
o€ S® pour lesquelles il existe m nombres premiers py<py,<...<p,, avec y=p;
tels que N(p)=¢, ..., N(p,)=t est majoré par:

" (3010gn ]t 9 "

) vt mlogy J °
DEMONSTRATION. Fixons d’abord py, ..., p,. Comme tm=(1/2)logn, par la pro-
priété P; si o est telle que chacun de ces p; divisent au moins la longueur de # cycles
distincts, on peut trouver u cycles de o, de longueurs V=<Vp=<...<V, avec [=u=

=mm et v,=Vlogn tels que P=pi..p., divise ;.. v,. Le nombre de telles o est
donc majoré d’aprés le lemme 2, par:

tm 1 tm ] n
n!l :
=5 3 s S -
2=t Ylogn =y =vy<..<v,=a LR n=t (1) "1=1 Vi Vg
Plvy vg.v,,
p=1
P!vl Ve

On peut mettre 1/P en facteurs dans la derniére somme, & condition de multiplier
—_— m
par 7,(P)= (ﬂ +; 1) . La fonction 7,(n) est définie par:

To(n) = %’ 1
pour r=3, '

Tr(n) = ‘%‘ 1r—1(d)'

¢= i'n(#)’}’{v _Rl vllv ](ﬂ+§_1]}n§

Il s’ensuit- que:

v“=1

S
- s _n gny AT (u+o™ = (4e210g n) =t \logn/) -
AT @ ) T (e

_ 1_1!_(4e2]ognJ"” tm __n! [ 30logn ]’m

=P t (V"z}?{)mﬂ = pl..p, t

en minorant u! par V2muu*e™", et en majorant u-¢ par 2u et 4e? par 30.
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Maintenant, on fait varier les nombres premiers py, ..., p,,. Ona:

e (3 (6 2 =
yém<2--~<vm Py P ! péy P} im gy ?) T \my*tlogy
d’apres le lemme 3, ce qui achéve 1a démonstration.

Construction de SP. On va imposer aux ¢€S® la condition suivante; avec
co=18 exp (60/e)

Pivt, 2=t=l, m=Card{p=1I; N(p =t} = c27lfl,.

Fixons d’abord ¢; on applique la proposition 2, avec y=logn, m=[cy2 *l/l]+ 1.
Le nombre d’exceptions est allors majoré par:

[IA

n12-<2 B = O(n11-?)
et on fait ensuite varier ¢.
Construction de S{®. La condition supplémentaire imposée est

Py Vy UB=ys=l, vs, 2ss=1,
m} = Card {p = y; N(p) > 60Is/y} = 362~ y/l,.

On fixe d’abord y et s, on applique la proposition 2 avec f=[60 ls/y]+1 et m=
=[36.2"%y/l]+1, et on termine comme précédemment.

Démonstration de la majoration dans le théoréme. Soit o€ S, nous devons
majorer f(¢)—log (ordre de ¢). Cette quantité est d’abord majorée par:

7

2> (logpN(pH = g; T;
NGH=2 =

ou les sommes partielles T; portent sur les couples (p, @), p premier, a=1 vérifiant
N(pH)=2et:

i=1 pP="P

i=2 p*=1I2

i=3 a=1 e IlE<p=l

i=4 a=1 e Il<p=PpB

i=5 a=2 et [[BE<p=Pr

i=6

i=7

IIV

2, p=l et PB2<p'=p

IIV

2, p=1 et PP<p'=p

Par la propriété P,, la somme T est vide.

Par P,,0on a:
1 1
T, l%qu 0 (10»8 %“j’saﬁ) = ll,+0(lly),

liA

po=lg
par le lemme 3.
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Dans T; le nombre de termes est O(I%/%), et par Py, on a:

T, = O(P*).
Dans T, en utilisant P3, on a:

Te= Dllogp 2 4=12La(ly= 0.

p=l a=3ly/logp

Dans T,, on remarque que a vaut exaciement 2 et comme N(p®)=N(p), on constate
que 7,=7T,. On a ensuite:

Ty= 2 (logp)N(p) =3l = N(p).
l<p=} l<p=l3

N(p)=2 N{p)=2

D’aprés PY, N(p)=l, et par la propriété P,,
)
Ty =31, 2 tm, = O(l).
t=2

Pour évaluer T3, choisissons y, [/I3=y=1/2 ¢t considérons
Wy= 2 (ogpN(p=l 3 N
y<p=2y y<p=2y

Nous allons montrer que pour tout y, W,=0(/). Il en résultera que Ty=0(il;) ce
qui achévera la démonstration du théoreme. Par la propriété Py, on a N(p)=IL/y.
Ensuite, par P;,

1201 Ll 60I(s+1
> Npp=——( 3 D)+ >—— ( ) mg = 0(lf1,).
y<p=2y Y y<p=2y s=2

Pour supprimer le «/;» dans le reste du théoréme 1, il faudrait pouvoir montrer
que:
T =21+ 0.

II1. Démonstration due théoréme 2

Nous utiliserons la notation suivante pour les séries entiéres:

2 2" < 2 b, 2"
n=0 n=0
signifie: pour tout n=0, [|q4,/=0,

LEMME 5. Ona:

S logm 1. 1 1 &z
mg’z ——z 2log 1’_Z<<log1_z~"§1_—n-;.
LeMME 6. O
= loo2
=5 o%nm log _ < <2 Z Iogm o
m=2
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LEMME 7. Soit a=0 et une suite de coefficients a, vérifiant \a;|=alk pour | =k=

=n. On pose:
exp( > o, 2F) = 14+ 3 bz~

k=1 k=1

Alors, on a, pour 1=k=n
|by] = ae”k*.

LEMME 8. Soit n=3 et tcR, vérifiant |t|=}logn. On pose:

h(z) = 1ex{ i 1021—— £ 1031}—§e7"’
AT P 2log®2n 812 Glogn 21—z~ me

m=0

Alors on a, eg=e,=1, et

e, = exp {_lt__lo_g?._ﬁ}_LO (e—tzlﬁ _!.t_]____]_}_O (.z_)
" 2 6)" Yiogn n

et pour 2=m=n,

£ logdm }] _
} — _ m
le.| =0 [exp{ G Togfn +0@2™™

ot les O sous entendent des constantes explicites.
La démonstration des lemmes 5 & 8 se trouve dans [10]. Sous une forme un peu
moins précise, ces lemmes figuraient dans [5].

LEMME 9. On a pour tout x réel et m entier =1,

PR (=) kel B -
.e» I—ix—... m=D1| = ml

La démonstration est facile, et se trouve par exemple dans [6], p. 512.
LEMME 10. Soit a un nombre réel vérifiant 0=a=1/6. Soit a, une suite de coeffi-
cients vérifignt |a,|=alk?* pour k=1. On pose:
exp( > ay2¥) = 1+ 3 bz
k=1 K=1
Alors on a pour k=1:
[by] = 2a/k>.

DEMONSTRATION. On pose:
y(2) = exp( > az"/k?) = 1+ 3 w2~
k=1 k=1

On a évidemment |by|=u;, pour tout k=1. D’autre part, y vérifie I'équation diffé-
rentielle:
y = ay(k2i Z*7k)

d’out Pon déduit, pour n=0
a n i
(n+Duyy, = —n—?——l +jg;auj/(n—]+1)-
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Montrons par récurrence sur s, que on a u,=2a/n®. La relation est vérifice
pour n=1, puisque #;=a. Supposons la vérifiée jusqu'a n (n=1) et montrons la
pour n+1. On a:

(n+ Dy, + 2 247
et = A=)

a 1 1 1 1
=2 _1og ( )
TS jg; (n+1)j * (n+1)%j + (n+1)En+1—j)
Or on a:

1 _ 1+4logn _ O {152 e 2R e R
g’j ] =0,6 et jg;l/_} = 7%/6 = 5/3,

II/\

ce qui donne:

10a?
3

ReMARQUE. Cette condition a=1/6 n’est pas indispensable. En utilisant les mé-

thodes de ’analyse complexe, -H. Delange peut démontrer que pour tout a fixé, le
coefficient u, ci-dessus vérifie u, ~ae®/k2

n+D%u, . =a+ 42,402 = 2a lorsque a = 1/6.

LemME 11, Soit ny<ny<...<<n, les longueurs distinctes des cycles de o< S,.
La valeur moyenne de f(6)= 2 logn; vérifie:

1=i=sk

=i > flo)= —1—10g2 n+0(1).
n!aesn 2

D¥EMONSTRATION. Rappelons d’abord le résultat classique: soit k&, 1=k=n;
1 nombre de permutations de S, qui n’ont aucun cycle de longueur j est:

[n/k] . .
nt > (~1VJGLE.
j=0

Lorsque k=1, c’est le probléme des chapeaux (cf. [3], p. 10). Il s’ensuit que, le nombre
d(n, k) de permutations qui ont au moins un cycle de longueur & vérifie:

nTc!(l 21k] d(n, k) = nljk.

On remarque ensuite que 'on a:

logk

M= 3 (oghd(m, b = +o() =
Nl 1<k=n

1fi=n K

- f 8% jvro()= llog 2n+0(1).

1

18 étape. Avec la notation du lemme 11, on pose:
F,(x) = Prob{f(c)— M, < x log®?n}.
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On associe 2 la distribution de probabilités F, sa fonction caractéristique, définie par
Pintégrale de Stieltjes:
+oo

o) = [ €*dF,(x).

— o0

On a, d’aprés [5], p. 313:

O @,(f) = exp {I—O—é:;%;—} «Coeff. de z" dans 1—1—z expD,(z, ©)
avec

7 = t(log n)~3/2
et

D,(z,7) = X log {1+(j*~1)(1—e~=1)}.
i=2
28me étgpe, P. ErdGs et P. Turan ont montré que pour ¢ fixé,

&3] lim ¢, () = exp (—3/6).

En vue d’une estimation du terme d’erreur dans (5), nous supposerons que [¢t|=

=pVlogn, ol festune constante assez petite. Les majorations qui suivent, y compris

les «O» seront valides pour |t|=pfVlogn et n=n,, olt n, est une constante absolue.
On écrit comme dans [5]:

D,(2,7) = i (2) +he(2) + hy (D) + hy(2)

avec
n . 2 2-
o St g,
i=2 2
r(j"—1 . logj . 7% log?j} ,
hy(2) = {J T = = 7Y,
1@ = 2177 jot2

hy(2) = jz" (=) (1 —e==1i — ziff),

h4(z)=j§" 2 )r (1 (1 — ey

On a, par le lemme 9, avec la notation <<:

n [t[:% 73

[tfflog®j ;
hy(2) < 2 G z) < 2’ 6 (og )" —]—

Et, P. ErdGs et P. Turdn donnent:
2 o

t
h4(Z) << C4T0g_nj;;_.—j-2—
et
l1] =

hy(z) < ¢y .
logn /%1 j2

}/
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On remarque que la condition: n=>exp (10*#2) est assurée en choisissant f<1072
On peut donc écrire:

© D,(z 1) = hy()+ 3 aPz
2
avece !
1 £
a‘(l) = c(l)—-iﬂ—-— [—.—+ T )
0 4l Yiogn \Jj*  Jjlogn

3eme érape. Compte tenu de (6), et en observant que les puissances de z d’exposant
>npn n'interviennent pas, (4) devient:

Pu(t) = exp{ l—lé—ﬁ‘/{r} Coeff. de z* dans

1 { Slogj ;1 Llog?j } { }
explit > —=——z/— zitex ahzi
TPt 2 3 T2 p 2

Jj=2

On utilise alors les lemmes 5 et 6, et avec la définition de la fonction % dans le lemme
8, on obtient:

3 @, (1) = exp {{(;_g%} Coeff. de z" dans h(z)exp { > al‘?’z"}
j=2
avec ’
1 2]+ 1]
a®| = ¢ ( L ]
la;?| j2yiogn Jjlog**n

pour 2=j=n.
4éme gtape. On pose:

: eXp[S’ a(z)z’] = 14 Z'a(‘”‘)zj

J=

o exp(g @) .]= 1+ Zb(_nzj
® S viogn ) AN
o = a(t, ny = Sodd+ 12D

log*2n

(On impose a4 f d’étre assez petit de fagon 2 avoir a=1/3)

exp(Z’a(t 1) — ]— 1+S’b}2)zj,
i=2

J._
(t+ ZbP)(t+ ZbP) =1+ 3 by,
j=2 Jj=2 j=2

On aura alors, pour 2=j=n,
]a?)légbr
Il reste a estimer b;. D’aprés le lemme 7, on aura:
B§» = ef3gje—t = 2gjo?
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et d’apres le lemme 10, en choisisant f<1/6¢®,
b = 220 23]

B Vlognj

by=b{+b{+ 5 g M a

r=2 Ylognr: G—1)~*"

On coupe la somme en deux, spivant que r=;j/2 ou non. On a:
7/

11 s’ensuit que:

a

— = 0 a'a—-l
a=rzjz PP(j—1° @™
et

4 U2
a - 2 ar*™l = O(j—53).

S =
J2<r=j-2 r2(j_r)1_a = 7 2
On a donc, poui'2£j<n:

t] .

a'® = 0( [ -—a/3+a'—1+a]
! Viogn J J

d’ott Pon déduit:

(10) a® =0(j") Q2=j=n)
et
: l7] 7]+ 1%
@ = Ol —2— @ e i)
an ]_;Z; la$®| 0( Toen +exp{c logn} 1].

5¢ étape. Compte tenn de (9), et avec les notations du lemme 8, (8) devient:
tM" n—1
D, (t) = €Xp {'l—'—é'/-é—} (e -+ Z a(3) €, -j -+ a(3))
Le méme calcul que dans [10] donne, en tenant compte dulemme 8, de (10) et de (11):
12

_ 2 2 le] o 11 ~16
(p,,(t)—exp(—t/6)+(exp(—-t/48))0[T—6_g7+exp( @ wogn} 1]+0(n 18),

F(x) = V% f e~ /D2 gy

Sa fonction caractéristique vaut:

+eo

o) = [ &*dFx) =e "

—oo

6° étape. On pose:

et 'on a la formule (cf. [Fel], p. 538):

(13) () — F()| = — f}cp,.(t) <p(t)] dt 24:;(0)
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34 J. L. NICOLAS

valable pour tout x réel et tout 7>0. On choisit T=f Vlogn avec f assez petit.
Le méme calcul que dans [10] permet de déduire des formules (12) et (13) que I'on
a, uniformément en x:

(14) F,(x)—F(x) = O(1/Vlogn).
La démonstration du théoréme 2 découle alors de (14), puisque U'on a:
— 2
PrOb{f(a) _(1/2) log*n
(1/V3)log¥2n

y = x[V3+((1/2)log*n—M,)[log"*n = x[V3 +0 (log™* n)

par le lemme 11.

<4=am

avee
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