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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE L'ORDRE D'UN 
ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE 

J. L. NICOLAS (Limoges) 

I. Introduction 

(1) 

a v e c  

Soit S. le groupe des permutations de n objets. P. Erd6s et P. Turfin ont d6- 
montr& (cf. [5]) 

lira Pr0b [ log (ordre de a ) - (1 /2 )  log 2 n 

1 / e -t~/2 dt 
_ =  

en mettant sur S. la mesure d'dquiprobabilit6. P. Erd6s et P. Turfin annoncent qu'il 
est possible d'obtenir un terme d'erreur dans la formule (1). 

Pour chaque permutation aCS . ,  nous d6signerons par 

n I <: 17 2 ~ . . . - <  n k 

les diff6rentes longueurs de cycles de a, et par mz . . . .  ,mk leur mulfiplicit6, de telle 
sorte que 

Z tl l  i n i ~ -  n .  

La d~monstration de (1) est bas6e d'abord sur le r~sultat (cf. [4]): except6 
o(n !) permutations, tous les  61~ments a~ S~ v6rifient: 

(2) exp ( -  3 log n (log log n) 4) _<- ordre de o- <= 1 
t l  1112, . .  171~ 

et ensuite sur la distribution des valeurs de la fonction 

f ( a ) =  ~ Iogn~ 
l ~ i ~ k  

l'aide de sa fonction caract~ristique. 
Par la suite, M. R. Best [1] et J. D. Bovey [2] ont red~montr~ la loi limite v~rifi6e 

par fi par des m6thodes plus dl6mentaires. 
Nous allons d6montrer le th~or~me suivant, qui am61iore (2): 

celles qui restent vdrifient : 

log (ordre de a) = f ( a )  - log n log log n + O (log n log log tog n). 
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70 J. L NICOLAS 

La d6monstration du th6or6me i repose sur l'id6e suivante, fournie par P. Erd6s: 
dans une permutation al6atoire, la moiti6 des cycles est de longueur paire, un tiers des 
cycles est de longueur multiple de 3, etc.., et le hombre de cycles 6tant environ log n, 
la contribution des nombres premiers p<-logn dans la diff6rence f ( a ) -  
- l o g  (ordre de a) est approximativement: 

logp logn _ logn(loglogn+O(1)) .  
p_~logn P 

La contribution des nombres premiers p ~-log n e s t  n6gligeable. La proposition 
1 permet d'6valuer tr6s pr6cisement le nombre de ire S~ qui ont exactement ] cycles 
de longueur multiple de ~, et je remercie M. Szalay, qui m'a signal6 la r6f6rence [11]. 
La proposition 2, qui rn'a 6t6 sugg6r6e par A. Odlyzko, majore le hombre de aES~ 
pour lesquelles n~n~...n k est divisible par une puissance assez grande d'un produit 
de nombres premiers. 

Nous montrerons ensuite : 

TH~OR~ME 2. On a uniformdment en xER: 

Prob [ f(a_~)-( U2) l~  
1 (1/]/3-)logZ/2n < x} =qS(x)+O(1/l/~ogn): 

La d6monstration du th6orSme 2 reprend les calculs originauxde P. Erd6s et 
P. Tur~in. En fait un calcul similaire a 6t6 fait dans [10], pour 6tudier une fonction 
voisine de f, d6finie sur l'ensemble F~ ") [X] des polyn6mes unitaires de degr6 n sur un 
corps fini. 

On d6duit imm6diatement des th6orSmes 1 et 2: 

TH~ORI~ME 3. On a uniformdment en xER: 

~ro~ {~o~ ~or~o ~ o> ~/~>'0~"' o -~1/~> ,o~'. + ~o~. ~o~ ~o~. ~ ~ } �9 ~> + O ~'~ )~o~  ,o~ , o .  1 
)" 

Nous conjecturons que l'on peut supprhner le log log log n dans le reste du 
th6or6me 1, et du th6or6me 3. 

NOXAX~ONS. Nous 6crirons, pour simplifier 

l = l o g n ;  12=log logn ;  I z = l o g l o g l o g n .  

k 

Pour l<-v<=n, et pour o-ES, fix6, nous poserons: N(v)= ~ 1, le hombre de Ion- 
i=1 

gueurs distinctes de cycles de a multiples de v. La lettre p, indic6e ou non d6signera 
toujours un nombre premie r. Enfin nous noterons [x] la partie enti6re de x. 
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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE L 'ORDRE D ' U N  ELEMENT DU GROUPE SY,'CLETRIQUE 71 

IL D6monstrafion du th6or~me 1 

Enonqons d'abord quelques lemmes: 

LEMME 1. Soit x > 0 .  On a: 
pour u>=x: 

etpour O<v<--x: 
Z m !  < - - -  m~u 

(71 z ~  m !  <- ~ �9 

DI~MONSTRATION. Elle est facile (cf. [8], p. 149). 

LEMME 2. Soit l <--vl<v2<... <vr avec ~ vi<=n. Le hombre de permutations de 
i=1 

S n ayant au moins un cycle de longueur vl, un cycle de longueur v~. . . . .  , un cycle de 
longueur v~ est <- n!/(vlv2...Vr). 

Dt~MONSTRATION. I1 y a 

n! 

V l ! V 2 l . . . V r l ( n - - V l - - V  2 - -  . . . - - V , ) [  

fagons de choisir r parties de {1, 2, ..., n} de cardinal vl . . . .  , v,. Dans chacune de 
"ces parties on doit avoir une permutation circulaire ce qui donne (v l -1 ) ! . . . ( vr -1) !  
choix possibles. Dans ce qui reste, n'importe quelle permutation marche, il y en a 
( n - v a - . . . - v r ) ! .  Cette d6monstration est voisine de celle de la formule de, Cauchy 
(cf [3], t.2, p. 75). 

LEMME 3. Soit 2 rdel v~rifiant 0 < ~ < 1 .  On a: 

p N x  

logp _ logx+O(1) ;  ~ logp _ l o g x + O ( 1 ) .  
p<=x P pm<- x pra 

Si x>=2 ets i  ~=>2, on a: 
1 < 3 

~ = (logx)xX-1 �9 p>--x P 

DI~MONSTRATION. Soit 0(x)= ~ , l o g p  la fonction de ~ebygev. 
p<=x 

l'int6grale de Stieltjes 

p<=x~' ~ = 2 - 1 ~  / d[O(O]?. = f f _ ~  + ~ /  ~20(0 -at 

On a, par 
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et comme O(t) = O(t), cette quantit6 est: 

Pour 6valuer 

~k(x)= Z logp, 
p m ~ x  

classique (cf. [9], ch. 22). 
De m~me, soit 7r(x)= ~ 1; on a: 

p ~ x  

Z f 
p>=x x - ['~ 

Or on sait que 

2C 

f at-*dt)= 
0 

z~ (logP)P -a", on proc~de de m~me en remplar O(x) par 
p m ~ x  

la seconde fonction de Ceby~ev. L'estimation de ~ (log p)/p est 
p ~ x  

~ ( x ) - i  + =  ;L~(O _ 
x ~ ~ - J  t--/rTr- at. 

rc(t)<-_(3/2)(t/log t) pour tout t, donc 

3/2 3 
p-~" "< - -  J 2t -~" dt "<= 

p__>~ = log x x (log x)x  ~-~ " 

LEMME 4. Soit 20<=o9~, o92~n. Si l'on enlOve de S n un nombre de permutations 

l i + 1__~__|, les permulations restantes ont la propridtd suivante: les cycles de ~3n! LO91 o92!1 
longueur >o91 sont uniques et les cycles de longueur <=o9~, ont une multiplicit6 ~_o9~. 

D~MONSTRAT~ON. Ce lemme est le lemme III de [4]. 

PROPOSITION 1. Soit: 

c i = (1/n!)Card{aES,; ~ m, = j }  

O~[ll i 

la probabilitd qu'une permutation de S~ air exactement j cycles dont les Iongueurs sont 
multiples de ~,. Alors, si l" on pose r=[n/~], on a: 

~ 1  Is(r,k)l ( ~ ) ( ~ _ l ) k _  J 
Cj 

oi~ s(r, k) d&igne le nombre de Stirring de 1 ere esp~ce, et on a la majoration, pour 
r>=2 

H J - 1  
cj <-- e~r -1/~ j!a)'" ( j + H )  

1 1 
olt 7 ddsigne Ia constante d'Euler, et H =  1 + - f  +.. .  + r-'----'T" 

Dt~MONSTRATION. D'apr6s la formule 0.27, p. 183 de [11], on a: 

ci # = - 1 .  ~ + r  
j = o  
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DISTRIBUTION STATISTIQUE DE L'ORDRE D'UN ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE 73 

et d'apr6s la d6finition des nombres de Stifling de premi6re esp6ce, le deuxi6me 
membre ci-dessus est 6gal ~t: (cf. [3], t.2, p. 48) 

1 (x+  ~-- 1) k 1 ~ _ _  
~--f. o~=,Z Is(r, k)[- ~ = r-70~=~, 

k 

czk j=O ~ J  ] 

= Z X S Z r ! ,  ~ 
j = o  k = j  

Ce qui nous donne la premi6re formule de la proposition. 
On utilise ensuite la majoration: 

( n _ l ) ! [ l + l + . . . +  1 ]k-~ 
is(n, k)l <= ( k - l ) !  n---2-T) " 

Cette majoration peut &re d6montr6e par r6currence en utilisant la formule: 

] s (n+l ,  k+ l ) ]  = Is(n, k)l+nls(n, k+ l ) l .  
On obfient alors: 

cj <_- ~ i ( r - l ) !  Hk_z k! 1 k 
k=j r! (k--1)----------~ j ! ( k - j ) !  (c~-S1)i 1 -  

et en posant i= k - j ,  
H j-1 -~J Hi(1 - 1~cO i 

c2<= Fj!~ 3 i=0 ~ (i+j). 

La sommation est major6e par: 

(HO-1/~)) '  
,=o i! (i + j )  = ( H ( t  - l /a )  + j )  exp (H(1  - 1/~)). 

Compte tenu de ce que 
1 

H =  l + ~ + . . . + - -  

on obtient le r6sultat annonc6. 

I 
<- 7+logr  

F - - I  - -  

COROLLAIRE. Si l'on enl~ve de S. un nombre de permutations O(n!/(logn)2), 
celles restantes ont la propriOtd: Pour tout ~<=I/l~, le nombre de cycles dont la lon- 

gueurestmultipledec~est log,,~ +O(~__~10, s. 

D~MONSTRATION. Fixons d'abord ~. On pose, avec les notations de la propo- 
sition pr6c6dente, x=H/a, j o = x - x  ", j l=x+xU+ 1. On choisira u=0,8. Le hombre 
de permutations h enlever, c'est-~t-dire celles qui ont moins de J0 (ou plus de Jl) cycles 
dont la longueur est multiple de ~, vaut: 

S = ~ ej+ ~ cj <= 2e~r -1/~ +j~= "~ 
J~:Jo J~=J, j _  o ' f l .  ( i - - l ) ! )  
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74 J.L. NICOLAS 

et, par le lemme 1, 

Or on a: 

/t / 1  ex ex j~-I 

s <= tj-7:T-lJ )" 

1 2u 1 jolog (ex/jo) = x - T  x - + O(x a"-~) 

1 9. 1 ( Jl - l) log (ex/(j l  - 1)) = x -  ~ x- - + 0 (x 3u- 3). 

Ce qui nous donne: 
s = 

pour un certain 6 >0. On remarque ensuite que 

1 1 
H = 1 + T +  ... +~--i-- 1 = log r+O(1)  

e tdonc  e~=O(rl/~).  Enfin, comme r=[n/a], on a:x=(1/a)( l+O(12));  comme 
a<=l/l~, on voit que x>=l~/2 pour n assez grand, e tdonc 

S = O (exp ( -  61 l~' 2)) = O (l-S) 
en choisissant u = 0,8. 

En faisant le mSme raisonnement pour tousles a<=l/l~, on obtient qu'except6 
O(n!/l 2) permutations, le nombre de cycles dont la longueur est multiple de c~ est 
compris entre x - x "  et x+xU+ 1, ce qui ach~ve la d6monstration du corollaire. 

Pour d6montrer le th6or6me 1, nous allons construire des sous-ensembles S, (1) c 
c S , , . . . ,  St, ̀+ a)c S~ O, tous tels que Card ( S , -  S~ i)) = 0 (n !/1/-D. 

Construction de S(, ~). On utilise le lemme 4 avec ~o1= [ loI/]~] et co2 = 12. On a 
bien: 

et les aC S, (1) ont la propri6t6 

P1; ( n , > I / 7 = * m , = l )  et (n,<= 1/l=* m, <=12). 

On d6signera par k o le nombre entier tel que nko=l/l nko+l. La propri6t6 P~ 
s'dcrit alors: 

PI: (1 <_-i<_-k 0=~m i<_-/2) et (k 0 < i < = k = * m  i = l ) .  

Construction de S, (z). On utilise le cerollaire de la proposition 1. Les aCS~ ~) 
auront la propri6t6 P1 et la propri6t6 P~ : 

P~: Vc~ <- I/l~, Z m, = I/c~+O(l/a) ~ 

Minoration dans le thgorOme. 1. Nous allons montrer que pour a~ S, (~), on a: 

f (a ) - - log  (ordre de (r) ~ ll~+O(llz). 
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On remarque d 'abord que, / t  cause de P1, 

l<=i~_k l ~ i ~ k  l ~ i ~ k  o 

On a donc, par P~, et si ~_<- I/l~ : 

(3) N ( a )  = 0 /~)  + 0 (Z/a) ~ 
On a ensuite: 

f ( a )  - log (ordre de a) = log (n~...n~) - log (p.p.c. m(n~, ..., nk)) 

=> Z logp(N(p) - l ) .  

Cette derni6re somme vaut: 

z~ l l ~  ~ l o g p ] =  
~=<,.~ p - 7 - J  lt~+o(u~) 

par le lemme 3. 
Construction de _,,~(a). On remarque d'abord, en faisant e =  1 dans la formule 

(3), que l 'on a pour tout aE S, ("-) la propri6t~ P~ : 

P~: k = N(1) = tog n + O (log n) ~ 

En fait, on aurait pu obtenir P~ ~ partir des r&ultats de Gon~arov [7], comme l'ont 
fait P. Erd6s et P. Tur~in [5]. 

On impose ensuite les propri6t6s suivantes : 

Pa: V ~ ( l o g n )  8, N ( a ) ~ l ,  

P~: Vc~ ~ (log n) a/~', N(a) <= 4, 

P~' :Vy, I/l~<=y<=l, Vc~=>y, N(a)~l l2/y .  

Fixons a=>l/l~ et jo>=t/cc Avec les notations de la proposition 1, on a r<-n/2, 

1 
H = 1 + . . .  - b - -  =< ? + log  r < log n 

et le hombre de aE S, pour lesquelles N(~)>-jo est major6 par: 

) '0 
n! Z C] <= 2n! Z _i~. q _ _ _  = o [  el I n! 

j~jo j=>jo a ( j -  1) ! ~ ~Jo ,' 

par  le lemme 1, R condition que 70=>2 et jo<=l. 
Pour Pa, on fait j 0=2 .  Le nombre de ~ S, qui font exceptions ~t Pa est major~ 

par 

2 = 

Pour P~ on raisonne de m~me avec Jo = 5. 
Pour P~', on fixe y, et e, avec y<=e<-I a/=. (Pour c~>l a/~, on a par P~, N(e)~_ 

<=4<=llJy). On choisit jo=ll~/y. On a bien l/e<-j,<=l et on remarque que jo=>l=. 
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Le nombre d'exceptions est donc: 

0 n! = Ot121 

Comme il y a au plus l valeurs de y e t  l a/~" valeurs de ~, le hombre d'exceptions fi P~' est 
ndgligeable. 

PROPOSITION 2. Soit n assez grand, m>=l, t>=2, tm<=l/2, y>=~l. Le hombre de 
trCSt. 2~ pour lesquelles il existe m nombres premiers p~<p~<.. .<p,, ,  avee y<=p~ 
tels que N(p~)>=t . . . .  , N(p,,)>=t est major, par: 

o,{(30,og,, ),yt , ,og9  ,, }n 
DI~MONSTRATION. Fixons d 'abord Pl . . . . .  Pro. Comme tm ~ (1/2) log n, par la pro- 

pri6t6 P~ si a est telle que chacun de ces pz divisent au moins la longueur de t cycles 
distincts, on peut trouver # cycles de a, de longueurs v l < v 2 < . . . < v ,  avec t N #  <- 
<=tin et vl-->l/lo---~ tels que _ t , P-pa. . .p , ,  divise vl.,.v,. Le hombre de telles a est 
donc major6 d'apr6s le lemme 2, par: 

t .  n! <= . ~  n, ~ 1 
Q - < - Z  Z 

I " * = t  lo~<__Vl<V2 . . . . . . .  ~=-~n ~ I ' ' ' V / ~  l ' * = t  ( p ) !  V.l=l Vl" ' ' ] ' /~  
PI ~, ,'2.---'% ~.=I 

Plvt . . . v~  

par 

On peut mettre lIP en facteurs dans la derni6re somme, ~t condition de multiplier 
z~ (p )=lP+ t - 1 )  tn 

~, t . La fonction %(n) est d6finie par: 

~(n)  = Z 1 
dln 

pour r ~ 3 ,  
zr(n) = Z ~r_l(d). 

din 
I1 s'ensuit- que: 

tm l'l ! 

! t t = 
v - -  Y l ' "  "VP, 

' ~  

FrS~ : <=--# - ( 2r 

m 

tm (301og )"  
1" t ( r  1 - P',...P'm t 

en minorant u! par ]/2zcu u~e -~, et en majorant # + t  par 2# et 4e 2 par 30. 
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Maintenant, on fait varier Ies nombres premiers Px, ..., P,~. On a: 

1 1 Q_>~pl_7 )"  ( e _  1,'~ ( 9 1" 
r-<_pl . . . . .  p,, Pl'"Pm m ! _ k--m" _ my t--flog y 

d'apr~s le lemme 3, ce qui ach~ve la d6monstration. 
Construction de S(, 4). On va imposer aux trC S. (3) la condition suivante; avec 

Co = 18 exp (60/e) 

P4: Vt; 2 <= t <= 12, mt = Card {/7 -> l; N(p >- t} <= co2-tl/l~. 

Fixons d 'abord t; on applique la proposition 2, avec y = l o g  n, m=[co2-tl/12]+ 1. 
Le nombre d'exceptions est allors major6 par: 

n ! 2-co~-t~tlt~ = 0 (n ! I-~) 
et on fait ensuite varier t. 

Construction de S(, 5). La condition suppl6mentaire imposde est 

Ps: Vy, I/t~<=y<-l, Vs, 2~_s<=t2, 

mj = Card {p => y; N(p) > 60ls/y} <- 36.2-~y/12. 

On fixe d 'abord y et s, on applique la proposition 2 avec t=[6Ols/y]+l et m =  
= [36.2-~y/12] + 1, et on termine comme pr6c6demment. 

Ddmonstration de la majoration dans le th~orOme. Soit trCS~ (5), nous devons 
majorer f ( a ) - l o g  (ordre de a). Cette quantit6 est d 'abord major6e par: 

7 

X O~ = XT~ 
p,a  i=X 

oh les sommes partielles Ti portent sur les couples (p, a), p premier, a ~ l  v~rifiant 
N(pg-->2 et: 

i = 1  p a > p  

i = 2  p"<=I/l~ 

i = 3  a = l  et l / l~<p~_l  

i = 4  a = l  et l<p<=P 

i = 5  a=>2  et 1/l~<p~lS/2 

i = 6  a=>2, p ~ l  et 13/e<p"<-l 3 

i = 7  a_->2, p > l  et l a/2<p"~=P. 

Par la propri6t6 Pz, la somme 7"1 est vide. 
Par e~, on a: 

par le lemme 3. 

T~ --< p*~_t/t~ ~ l logpp +0(1o, s__~_.Jlogpx <_-- ll~+O(ll3), 
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Dans T0 le nombre de termes eat 0 (13/4), et par P~', on a: 

T~ = o(t~/%'). 
Dans T6, en utilisant P~, on a: 

Tn <= ~ l o g p  ~ '  4 <= 1212rc(/) = O(/). 
p ~ l a'~ 21,~[log p 

Dans Tr, on remarque que a vaut exactement 2 et comme N(pa)~N(p), on constate 
que T v ~ T  ~. On a ensuite: 

I"4 = Z (logp)N(p)<= 313 z~ N(p). 
l<p<=l 3 l<p<=l ~ 

D'apr~s P~', N(p)<= 13 et par la propridtd P4, 

t2 
T4 <= 312 ~ tm~ = O(1). 

t=2  

Pour dvaluer T a, choisissons y, 1/l~<=y<=l/2 et consid6rons 

IVy= X (log p)U(p) <=12 X N(p). 
y < p ~ 2 y  y < p ~ 2 y  

Nous allons montrer que pour tout y, Wy=O(!). I1 en rdsultera que Ta=O(ll3) ce 
qui ach~vera la ddmonstration du th~oreme. Par la propridt6 P~', on a N ( p ) ~  llJy. 
Ensuite, par P~, 

v N(p) <= 120t 601(s+l)  
~, - 7 (  Z O+ m; = O(l/l~). 

y < p ~ 2 y  y<p=<2y ~=2 Y 

Pour supprimer le <<la>> dans le reste du thdor~me 1, il faudrait pouvoir montrer 
que: 

T~ = 2 u ~ + o ( o .  

HI.  D~mons tra t ion  du th~or~me 2 

Nous utiliserons la notation suivante pour les sdries enti~res: 

n=0 rt~O 

signifie: pour tout n=>0, Ianl<=bn. 

LEMME 5.  O n  a "  

log 1 ~ Z m l m 
z., Zm -b-- 1 << log 1 -  ---- ~ - - i -~"  , .=2 m - - - - l ~  z z = 

LEMME 6. On a: 

log s m 1 1 log 
z"  - ~- log2 _f_ZT_ z << 2 ~ m Z m . 

m=S in m=Z m 
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~ n .  
L E M M E  7 .  

On pose: 
Soit a > O  et une suite de coefficients a, v&ifiant !akl<=a/k pour 1 <-k<= 

exp(  Z ek zk) = 1 + ~ bk zk. 
k>~l k=l 

Alors, on a, pour 1 = k = n  
lb 1<  k "-1. k = aea 

LEMME 8. Soit n>--3 et t6R ,  vdrifiant ]t]<=r On pose: 

= _ l o g  a = ~ e m Z  m. h(z)  "i"Z~ z exp 21oggZ/Zn z 61ogZ n .... o 

Alorson  a, eo- -e~=l ,  et 

t 2 

et pour 2<=m<-n, 

6 log 8 n l )  

oh les 0 sous entendent des constantes explicites. 

La d4monstration des lemmes 5 ~ 8 se trouve dans [10]. Sous une forme un peu 
moins pr6cise, ces lemmes figuraient dans [5]. 

LEMME 9. On a pour tout x rdel et m entier >-i, 

( ix )m_1  < lxt 
d X - l - i x - " "  ( m - l ) !  = m ! "  

La d4monstration est facile, et se trouve par exemple dans [6], p. 512. 

LEMME 10. Soit a un nombre r&l  v&ifiant 0=<a<=l/6. Soit a k une suite de coeffi- 
cients v&ifiant [ak[<--a/k 2 pour k>=l. On pose: 

e x p ( Z  akz k) = 1+ Z bk zk. 

Alors on a pour k >= l : 
!bkl 2a/k  2 

DEMONSTRATION. Oi l  p o s e :  

y ( z )  = e x p ( Z  azk/k ~) ----- 1-t- Z ug zk. 
k>=l k ~ l  

On a 6videmment [bk[~=Uk pour  tout k=>l. D'autre  part,  y v6rifie l 'dquation diffd- 
rentielle: 

y' = a y ( Z  
k_>l 

d 'oh  l 'on d6duit, pour  n ~ 0  

( n +  1)u.+x = a " n +----~ + • a uj/(n - - j  + 1). 
j = l  
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Montrons par r6currence sur n ,  que l'on a u,<-2a/nL La relation est v6rifi6e 
pour n = l ,  puisque ul=a. Supposons la v6rifi6e jusqu'~t n (n=>l) et montrons la 
pour n + l .  O n a :  

Or on a: 

( n + l ) u , + i  <_-- a ~j--Zi 2a~ - 
n + l  .= j 2 ( n - j + l )  

a ( ) n + l  k2a2 ~ 1 1 1 
(n +-l)fl  f ~" " =i (n + 1)~j (n + 1) 3 (n + 1 - j )  

1 ~ 1  l+logn 
--. <-- - -  <-- 0,6 et 1/fl <-- z~/6 <-- 573, 

n + l  j = l J  -- n + l  i=1 
T 

ce qui donne: 

(n+l)~U,+l ~ a +  l~-~a~+2,4a2 <= 2a lorsque a _-< 116. 

REMARQUE. Cette condition a <- 1/6 n'est pas indispensable. En utilisant les m6- 
thodes de l'analyse complexe, /-/. Delange peut d6montrer que pour tout a fix6, le 
coefficient uk ci-dessus v6rffie uk~ae~/k ~. 

L~MME 11. Soit n1<n~<...<nk les longueurs distinetes des cycles de a~S..  
La valeur moyenne de f ( a ) =  Z log ni vdrifie: 

l~_i<=k 

1 1 
M. =--~.~ ~ f(o-) = ~-]og2n+O(1) .  

�9 ~rES n 

D~MONSTRATION. Rappelons d 'abord le r6sultat classique: soit k, 1 ~_k<-n; 
1 e nombre de permutations de S. qui n'ont a u c u n  cycle de longueurj  est: 

[nlk] 
rl ] Z ( - -  1 )J / ( J  ! k i )  �9 

j = 0  

Lorsque k= l, c'est le problSme des chapeaux (cf. [3], p. lO). I1 s'ensuit que, le nombre 
d(n, k) de permutations qui ont au moins un cycle de longueur k v~rifie: 

n,( 
k 1 -  -< d (n, k) -< n !/k. 

On remarque ensuite que l'on a: 

1 M , = ~  Z ( I o g k ) d ( n , k ) =  ~ '  l ~  
l~_k~_n l~=k~=n k 

: / lOgXx dx+O(1) : 21---logen+O(1). 
1 

1 ere dtape. Avec la notation du lemme 11, on pose: 

F,(x) = Prob { f ( a ) - M ,  < x log ~/2 n}. 

Acsa Mathema$ica Hungarica ~t5, I985 
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On associe h la distribution de probabilit6s F, sa fonction caract6ristique, d6finie par 
l'int6grale de Stieltjes: 

~o.(t) = f eit':dF,,(x). 

On a, d'apr~s [5], p. 313: 

(4) 

avec 

et 

f - i t M ,  I 1 expD.(z ,  z) 9.(0 = e x p / ~ / "  Coefr. de z" dans 

z = t(log n) -a/2 

n 

D,(z, z) = z~ log {1 +(j '~- 1)(1-e-z ' /J)}.  
j = 2  

2 emr dtape. P. Erd6s et P. Turfin ont montr6 que pour t fix6, 

(5) lim q~, (t) = exp (-t~/6). 

En vue d'une estimation du terme d'erreur dans (5), nous supposerons que It[ -< _ 
<-fl ]/1--~ n, off fl est une constante assez petite. Les majorations qui suivent, y compris 
les <<O>> seront valides pour [tl<-fl l/1-O-~ et n>-_no, off no est une constante absolue. 

On 6crit comme clans [5]: 

D,(z, "c) = hl(z)+hz(z)+ha(z)+h,(z ) 
avec 

hl(~) = X i~ log j ~ log ~j ~j, 
~ = ~  j 2 j J 

�9 ~ 1 o r  J./ - h~(z) = "xlJ"_l-izl~ +5-  "z"  
j_---~ t J j j 

h~(z) = ,~ (f~-  1 ) (1 -e -=" -  z~O), 
j = 2  

h,(z) = ~; ~ (-1)'-~ O,~_ ,),(l _e_=,,)," 
j=2  r = 2  1" 

On a, par le lemme 9, avec la notation << : 

h=(z) << ~ [ztal~ j z J<< 
j=2 6j j== 6 (log n) a12 

Et, P. Erd6s et P. Tur in  donnent:  
t 2 ~ z j 

h4 ( z )  << c4 ~ 2 '  - a -  logn j=4 J 
et 

Itl ~ z~ 
h , ( z )  << c~ y 

r T 

Z j 
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On remarque que la condition: n>exp  (104t 2) est assur6e en choisissant f l<  10 -2. 
On peut done 6crire: 

(6) D.(z, z) = hi(z)+ ~ a}l)z "i 
j=2 

avec 
(7) [a~l)l~c m It[ ( 1 +  t~ " I 

10]/1]/~ [j2 jlogn)" 
3 ~me dtape. Compte tenu de (6), et en observant que les puissances de z d'exposant 

> n  n'interviennen t pas, (4) devient: 

q~.(t) = exp{ itM. I lo--~ n~" Coeff. de z" dans 

(8) 
avee 

1 exp i z , ~  l o g j  . z~, ~o log2j 
�9 z J - - ~  - i__~,~ j z exp ~a j l ) z  j . 

1--z j=2 J ~= ~ tj=~ , 

On utilise alors les lemmes 5 et 6, et avec la d6finition de la foncfion h dans le lemme 
8, on obtient: 

q ~ n ( t ) : e x p { ~ ] . C o e f f ,  dezndansh(z)exp Z aj2)z ~ 
t j=2 

la}~)[ <-- c(Z) j2 t/log n j log  z/.2 n J 
pour 2<-j<-n. 

4 eme dtape. On pose: 

(9) ~ e x p | X  ~ ~' z J / =  1 +  Xb}~)z j, 
/ tj=2 j2 Flogn ) i=~ 
[ . . d2)(ltl+tt31) 
[ a = a ( t , n ) =  ~ . 

(On impose h fl d'etre assez petit de fa~on ~t avoir a <- 1/3) 

exp a (t, n) = 1 + ~ b (2) Z J, 
j=2 

(1 + Z b~')zi)(1 + ~ b~2)zO = 1 + ~ bjz j. 
i=2 j=~ j = z  

On aura alors, pour 2<=j<--n, 
1a$3) I _<= bj. 

I1 reste ~t estimer bj. D'apr6s le lemme 7, on aura: 

b} ~) <- el/3a],-1 <= 2aft-1 
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et d'apr~s te lemme 10, en choisisant fl< 1/6c (~), 

2c(2) 1,1 b} 1) =< 
]/-~g n j2 " 

I1 s'ensuit que: 

bj -<= ~jh(~) ~-~ ~'Jt'(2) +. ~ 4c(~) _ _  
,=3 lolq-~r~ ( j -  r)'-"" 

On coupe la somme en deux, suivant que r<=j/2 ou non. On a: 

a 

Z - 0 @ " - 9  2~_,~=j/2 r2(J-  r) 1-~ 
et 

a 4 [Jl2l 
X r 2 ( j _ r ) l - .  <= j~ ~ ar~-I O(j-5ta) �9 

j ]2-<r~j--2  r=2  

On a donc, pour 2~j=<n: 
aS") = 0 f It] j -5 /a+aj - l+"}  

l, 1/log n 
d'oh l'on d6duit: 
(10) at 3) = 0 0  -2/3) (2 <-j <- n) 
et 

~=22 la~ a) ] = 0 [[ ~ ] t [  + exp {c (2) It] + [ t a q ~  j - -  1]). (11) 

5 ~ ~tape. Compte tenu de (9), et avec les notations du lemme 8, (8) devient: 

n--I [ -  i tM,, /  a}3> 
~~ = e x p / ~ f  (e. + ~ e,,-i+a~a)). 

j = 2  

Le mSme calcul que dans [1 O] donne, en tenant compte du lemme 8, de (1 O) et de (11): 

(12) 
2 !tl %,(,) = exp ( - - t 2 / 6 ) + ( c x p ( - t / 4 8 ) ) 0  { ~  +exp {c (2> It lq- ltsl/-11-)-, O(n-l/'). 

t/log n ) J 
6 c Otape. On pose: 

T x 
F(x) = 1 / ~  l" e-(3n).' 

Sa fonction caract6ristique vaut: 

= f dt~ dF(x)  = e -' ln 

et l'on a la formule (el'. [Fel], p. 538): 

{13) }F . (x ) -F(x )J  ~ _1 T G'(t)--q~(t) d tq  
�9 7~_ t roT 
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valable pour  tout  x rSel et tout  T > 0 .  On  choisit T = f i  l / logn  avec:fl  assez petit. 
Le m~me calcul que dans [10] permet  de ddduire des formules (12) et (13) que l 'on  
a, uniform6ment  en x :  

(14) F , ( x ) -  F (x )  = O(1/] / log n). 

La d6monstrat ion du th6or6me 2 d6coule alors de (14), puisque l 'on a :  

Prob [ S(a) - - (1 /2)  log 2 n A Fn(Y) 
t J 

a v e c  

y = x / 1 / 3 + ( ( 1 / 2 )  log ~ n - M , ) / l o g  3/~ n --- x / ~ ' f f + O  (log -3/2 n) 

par  le lemme 11. 
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