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NOMBRES 2- HAUTEMENT COMPOSES

Par Gérard BESSI et Jean-Louis NICOLAS

REsuME, — Ramanujan a défini et étudié les nombres hautement composés. Un tel nombre a strictement
plus de diviseurs que les entiers qui lui sont inférieurs. Nous étudions ici une restriction de cette définition
a l’ensemble .43 des nombres qui n’ont pas de facteurs premiers autres que 2 et 3. Soit d(») le nombre
de divisewrs de »; on dit que » est 2-hautement composé (2-h.c) si ne Ay et si Me#, et
m < n=d(m < d{n.

Si N = 27 3% est 2-h. ¢., on indique comment sont faits tous les nombres 2-h. ¢. compris entre N et 3 N
et on évalue leur quantité 4 2 unités prés. On ea déduit des estimations sur Q (X) = Card { n=X, 7 2-h. ¢. }
en particulier : Q (X) z ¢ (log X)*/3,

Les méthodes et les résultats font intervenir le développement en fraction continue de (log 2 / log 3) et
résolvent e probléme d’optimisation en nombres entiers x et y :

xlog2+ylog3 s C
max{x+1)(y+1).

On peut généraliser sans difficulté, si 'on remplace log 2 et log 3 par deux réels positifs quelconques.,

Introduction

On dit qu’un nombre entier # est hautement composé (cf. [8]), si tout nombre plus petit
que # a moins de diviseurs que . Si ’on désigne par d (1) le nombre de diviseurs de # et
si la décomposition en facteurs premiers de nest :n = [[pfona :d(@m =[] (o+1)

i i
ct la définition devient ; s est hautement composé si et senlement si m < » entraine
d(m) < d@).
On restreint maintenant la définition des nombres hautement composés a
Ny ={neN; n=2°3% geN, beN}.

La définition devient : n est 2-hautement composé (2-h. ¢} si ne A", et si pour tout
meA, avec m < n, on a : d{m) < d(n).
Considérons pour a donné : max  d (). Soit »* le plus petit entier ol ce maximum

RSk, neEA 2

est atteint. On voit que »* est 2-h. ¢. Rechercher ce maximum revient a résoudre Ie probléme
d’optimisation en nombres entiers (¢f. [6]) :

xlog2+ylog3 = C=loga
max (x+ D (y+1).
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308 G. BESSI ET J.-L. NICOLAS

Tous les résultats que nous obtenons s’adaptent presque immédiatement pour résoudre
le probléme d’optimisation, pour o et B réels :

ax+Py=C; x=0,y=0, xetyentiers,
max xy,

et fournissent un algorithme de calcul de la solution. Probablement, les méthodes que nous
utilisons peuvent s’adapter 3 des classes beaucoup plus larges de problémes d’optimisation
en nombres entiers & deux variables. Le passage A trois variables ou plus sera délicat.
En effet, nous utiliserons essentiellement les approximations rationnelles d’un nombre réel,
et la théorie des fractions continues nous donne pour cela des résultats précis. L’algorithme
de Jacobi-Perron, qui généralise ’algorithme des fractions continues, est moins satisfaisant.

De méme que Ramanujan [8] a introduit les nombres hautement composés supérieurs
on peut définir les nombres 2-haufement composés supérieurs (2-h. c. 5.) par (¢f. [1]) :

N2—h.c.s. & NeJ, et: dg>0 tel que YMed,,

aMy _dN)
M TN

Pour M < N,ona:

d(M)<(M) d(N).

Ainsi tout nombre 2-h. c. s. est 2-h. c. On peut montrer également que (cf. [I]) le nombre
N = 2% 3% est 2-h. c. s. si et seulement si

o 1 i<ax< L avec 0=82 _q631.

(A+1b°—1 T T (+1b+D)P -1 log3

Dans [1] pour étudier Q (X) = card {# 2-h. ¢.; » £ X }, nous étions amenés a étudier
€(N) =card {n2-h. c.; N<n <3N} dans le cas oit N est 2-h. ¢. 5. Le but de cet
article sera de calculer % (N} lorsque N est 2-h. c.

La premiére remarque est d’écrire les éléments de .47, compris entre N = 2°3% et 3 N
sous la forme : . .

Mi - 2a+l3b—h(l).

L’écriture est unique, et N < M; < 3 N donne : £ (i) = [ 8] avec [x] = partie entiére
de x.

Nous nous proposons de démontrer les théorémes snivants :

THEOR]‘EME 1. — Soit N = 2% 3% un nombre 2-hautement composé. Il existe deux entiers
= 0et i, = 0 tels que tous les nombres n 2-hautement composés vérifiant N = n < 3N

sozenr de la forme = M. = 29+ 3518
i a

avec —i} < i £ iy. Ces nombres sont classés suivant les valeurs de {i 0} = i 6—[i0].
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NOMBRES 2-HAUTEMENT COMPOSES 309

Définition de la fonction . — Soit p,/q, le k-iéme convergent dans le développement en
fraction continue de 8 = (log 2)/log 3. Les valeurs de p,/q,, pour £k =0, 1, ... sont :

e S R T et

3 3 ? Ll

0 1 1 2 5 12 41 53 306 665 15601
17 27 37 8" 197 657 84 485 1054 24727

Pour x réel, x > 1, on définit ¢, tel que g, = x < ¢+ puis

X—g—
r=[__%c_1] et g =rgpt+gdy—1.
3

On pose alors :

0(x)=0g,9(2x—g—q)-

La fonction ¢ est linéaire par morceau, croissante, continue et convexe. Elle admet une

fonction réciproque notée ¢~ 1.

THEOREME 2. — Soit N = 2°3% un nombre 2-hautement composé, vérifiant a Z 345.
On pose x, = ¢ ' (a+1). Soit € (N) = iy +iy+1 le nombre de nombres n 2-hautement
composés, vérifiant N S n <3 N. Ong

X,—2 S FMN) < x,+2.

De plus, on sait calenler 4 une unité prés les nombres i, et i, et le théoréme 1 permet
ainsi de décrire 'ensemble des nombres 2-hautement composés.

L’idée de la démonstration du théoréme 1 est simple : si n n’est pas 2-h. c., il existe
m < n, med, tel que d(m) = d(n). On dit alors que m barre n. On remarque encore,
que si n n’est pas 2-h. c. il est barré par le nombre 2-h. ¢. qui le précéde. Il suffit alors de
constater que si M; (avec i = 0) n’est pas 2-h. c., alors M;,, n’est pas non plus 2-h. c.

Dans la démonstration du théoréme 2, on suppose le probléme résolu, c’est-a-dire
qu’on suppose i, et i, connus. On obtient alors 4 inépalités fondamentales (prop. 3),
en éerivant que My, . ¢ est barré par le nombre 2-h. ¢. qui le précéde, tandis que M; n’est
pas barré; et de méme pour M_;. _; et M_;;. Le caleul du nombre 2-h. ¢. qui précéde
M;,+1 Tepose sur le rangement des nombres réels {i6 } pour —iy < i < i, rangement
qui est donné par un bean résultat de caleul modulo 1 (prop. 2). II reste alors 4 manipuler
les 4 inégalités, le plus délicat étant lorsque x, voisine les ruptures de pente de la fonction ¢.

Pour finir (prop. 6) on déduit du théoréme 2 une estimation de
QX)=card {n £ X, n—2-h. ¢. }.

Nous avons plaisir 2 remercier M. Giry du Centre de Calcul de ["Unjversité de Limoges
qui a dressé, en utilisant leur définition, une table des nombres 2-h. c. inférieurs 2 10%°
Cette table nous a permis de conjecturer, de démontrer, puis de vérifier nos résultats qui
en retour donnent un algorithme de calcul des nombres 2-h. c.
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310 G. BESSI ET J.-L. NICOLAS

1. Répartition medulo 1
On note pour x réel :
. [ x ] = partic entiére de x,
{ x } = partie fractionnaire de x,

l|x]| = min|x~n|=min({x}, 1—{x}),
neZ
= distance 4 1'entier le plus proche.

Soit 6 un nombre irrationnel positif. On écrit son développement en fraction continue.
8 = (4, @4, @, - ..), en suivant les notations de Hardy et Wright ([2], chap. 10) ou de
Lang {[4]). Soit p,/q; les convergents principaux. On sait que I'on a

Gr+1 = Og+1 Tt Gr—1 et Pre+1 = Qa1 Dt Pie—1-

Les convergents intermédiaires sont :

g = r——————pk-l_pk_l avec 1 § F<dgyq-
g Pt i '
ProposITION 1. — Soit meN, m = 1, et 0 un nombre irrationnel. On pose
min {nB}={g0} et max {n0}={q'0}.
1€nSm 15nsm

Soit k défini par g, S m < g1 Lorsque k est pair on a
Mm—g,_
g=q, et ¢ =rg+g_q avec r= [—ﬂ]
v
Lorsque k est impair, on a

g =rgy+di—1 et q =gq, avec r=[m:|'
Gr

DEFNITION, — On posera : g = g(m) = p. g d. p. (m) (plus grand dénominateur de
convergent d'indice pair) et q¢" = g’ (m) = p. g. 4. i. () (plus grand dénominateur d’indice
impair).

Les p. g. d. p. successifs de & = (log 2)/log 3 sont :
1, 2, 5, 8, 27, 46, 65, 149, 233, 317, 401, 485, 1 539, etc.

Les p. g. d. i. successifs de 6 sont :
1, 3, 11, 19, 84, 569, 1054, etc.
(On a souligné les dénominateurs de convergents principaux.)
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NOMBRES 2-HAUTEMENT COMPOSES 31t

La démounstration de la proposition 1 se trouve dans : Slater ([9]), Lang ([4], Meijer
et Tijdeman ([10]); ainsi que la démonstration des formules suivantes, qui nous serviront
par la suite :

Soit

q=p.g.d p(m) et q = p._.g.:d._i (m).

Les numérateurs associés sont :

p=q0—[|0q| et  p =g 08+||6¢|

On a alors :
@ apr'—pq = 1]
" Ioall , loalh _ 1
q q a4
@ loall={ea}< & floq|j=1-(oq}<,
3 q+q' Zm+1,
Pour l En<mona
(6) [0@—g)]=[0n]-p ot [8(g~m]=p+[—-nb]
PROPOSITION 2. — On range les nombres {n 0} pour n' < n = n’ en une suite :

{ni0}, .. {m8}, .. {8}

Onpose gq=p.g. d p. 0"~n) et ¢ = p. g. d. i. (n"—n"). Les différences n;.,—n, ne
prennent que 3 valeurs ;

(D ney~m=gq,

@ apy—m= —¢',

(3) #y41-1; = g—9q".

La démonstration de la proposition 2 se trouve dans Slater ([9]) qui donne un historique
compiet du sujet.

On peut voir facilement qu’il ¥ a un ordre de priorité entre les 3 valeurs : la troisidme
n’est jamais prioritaire; I"un des deux dénominateurs g et g’ est principal, et celui qui est
principal est prioritaire. Etant donné »,, parmi les 3 valeurs possibles pour #,,,, il faut
choisir celle qui est comprise entre »’ ¢t n” avec le meilleure ordre de priorité.

Exemple.

= 195;_2 : n' =-—14, n” =23; n'—n' =39,

log3 ’

d’olt ¢ = 27; ¢’ = 19 (principal). Les nombres {n6 } sont rangés suivant la suite :
n,=0,8 —11, 16, —3, 24, 5, —14, 13, etc.
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312 G. BESSI ET J.-L. NICOLAS

DEFINITION de ¢. — Soit x réel = 1, on définit :
g=p.gdp(x]) e g =pedi(x]

et 9(x) =099 2x —g —¢).
Compte tenu de la proposition 1, on retrouve la définition donnée dans I’introduction.

2. Démonstration du théoréme 1

DfrmNITION. — On dit gue # barre », si 'on a
m<n et d(m) = d(n).

LemMme 1. — Les 4 propriéiés suivantes sont équivalentes ©
() n #'est pus 2-h. e.;

(ii) il existe un nombre m qui barre n;

(i) i existe un nombre 2-h. c. qui barre n;

(iv) le plus grand nombre 2-h. c. qui précéde n, barre n.

Démonstration. — La définition des nombres 2-h. ¢. montre : (i) < (i), Montrons
maintenant (ii) = (iii). On a : m barre n. Si nous supposons que m n’est pas 2-h. c. alors
il existe my < m et d(my) = d(m) = d(n), donc si I'on suppose qu’il n’existe pas de
nombres 2-h. c. qui barre 1 on pourrait construire dans N une suite strictement décroissante
infinie, ce qui est impossible.

On démontre (iii) = (iv), en remarquant que si 7 cst un nombre 2-h. c. qui barre #,
tout nombre 2-h. c. ', vérifiant m < m’ < n barre a fortiori n.

Enfin, on a de fagon évidente iv = ii.

Soit N = 273" un nombre 2-h. ¢. donné. On a vu que les éléments n e 4", vérifiant
N £ n < 3N s’écrivaient de facon unique sous la forme

M, = 201307k D = pi3~hON  avec h()=[i0] et =:&g-§.
og

LemMME 2 (lemnme de barrage). — On a
M, barre M, = (j—i) (b+D—{(a+D) () - @) ZjR(j) —ih{)M; < M; et M
ne barre pas M; = (j —i) (b+1) —(a+1(h(j) ~h (@) <jh(j) —ih{i).

Démonstration. — M, barre M, entraine que d(M,) = d (M), donc
(@+j+D)G-E(H+1) z(a+i+D(b—-h@D+1),

ce qui donne

G-+ D)—(a+DHRG—R@) 2 jr() =ik ),
M, ne barre pas M, et M; < M, entraine : d (M;) < d{(M,) soit :
=D+~ @+ B —hD) <jh(D—ik(Q).
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LevME 3.
Si i>0, M, barre M; = j<i,
Si i<, M; barre M; = j>i.
Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, si M; barre M;, on a
0 (= +D)—(a+D)(EGO-hD) Z jh()—ih (D).

D’autre part, si M; barre M,, on a aussi : M; < M; soit :

3THIN < 2P37HOIN,
¢’est-3-dire
2 OTRIN <N,

Comme N est 2-h. c. cela entraine

d(z.i"i3h(i)—h(j)N) < d(N),
ce qui donne :

® G=D@+D)—(@+HEGH-hE) < (-DGRGO~h6).

Les inégalités (7) et (8) donnent :

Jh(D) =ik (@) < (j~DR()—-h(D),
ir(N+jr(D) < 2ik (D),

et dong :

Si i fixé et i > 0, on peut regarder le membre de gauche comme une fonction croissante
en j et 'inégalité entraine que j < i.

Siifixéeti < 0, on peut regarder le membre de droite comme une fonction décroissante
en j et I'inégalité entraine que j > i.

LemME 4.
Si i>0, M; barré = M,,, barré,
Si i<, M; barré = M;_, barré.
Démonstration. — Premier cas, i > 0. Si M, est barré, ce qui veut dire qu’il n’est pas

2-h. ¢, il est barré par un nombre », vérifiant 2° 3% < n < M; (lemme 1, iv). On peut donc
écrire n = M;. Nous avons

d(Mjsq) = d(M)— G+ D—h(@D)(@+i+1)+b+1—h(i+1).

atj+1ab—h{j +h (B —h({i+1)
MJ' —2 3 ) g N

et I’'on a

d(M,) = dMp—(h(i+D)-khD)(a+j+1)+b—h(D+1+hE)—h{+1).
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Or, d’aprés le lemme 3, on a : j<iet h(j) < h(i) Comme d(My) = d(M,) on
déduit d (M) = d (M.

D’auire part :

~

M,y q =M, 2773070 - ﬁjgi > M;

J?
F

et M; barre M, .
Deuxiéme cas, { < 0. La démonstration est identique en prenant
~r _ Aatj—1ab—h(N+H D=k G+1)]
M =207/7 0 AT TR A
Démonstration du théoréme 1. — On définit i, comme le plus petit entier (vérifiant
k(i) = b) tel que M, soit 2-h. c. et M 4 nie Ie soit pas. On a iy = 0. On définjt de méme

i comme le plus petit entier (vérifiant iy < a) tel que M_;; soit 2-h. c. et M_;, -, ne le
soit pas. On a i§ = 0. L’ensemble des nombres 2-h. ¢. compris entre N et 3 N est d’aprés

le lemme 4, Pensemble des M; avec —iy =i = To-

Maintenant, de la relation : N < M; < 3 Netde M; =237 N, on déduit la relation :
M.
log=— = (log3){ib},
g = (log3) {16}

qui montre que les M, sont rangés comme {i0 }.

3. Démonstration du théoréme 2
PROPOSITION 3. — Soit N = 2% 3" yn nombre 2-h. c. Soit iy et 1§ fournis par le théoréme 1,
On pose (¢f. prop. 1) :
g=p.gdp(yg+igc+t) et g =pgdi(is+iz+1)

et p et p’ les numérateurs associés. On a alors :

A iopt+alio8] <(b+DHa—(a+1)p+pa,

(A" iop'—4'[ —ip8] <(a+1)p'—(b+1g' +p'¢,

{B) (+1)g—(a+Dp+pg <o+ p+q[(+D8],
(B) (a+1)p —(b+Dg'+p d <@+ p'—g'[ -(o+10]

et les inégulités (A) et (A’) sont encore valables pour q=p. g d. p. (ig+ig) et
g =p. g d i (+iy). :
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Démonstration. — On écrit que M, qui est 2-h. c. n'est barré par aucun nombre et
en particulier par M; _,. Le lemme de barrage (lemme 2) donne :

—q(b+D)~(@+D([(lo—9)8T~[i08] < (o=@ (o~ 8] —io [ 1o6].
Pour i, = 1, la formule (6) donne, puisque 7, < iy +ij+1
[Go—a)8]=[i0]-p,
et on obtient (A).
Pour iy = 0, (A) se prouve en écrivant que N, qui est 2-h. c. n’est pas barré par 27937 N,
Il reste & étudier la possibilité que M, _, = 297 f~2 35 (=2 9 e 544t pas un nombre

entier. Comme M_;; est un nombre entier, cela entraine g = i,4ij+1 et a = #,. Dans
ce cas, (A) se réduit 2

(@—a—Dp+qli, 0] <(b+1)g—(a+1)p+pg,

c’est-a-dire [i, 6] < (b+1), ce qui est vrai puisque M, est un nombre entier.

L’inégalité (A’) se démontre de la méme maniére en écrivant que M_;, qui est 2-h. c,
n’est pas barré par M,._; .

L’inégalit¢ (B) s’obtient en écrivant que M, ., n’est pas 2-h, c. donc il est barré par le
nombre 2-h. c. qui le précéde (lemme 1). Si I'on range les nombres M, pour
—~ig =1 £ ig+1, ces nombres sont rangés comme {i ) }, et le prédécesseur de M;, ,,
est (par ia proposition 2) M, ;{_,. Le lemme de barrage donne alors :

—q(b+D—~(a+)([Go+1-9)8]

Mais, par la formule (6), puisque 1 < /,+1 < ¢, on a

[Go+1-@)8] =[(,+1)8]-p,
et I’on obtient (B).
On constate que la formule (B) est encore vérifiée méme si M;,+, n’est pas un nombre
entier, c’est-a-dire si [(,+1) 6] > b.
Enfin, on démonire (B') en écrivant que M_; _, est barré par My i~1-

MINORATION DE % (N). — Soit N = 2° 3’ un nombre 2-h. ¢.; on pose & (N) = iy +i] +1
le nombre de nombres 2-h. c. appartenant a lintervalle [N, 3 N[. On définit

g=p.gd.p.(ip+io+1) et g =p.gdii,tiz+l).

La proposition (3) s’applique; en multipliant (B) par ¢’ et (B’) par g, et en ajoutant,
il vient :

9 (e+D(pg-pg)
+4q' (p+p) <(o+Dpd' +(o+Dp g+qq ([ie+ 18 ]-[ =G+ 1O,
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Compte tenu de : p' g —p g’ = 1 [formule @],
de
p=g0—|[q8], de p'=q'0+]|q' 8| etde [x]=x—{x},

(9) devient :
(a+1) <0gq (Qipg+2ip+4—q—q) (it 1)+4q 1o g’ ||(io+ic+2+4qq R,

avec

R={—(+1)8} — {Go+ DO} +||0g(|—[[0g"]|
On majore R de la fagon suivante : par définition dup. g dp,ona

[eq]i= {Go+10},
d’on 1’on tire :
{—(h+1)0}=1—{(ip+1)0} = 1-||0g]l.

et
R 16|}

On sait aussi que
igtip+2 < g+¢', [ formule(5)].
On a donc :

(a+1) < Baq' Qig+2ip+4—g—a)+4]|04 ||(g+a)+aq'(1~]|084 |])

et comme g || 8 ¢’ || < 1, on obtient :
(10) a+1l<0gq (2ip+2ip+4—q—q)+q+aq.

D’autre part, @ (@ (N)) =04g¢ Qig+2i3+2 —¢ —g") et par la convexité de ¢,
0@ MN)+u) Z @ (EN)+20 g9  u.
1.’inégalité (10) implique done :

ey (a+1) < 9@EMN)+D+2g4 <9 (EMN)+2,6).
Comme la fonction @ est croissante, on obtient :
F(N) > x,—2,6.

Pour a = 345 > ¢ (12,6), on a donc % (N) > 10; soit ¥ (N} = 11 d’oh ¢" = 11 et
’ ’ 1 12 ’
99’ +4 =494 1+? <4qq 1—1—50,87(29%)-

D’cl I’on a, pour a = 345,

G > x,— 1,87 > x,— 2.
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MAJORATION DE % (N). — La majoration est un peu plus délicate & cause de la
convexité de ¢. Il fant étudier soigneusement ce qui se passe au voisinage des abscisses
de changement de pente de ..

Nous supposons @ = 345 de sorte que % (N) = 11. On remarque d’abord que tout entier
assez grand, et en particulier % (N) peut s’écrire en fonction des dénomimateurs de conver-
gents principaux de 0, sous la forme :

(12) EMN)=(r+1)g,+g,-11k avec r=0, m=0, 0<k=gq,—-1

Nous allons distinguer 3 cas : le cas général, 2 £ k&, puis £ = 1 et enfin & = 0. Nous
supposerons pour simplifier que m est pair, de sorte que ’on a

g=p.£d.p.(¥(N)) = q,,,

et
q’ =P & d.i. (%(N)) = (r+1)qm+Qm—1 .

(1) £ = 2. Le calcul est du méme type que pour la minoration. Op multiplie (A) par
g, (A') par ¢ et on ajoute, il vient :

iopg' +iop' q+aq ([i,0]-[ —ia0]) <(a+1)(p'ga—pg)+4qq (p+p),

et ensuite :

(13) Bgq’ Qig+2ip—g—q)}+ig—q'||0q|| (o +it)+ag’ R <a+1,
avec

(14) R={-ip6} - {50} +||0q][-[[0q[|

Si iy # 0 (et pour i, = 0, de fagon évidente) on a par la définition du p. g d. i. :

{100} =1-|[04']},
ce qui assure :
—1+[j0g|| <R.
On en déduit :
8gq' (2ig+2i5~q~q)—4']|04||(g+q)+qq' (—~1+||8g|) <a+1,
et comme ¢’ ||0¢|| < 1 [formule (4)], on a
Bgq’ Qig+2in—aq—¢)—q —qgg’ < a+1.

Maintena.nt,
PEMN)-1)=0gq9 2iy+2iy—q—4),

et comme k = 2,
PEN)-2) =0@F(N)—-1)—-2047",
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et @ est linéaire entre % (N) —2 et € (N). Lorsque a = 345, ¢ (N) 2 11 d’oli g = S et

r ? I 1 9 r i
q'+aq =4qq (1+§)§§qq =£09(284q"),
d’ot :
F(N) <x,+1,9.

(2) k = 1. Le calcul est identique, jusqu’au calcul de R (14) que 1’on peut ici minorer
plus finement :

Comme on a
EMNy=¢' +1=ip+ig+1, dou g =iptio,

il vient :
(15) {50} + {i,0} =1—|[04"[|,

et
R=1-{i8} - {io0} +|[0g|[-][0q'] > 0al]

(13) devient alors :
o(F(N)—1—q*||0g{+qq'||8g]| <a+1,

et comme ¢’ ||6 ¢ || < 1 [formule (4)],
(16) PEM)-D—(g'~g) <a+l.

Pour O<u<l1, @ MN) ~1 ~u) =0 (FN) —-1) -204g(q —g)u ce qui entraine
pour g = 8 : i
EN) <x,+1+-— <x,+L1.
,(j 166

Dans le cas ol la formule (12) don.erait une valeur impaire de m, (15) deviendrait :
{16} + {10} =1+]0ql,

et (16) deviendrait :
EMN)~D—(g' tg9) <a+i,

ce qui assure encore : % (N) < x,+1,9.

(3) k = 0. On a maintenant
F(N)=¢q', soit iy+ip=g—1.

La proposition 3 dit que (A") est encore valable si I’on remplace ¢’ par p. g. d. i. (i, +ig)
qui vaut ici (g’ —q) et p’ sera remplacé par p’ —p. En faisant ce remplacement jusqu’a (13),
on obtient :

a7 00(q —a) 2o +2iy—q— (@' — D)+
—(@'—p|9a]|Go+ip)+a(d - DR <a+1,
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avec :
R={-i30} —{i8} +|[6q]l-|/0(a -]
Comme (¢ —¢) = p. g. d. i. {i;+i;) on minore R comme en (14) :
—1+[|6g]l <R.

Maintenant, comme ¢ = 2, pour 0 < u < 1,

PEMN)—1-u)=0q(q -9 QRis+2ip—gq)~2ubq (g’ —q),
et (17) donne

PEMN)-D—(g' -9 ||8g([¢' +q(g' - (—1+]|0q[) <a+1,
PEMN)-D—(¢'~9)—q(d'—9) <a+1.
Le membre de gauche s’écrit ¢ (¢ (N) —1 —u) avec

u=i(q "Q)(Q'l'l):_"]-_ q+1§i<0’9 pour q;&
20 g(g'—q 28 ¢ 160

Et ’on obtient encore :

FN) < x,+19.

319

Dans le cas ol fa formule (12) donnerait une valeur impaire de m, ce qui se produirait

pour ¥ (N) = 27, on aurait un calcul similaire.

4. Calenl de 7, et i;

PROPOSITION 4. — Soit N = 2° 3® un nombre 2-h. c. tel que a = 345. Soit iy et i, fournis

par le théoréme 1. On pose (cf. prop. 1) :
qg=p.g.d.p.(ip+isg+1),
et

g =p.gdi(ip+ig+1),
§=b+1—(a+ 1),

et p et p' les numérateurs associés. On a alors :

(18) 2io=(a+1)w|-|gi” +q+g+7 avee |v| <2,
q .

(19 2(ip+1) =(a+1)_”g_q’|l +q’—g +7"  avec |y'|<2.
q
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Démonstration. — En divisant, dans la proposition 3, (A) et (B) par ¢, on obtient :
P ‘ P NN TR
iof +[10] < (b+i-(a+1)=+p<(ig+1D= +[ (o + 18]
q q q
En écrivant : p = g0 —[| 8 ¢ ||, le terme central devient :
]
(b+1)—(a+1)9+(a+1)ﬂ——q—” +q0-||04]|.
q
Le majorant devient :
Got D2 +[ (o +1)0]
q .
=26+ 10— DNl e 20y <26,+n0-]|0g]
q

en tenant compte de : |[0¢]|| = {Go+1 O} |
Le minorant devient :

ioy +[i09] > i, 0~ i"_”e_qﬂ +i0—1 _2_2i09—29,
q q

en tenant compte de

io]| 04 ca+4 <9y,
q qq'
pour {@+1) = 345.
Tout cela démontre la relation (18). La relation (19) se démontre de méme.

PROPOSITION 5. — Soit N = 2% 3% un nombre 2-h. c. avec a = 345. Soit x, défini par
(a+1) = o (x,). Soit

Q=pgdp(x] e Q= pg d.i.([x, ]

On a alors :
. Q| 5
2ig=(a+1 II—-~-—+ + -+ avec |[v| <2,
o= (a+DIESRHQt gy vl
. 6Q'|| 3 '
2+ D =(a+1 —”—-H+ — 4y avec < 2.
(ot =(a+ DL +Q — by 17
Démonstration. — Compte tenu du théordme 1, on aura trés fréquemment Q =g

et Q = ¢’ et la proposition 4 donne alors le résultat. Il reste a envisager le cas ol x,
g’écrit :
X, =(F+Dgu+qm_y+n avec reN et [n] <2
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On supposera m pair; pour s impair, on aurait une démonstration analogne. On aura
alors Q = g = gq,.
Supposons que ’on ait

20) iytHig+ti=%F (WN) <x,.
D’aprés la définition de Q et Q', on a
a+tls= (P(xn) = BQQ,(ZJC“““Q—‘Q'),

et compte tenu de :
[oQfl [ 10QN _ L (gormute3),
Q Q QQ

on en déduit :

lleQ]| 18l o -
(a+1) 50 +Q+(a+I)TQT—~+Q 2x,,

et cela nous donne la majoration :

s . 9 9
2(10+1) <2xa'—210 < 2xa—‘(a+1) ﬂ-e—%ﬂ _Q— 6 +2

el sq-

Pour la minoration, si ¢’ # Q’, on a : ¢’ = Q' —g, et d’autre part :

r

04! + 8| =_1_', { formule(3) }.
q q a9

Cela nous donne, compte tenu de ¢ (x,) = 09Q 2x, ~Q —¢g) :

@821 ”9Qll +0 = @eplleall q]!+Q+¢(Q)’ 0C)
g Qq

La fonction ¢ est croissante, et Q' < x, donc :

2(i3+1)>(a+1)w+q' Z 2>(a+1)” ”
q

Ce qui achéve la démonstration dans I’hypothése (20).
Pour i, +ig+1 > x,, on procéderait de méme.

APPLICATIONS NUMERIQUES. — Soit @ = 11000, 5 = 6940, N = 2°3% est 2-h. ¢. s.
par (1). On calcule x, : 39,98, d’ou, sans ambiguité,

Q =q =27, p =17,
Q' =¢'=19, p =12
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La proposition 4 donne alors :
2i, =49,89+17, soit ip =24 ou 25,
2(ip+1) = 30,08+7", soit ig = 14 ou 15.

On précise alors la valeur de i, et i, par la proposition 3.

On a
(b+1)g—(a+1)p+pg =849,
et
25p+q[256] =830 <849, donc ip=25 par(A)et(B)
De méme
(a+D)p —(b+1Dg' +p g =361,
et

15p'—¢'[ ~156] = 370 > 361 donc iy =14,

On a alors, suivant la proposition 2, 1a table des nombres 2-h. c. & partir de N :
(a, b) = (11000, 6940); (11008, 6935); (10989, 6947);
(11016, 6930); (10997, 6942); etc.

Remargue. — Pour les petites valeurs de a (¢ < 345) on peut dresser la table des nombres
2-h. ¢. par la programmation « sandwich » par exemple (¢f. [6]).

5. Estimation de Q (X)

PROPOSITION 6. — Soit Q(X) le nombre de nombres 2-h. ¢. = X. On a

@ Q(X) 2 clog X)*?,
(i) liminf 28 QE) _ 4
loglogX 3
(i) . limsup 282X _ 1 L
loglogX 2141
ol
I=1im sup%l .
k log g,
Démonstration. — Nous allons d’abord encadrer la fonction @ :
LemMME 5. — On a
(21) ¢(x) =0qq 2x—g—g) 2 0x%,
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el pour
2gp+gp—1 E X < 2G4 1T o
on a
9 2
(22) (P(x)éithx .

Démonstration du lemme. — La majoration (21) est évidente, compte tenu de
g=p. g d p ([x]), de ¢’ =p. g. d. i. ({x]) et de (5).

Pour la minoration, considérons deux cas :

Premier cas, 2 gy +q,—1 & x < @41 +q,. On écrit alors :

x=(+E)q,+qr.., avec rentieret0=E < 1.
On a alors :
P(x)=0g,(x—-Eg)2x—q—(x—Eq)) 2 0 (x—q)x,

et comme

L

S, | 3
x x

B |

on obtient (22).

Deuxi¢me cas, gy +9 £ X < 2 g4 +4,. On écrit alors :

Xx={1+E)qpsi+ay avec 0SE&<i,

et
@x)=0g:1 (Ts1 TR X~ Qi1 — G 1 —q0)

et comme x = (2+E) gyiq €t X £ (1 +8) (g4 +a0), 0N 2

142¢ 0,

2
e(x)=0x qkmxix P

Pour étudier Q (X) nous allons utiliser les nombres 2-h. c. s. ¢’est-a-dire les nombres
27 3% vérifiant la formule (1). Les premiers nombres 2-h. c. s. sont : 2, 2.3, 22.3, 2%.3,
23,37, 2%.32, 25 32, 26,32, 25,33, etc.

Pour chaque valeur de b, on choisit un nombre N,, 2-h. c. s. de la forme 2% 3% Il est
clair que ia suite N, vérifie N4 ; = 3 N;. La formule (1) entraine que pour N assez grand,
a=b/0+0 (1). Et le théoréme 1 dit qu’entre N, et 3N, il y a ¥ (N,) nombres 2-h. c.
avec | € (Ny) —¢~ ' (a+1)| < 2. Pour b 2 by, on aura donc :

—22 b,

ey 2 @D
- 4]
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en majorant ¢ (x) par (21). On aura ensvite pour by > by :

QWN,)-0MN)E Y bz J M B

boZbEby—1 o—1
Quand X — o0, soit N,, immédiaternent inférieur 2 X, on a

N logX

by
2iog3

et on en déduit Q (X) = ¢ (log X)*® ce qui démontre (i).

Désignons maintenant par N; = 2% 3% Ia suite de tous les nombres 2-h. ¢. s. Le nombre
des N; < X est O (log X). Remarquons maintenant que si 0 est de type constant (c’est-a-
dire si les coefficients a; de son développement en fraction continue sont majorés), on a
Ger1 = O (qy) et (22) et (23) entrainent ¢ (x) = ¢ x* pour une valeur de ¢ > 0. On a encore
¢ (x) = ¢x® si I'on choisit x tel que 2 g, +¢-; £ x < 3 g, +4g;..,- Pour un tel x on
considére un nombre 2-h. c. s. X = 2°3%, avec a+1 = ¢ (x), on a alors :

QX Y #MY= 3 (07 a+D+2),
N:=X Ni=X
(23) QX) £ Card {N, 2 X} (o~ (a+1)+2).

On obtient alors Q (X) = O (log X)** ce qui avec (i) donne (ii).
Montrons maintenant (iii). Soit
I = lim sup 8%kt
log g,

On a dong pour toutk, g4, < ¢, {(g,)"** et cela entraine, par (22) ¢ (x) = ¢ x?+1/1#9),

L’inégalité (23) donne alors :
Q (X) — ang X)l +1/{2 +[1f(l+s)]].

Réciproquement soit une sous-suite de valeurs de k telle que log g, - ,/log g, soit voisin
de /. Pour g;,.4/2 < x < g4, 0n 2

quxz < @(x) < 0g,x>

On considére alors Ja famille N, = 2 3% de nombres 2-h. c. s. ayant servi 4 la minoration
de Q (X), pour les valeurs de b vérifiant :

1 1
(4 +3)qkqf+1 <b <(§ —E)QRQI%+1'

Par la formule (i), on a

1 1 1
q’(i‘hﬁi) <(1 +3)9€1k‘1§+1 <ayt+l< (2 "3)9 Grdors < O (@xs 1)
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d’oh il vient :

1 _
iQk+1 <X, =0 "(ap+1) < Gye1s

¢t par le théoréme 2 :

i
F(Ny) > 59k+1—2-
En posant X = exp (g; g7, ), on a alors :

1 1
Q(X)g(ifhﬂ‘"z)(z} “ZE)QkQLD

logQ(X) 1+_l_
loglogX — 21+1

ce qui entraine

lim sup

Remarque. — Les résultats de Baker et Feldman (¢f. [5], p. 117} montrent qu’on peut
majorer / de facon effective mais par un majorant assez grand.

TABLES NUMZERIQUES

x o ) x o (X Q Q
2 1,26 11 166,57 8 11
3 3,79 19 1054,91 8 19
4 11,36 27 2 589,34 27 19
5 18,93 46 14 888,68 46 19
6 37,86 65 35843,12 65 19
7 56,73 84 65 452,65 65 84
8 75,71 149 513 286,59 149 84
9 106,00 233 1 839 935,01 233 84
10 136,28 317 3914 492,61 317 84
— - 401 6 736 959,39 401 84
- — 485 10 307 335,34 485 84
— - 569 14 645 620,47 485 569

Pour x = 11, la table n’indique que les valeurs de x ol la fonction ¢ change de pente.
Les colonnes Q et Q' indiquent respectivement p. g. d. p. (x) et p. g d. &. (x)

Exemple.
x=40; Q=27; Q' =19,

@ (x) = 0.27.19(2.40—27—19)

=2589,34+ 5(14 888,68 —2589,34) = 11 004,68.
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