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Risumi. ~ Soit F{r) = max, (Ty| ., y2<asr 1). Les grandes valeurs de la fonction F
sont obtenues pour les nombres # F-hautement abondants (i. e. m < n=> F(m) < F ().
Soit d (r) = E;;,, 1. On démoatre que, pour un nombre » F-hautement abondant, on a

d(n) d(n)

[ — LS U £} - S RS,
J]ognloglogn Jlogniloglogn

La minoration est obtenue A l’aide du théoréme central limite des probabilités, la
majoration par des techniques combinatoires basées sur le théoréme de Sperner. On utilise
également ta méthode des « bénéfices » précédemment introduite dans I’étude des nombres
hautement composés de RAMANUIAN, ef certains problémes d’optimisation en nombres
entiers.

Introduction

Soit # un entier positif. On désigne par d (#) le nombre de diviseurs de n,
et par o (1) la somme des diviseurs de n. On a ainsi (¢f. [11], chap. 16),
pour n = II¥_, p%,

d(n) =Zd|u1 =[Ti-1(+1)

et

(1) = T4 nd = H( 1).

Pi— 1
Nous allons étudier plus précisément les deux fonctions suivantes
1
g(n) = max, Em%n;Zd | 5, d € d

et
F(n) = max, q,(n) avec ¢,(n) = Zd[n, yz<dst L
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302 P. ERDUS ET I.-L. NICOLAS
Ces deux fonctions sont liées par les inégalités

1) éFM)sgm)SlFm)
On a en effet, pour tout m :

a1,

i 1 m 1
)2 = Yarnmz<agcm@ D | nmiz<dsmn = -
m m 2 2

ce qui entraine g (n) = 1/2 F(n); et d’autre part, on a
2
g(n) = —'Zd |1, d<mf2 d.
m
Soit m, une valeur pour laquelle le maximum est atieint, on a
. 1 i 1
g(n)= _Zd | n ds_mod = “"Zd [n, dSmof2 d+ —Zd | n, mo/2 <d €mo d
Hty Mg Mg
= g—(zn—) +F{n),

d’ol 'on tire g () < 2 F(n).

Remarquons encore que 1’on a, pour tout », g (1) = o (n)/n, avec égalité
lorsque » est une puissance d’un nombre premier. La détermination des
entiers n tels que g () = o (n)/n n’est pas facile.

Enfin g {n) est une fonction surmultiplicative : si #; et #, sont premiers
entre eux, on a g (n, ny) = g (n,) g (m)-

En effet, soit
1 .
g(ﬂx) == _Ed | 71, d€m d]’.!
iy
1
g(ny= _Zdz | na,d2 Sz ds.
miy

I vient gm) g(m) = (Mmymy) Ty . pd
Les éléments de D, divisent s n, et sont < m,m,. On a donc

glnglng) < 2a | nynz, dSmym2 d < g(ny ny).

My
Pour la fonction F, nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — On @, pour tout v, (log 2flog 2n) d(n) < F{(n) < d(n).
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Démonstration. — Soit k Dentier tel que 22! < n < 2% On a
2
ko logn +1 slog n
log2 log2
Sil'on répartit les o () diviseurs de n dans les intervalles (271, 2,{ pouri = 1

4 k, up des intervalles contiendra plus de 4 (n)/k diviseurs.

Nous allons étudier les grandes valeurs que peuvent atteindre les fonc-
tions g et F.

Pour ¢étudier les grandes valeurs que prend une fonction arithmétique 7,
on définit les nombres fhautement abondants :

Définition. — Dire que n est f~hautement abondant équivaul a dire
m<n = f(m)<f(n)

Lorsque f=4d, on trouve les nombres hautement composés de
RAMANTIAN (cf. [12] et [16]). Les nombres o-hautement abondants ont
aussi été étudiés (¢f. [1]), mais la plupart des techniques ne se généralisent
pas aux fonctions non multiplicatives.

On obtient les résultats suivants :

THEOREME 1. — On a lim,. ., (1/x) X, <. F(n) = + .
THEOREME 2. — Si n est un nombre F-hautement abondant, on a
Cy —u—d(") <Fm) <o, _—d(n) .
Jognloglogn \/lognloglogn

THEOREME 3. — Seit g un nombre premier et a un entier; il existe n,
tel que, si n est F-hautement abondant et n = ny, alors ¢° divise n.

Compte tenu de 'inéga'ité (1) ces résultats s’appliquent aussi a la fonc-
tion g. Sous cette forme, iis avaient été esquissés dans [5].

La démonstration du théoréme 1 se trouve dans [7] et [[3]. Elle utilice
le résultat suivant (¢f. [9], p. 256, th. 10);

LEMME 1. — Soit d, la densité supérieure des entiers n ayant un diviseur d
vérifiunt a < d € 2a. On a lim,,  d, = 0.

A partir d’un résultat de P. ERDOs [6], on peut montrer que, pour tout £
et a assez grand, on a

_l_w <d, < _ﬁ.____“cﬁ_,__,
(logay*® (loga)* \/logloga
avec o = 1 — (log (elog 2)/log 2) = 0,086 (¢f. G. TenenaUM [18]).
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304 P. ERDOS ET I.-L. NICOLAS

Le probléme d’une bonne estimation de }', <, F (#) ne semble pas facile.

L’intérét du théoréme 2 dépend surtout des méthodes utilisées : La mino-
ration est obtenue & l’aide du théordme central limite des probabilités,
et la majoration par des techniques combinatoires basées sur le théoréme
de Sperper.

Dans les théorémes 2 et 3, on a pu utiliser, pour étudier les nombres
F-hautement abondants, la méthode des nombres hautement composés
supéricurs de RAMANUIAN et ’étude des « bénéfices » (¢f. [16] et [12]} bien
que la fonction F ne soit pas multiplicative. Cela a été possible & cause
de la proposition 1 : les fonctions F et d ne s’écartent pas trop 'une de
P’autre.

Dans la démonstration du théoréme 2, on considérera d’abord les
nombres r»=2.3 ... p, produits des k-premiers nombres premiers
(prop. 3 et 5), puis a laide de la méthode des bénéfices (prop. 4), on verra
que pour les nombres F-hautement abondants, tout se passe essentiellement
de la méme fagon. '

1. Théoréme central limité des probabilités

Soit n = p}' ... pf* un entier et sa décomposition en facteurs premiers.
Soit d un diviseur de ». On peut counsidérer logd comme une variable
aléatoire somme des k variables aléatoires X; prenant comme valeus :
0, log p;, 2log py, ..., o; log p; avec égale probabilité. On peut appliquer
le théoréme central limite des probabilités, pour montrer que, lorsque k&
tend vers I'infini, la distribution de log 4 tend vers la distribution de Gauss.
Plus précisément, nous allons appliquer le théoréme de Berry-Esseen
{[8], t. 2, p. 344) qui donne une évaluation du reste.

Soit P () la probabilité qu'un diviseur d de » vérific :

e logd--(1/2)logn <

. S(n)
Soit
(2) AN = ! J.l exp(—t3/2) dt
On a

_ p(n)
(3 | P(h} A(A)|s1283(n).
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Soit p, la moyenne de la variable X,, $2 (1) est la variance de la somme

@ S = Tha B =) = T, 2O Do
12
D’autre part, p (n) est le mement du trois'éme ordre

5) pln)= :'C:LE(iX:—l.l,-P): k 1J(0tj);0g3£i,

avec

_ o (a+2)
4(a+1)

(a+ D{(a+1)2-2)

J(a) = Yy si o est impair.

J (o) si o est pair,

On rappelle que, pour une variable aléatoire discréte X qui prend des

valeurs (x);<,qr avec égale probabilité, P'espérance mathématique de
la variable X™ est

L 1 m
E(X )='f =1 Xp

PROPOSITION 2. — Pour tour n entier, et h réel > 0, on a

d(n)log2 p{n)
F)z_ 2W1052 -
) 27LS(n)+]og2(A ®) 1233(1»1))’

p(n) et S(n) étant définis par (5) et (4), et A (\) par 2).

Démonstration. — La formule (3) nous dit que le nombre de diviseurs 4
vérifiant :

1
Elogn—l S(n) < logd < glogn-i-l Sn)
est égal & P(A) d(n), et vérifié :
© POYA() > d(n) (A oo 12000
S¥(m)
Si I'on coupe lintervalle ((1/2) log n—2 S (n), (f/2) log n4+-% §(n)) en
sous-intervalles de longueur log 2, il y aura au plus ({22 S()flog2)+ 1)

sous-intervalles, et I'un de ces sous-intervalles contiendra plus que
PM)d®I2 M Sa)log 2)+1) valeurs de log 4, avec d divisant
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306 P. ERDOS ET J.-L. NICOLAS

La proposition résulte alors de I'inégalité {(6).

PROPOSITION 3. — Soit n = 2.3 ... p, le produit des k premiers nombres
premiers. Soit 11 > 0 fixé, on a, pour k assez grand

Fim 2182 g 40
\/Zn /lognloglogn
Démonstration. — On applique la proposition précédente. Il faut cal-

culer S(n) et p(n).

Soit 8 (x) = 3 <, log p la fonction de Chebichev [Cebyiev] (of [11]7,
chap. 22). On a s = exp (0 (p)).
On a d’autre part : 0 (x) ~ x et p, ~ k log k (¢f. [11], chap. 22), d’ot
il vient

logn =8(p)~ p, ~ klogk

et
logn
(7) ogloan’
oglogh

On a, d’aprés (4) :

Pr
HORE :-Lliogzp,-mﬂ logtd [0(1)]
1

k" J‘pk .e_(fz dx
[

Zﬂ(pk)logpﬂr O(p) ~;kiog k,

EB(x)logx

»-\-h

d’olt P’on tire
S(n)~ é.\/EIogk ~ é\/log nlogloga.
On calcule de méme
1 k
plmy = -2ia,log* pi ~ —log’ k
8 8
et

pin) ~ 10.%(Iog log )2
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La proposition 2 montre alors que, pour tout A fixé, on a
d(n}log2 (- A ()_)
\/log rloglogn A

Quand A —0, 4() ~ 2 k,"\/ﬁ, ce qui achéve la démonstration.

Fn) =

2. Etude des nombres F-hautement abondants

Grice & la proposition 1, un nombre F-hautement abondant a beaucoup
de diviseurs. On va pouvoir utiliser, pour étudier ces nombres, les techniques
utilisées pour étudier les nombres hautement composés de RAMANUIAN.
Rappelons rapidement certains résultats {¢f. [12] et [16]) :

Seit £ > 0, la fonction &(n)/r® a un maximum qu’elle atteint en
N, = [[p* avec «, = {1/(z"~1)], oir [x] désigne ia partic entiére de .

Un tel nombre N, est dit hautement composé supérieur. On pose x = 27,
soit & = (log 2)/(log x), et pour k entier :

’ X = 5loB (L+{1[e)/log 2
L’exposant «, de p dans la décomposition en facteurs premiers de N,
se calcule alors :

(1 <psx) = (o, = kj,

et si ’on pose 8(x) = 3 < logp la fonction de Chebychev, on a

~

log N, =8(x)}+0(x)+... +0{x)+.. .,

cette sommation €tant finie puisque, pour £ > (log x)/(log 2)*, ona x, < 2.

Pour un entier # quelconque, on appelle bénéfice de n par rapport a N,
la quantité
d(Ne) d(n)

nt

bénn =log - —log =g log —~log ——.

N, d(Ny)

E

Le bénéfice est toujours positif ou nul. De plus, il est additif sur les nombres
premiers p

® bén([]p") =3, (8 log(pP* ") —log {jii )
o
P
et, par le choix des a,, chaque terme de la sommation est positif. Enﬁn
le bénéfice de N, p® est croissant pour B = 0 et décroissant pour B <
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308 P. ERDOS ET J.-L. NICOLAS

PROPOSITION 4. - Soit n un nombre F-hauterent abondant et N, le nombre
hautement composé supérieur précédant n.
On pose x = 2M% gt x, = xWs3DXE) On sait que lon a

x~logN,~logn e r<2ZxN.

Alors, si n = Hpbp, on a les résultats suivants

() pour tour p, p** = O (x**E7);

(i) pour x, <p <x, on a B, =1 sauf pour O(Jflog x) nombres
premiers;

(i) pour p > x, on a B, = O sauf pour O (\/;c log x} rombres premiers;

(iv) pour p < x5, on a B, >0 sauf pour au plus O {logx) nombres
premiers.

Démonstration. — Majorons d’abord le bénéfice. Comme » est F-haute-
ment abondant, on a F(N)) < F{(n), et, par la proposition I :

dNII082 - pony < F(n) < d(n),
log(ZN,)
d’olr
bénn=elog_n-—10g d(n) gd( )+slog2x
. d(Ne) d(n)
<log B2 2 4001,
{9} bénr < (14+m)logx.

Les points (ii) e (iii) se démontrent alors comme la proposition 4 de [12].

Démonstration de (). — Supposons que 'on ait PP o= cx?loex, On aurait
alors en utilisant la formule (8) :

bénn = elog(pP ™% - logB.l_1
bénn > 2e(logx)* +elogec—euniog p-—]og.p_il_
a+1
Mais
1 1 1
(10) = ]< < ,
p—11 &logp., slogp

entraine salogp < L.
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D’autre part

2log’x+loge _ 2iog’ x+loge log?
= < e E=—",
fogp log2 logx

on aurait alors
bénn = (2log2)logx—2log logx+ O(1}).

Pour p* > ¢ x*'"8 =, comme le bénéfice croit avec B, on aurail a fortfori
la relation précédente, qui est en contradiction avec (9).

Démonstration de (iv). — Si p < x, ne divise pas n, cela entraine, par
Ia formule (8) :

bénn = elog— —logi1 =log(e+1)—uvelogp,
+

avee o = ¢, = [1/(p°~1)]. Comme p < x,, on a & 2 2, et la formule {10)
donne o slog p <1 On adonc

bénr zlog3i—1=>0.

Si une famille de nombres premiers py, ..., p, ne divisait pas n, cela
donnerait, par la formule (8) :
bénn = h{log3—1).
Mais, par (9), on a bén» = O (log x), on en déduit que ’on doit avoir
h = O (log x).

Minoration dans le théoréme 2. — La minoration, dans le théoréme 2,
se démontre comme la proposition 3, en utilisant les propriétés énoncées
dans la proposition 4 : Si » est Fhautement abondant, on a

log® p

§*() = Ty 012

ot(ot+2)

= Zp<xzou p>x, p%||n

i
log? p+ 4Ex2<p<x fog? p

0(.(0’.-]—2)

_Zx1<p<x,p“$p P yl‘l"yz')'y:g

Par un calcul déja vu, on a

1 i
&, ~xlogx ~"lognlog logn.
2 p) ) 2 4 g 108
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Dans les sommes &, et &3, le nombre de termes est
O(x,) = O (x(log 372)Hleg 2))
et chaque terme est inférieur ou égal a

a(o+2)
12

!%%éimmff=0®£ﬂ,

d’ou
S(n) ~ \/372'-' é\ilogntoglogn.

On évalue de méme p (1) ~ (log n)/8) (log log #)?, et la proposition 2
donne pour toute constante ¢; < (2 log 2)/./2 et n F-hautement abondant
assez grand

d(n)
“Jlognrloglogn

F(n)ze,

3. Le théoréme de Sperner

Lemme 3 (Théoréme de Sperner) (¢f. [3], t. 2, p. 114 et [9] p. 248). -
Dans un ensemble & k éiéments, si des parties 4., A3, ... A, sont telles
gu'aucune d'entre elles n'en contient une autre, leur nombre h vérifie :

!
< ( k ), ou (k) MML est le coefficient du binéme.

[k/2] i) jtk=p1
Soit n = 2.3 ... p, le produit des & premiers nombres premiers. Il y a
une bijection simple entre les parties de ’ensemble { 1,2, ...k} etles

diviseurs  de #n :

AAc {12 ...k}, on fait correspondre d, = [];. p; -et la rela-
tion A = B se traduit par d, | d,.

A I’ensemble des diviseurs d de » vérifiant ¢ < d < 2 ¢, correspond une
famille de Sperner :

AcB et A#B = dydy et dy#Edy - dy<2dy,

et d’aprés le lemme précédent, on a donc

(i)
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Lorsque &k — o0, la formule de Stirling (n! ~ n"e™" \/2 n 1) donne

()~ 2 \%

et d’aprés la formule (7), on a k ~ (log n)/(log log n), ce qui donne pour
n=273... p, assez grand

F(n)< (1+s)\/ d(n )\/k’g l°g”

logn

On peut méme démontrer, en ufilisant le développement d’Euler-Mac-
Laurin (¢f. [15], p. 27) :

1 G
nl=n"e" /2rnexpl — — avec 0< 0«1,
\/ p(12n 3601:3)

([ki?z])s 2\%

Le théoréme de Sperner se généralise de la fagon suivante ;

LEMME 4 (¢f. [4)). — Soit n =p3 ... p™. La plus grande famille de
diviseurs de n, tels qi’aucun dentre eux n’en divise un autre, est obtenue
en considérant la famille

=1 P 0P sy el -1 = [— 1°fj|

que l'on a pour tout k;

Désignons par D (n) le cardinal de cette famille. I. AnNpErSON [2] a démon-
tré que

d (n) Qn) 2 d (n)
i) Dy < Gﬁmm)
" Ee\TomE]) SVE Jam

ol Q) = oy +o+ ... oy

Appliquens cela & un nombre n F-hautement abondant. Il résulte de
la proposition 4 que
logn

(12) Q) =Y ,ccl+0(/xHogx ~ 220
loglogn

On obtient ainsi la majoration

Fm)< D(m) < ¢, d(n)/loglogn
Jogn
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Pour faire passer ./ log log » du numérateur au dénominateur nous aurons
besoin d’améliorer fe théoréme de Sperner, en suivant pour cela SARRGZY
et SzeMEREDI (¢f. {17] et [14]).

4. Majoration de F (). Cas des nombres sans facteurs carrés

LEMME 5. — Soit A réel, 0 <A < 1/2. On a

{5 +{gln) =)

Démonstration. — On majore la somme de gauche par une progression

géométrique de premier ferme ([hnn]) puis on applique la formule
de Stirling.

LeMME 6 (de Sperner amehore) — Soit un nombre sans facteur carré,
H=psPa... P Soit 1 b <k Soitdy, ..., d une famille de s diviseurs

de n vérz:ﬁanr
of k—5
=2 ([(k_bﬁ])-

Alors il existe i et j tels que dijd, = p,, .

Démonstration. — Tout diviseur 4 de # s’écrit d = d’ d”, ot [a premiére
composante d* divise p; py ... p,, et la deuxieme d” divise py,q ... 2
Le nombre de valeurs possibles de 4 est 2°. Par le principe des tiroirs,
pour une certaine valeur 4, il ¥ a plus de s/2° éléments de {d,....d}
dont la premiére composante soit &'. Quitte 4 réindexer, on peut supposer
que ce sont dy, ..., d, avec

kb
mz= 52t > ([(k—b)ﬂ])'

On applique le lemme 3 (théoréme de Sperner) & 47, ..., d’. Il existe

alors i et j tels que 4" divise dj, ce qui entraine d;/d;, = dj’jd;’; Poiy-

PROPOSITION 5. — Soit n=pyp; ... P, avec py < py < ... < Py,
un entier sans facteur carvé, Soit 1 < b k. Soit # wun ensemble de h
diviseurs premiers de n pris parmi p,, ..., p, et ayant la propridté que

pieH et pied et p;>pi=plp;>2 Soit LeR, 0 <k <2

Alors on a
[A4] I:F(n)—zk”‘(l+(?)+ e +([;’h} ))} < 2"([(;‘:;2]).
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Démonstration., — Soit d, < d, <
de n, concrétisant la définition de F(x). On a donc 4,

. < dp @y vne famille de diviseurs
o < 24

Pour chaque valeur de i, 1 < i < F(n), soit r (i) le nombre de diviseurs
premiers de 4; appartenant 4 . On construit alors la famille §, ; = di/p,,;
pour 1 €< r(i)et D, €.

Ces nombres §;; ont les trois propriétés suivantes :

— ils sont distincts : Si 'on avait d/p = d,.jp" avec p > p’, cela entrai-
nerait d;/d; > pfp" > 2, ce qui n’est pas possible;

— le quotient §; ;/§;. ;. est majoré par p,. On a

UL S

Ps
f7<2¥:p;
&, v pd di p 2 ’

h .
- combien y a-t-il de §, ;? Parmi les diviseurs den,ilyena 27" (s qui

sont divisibles par exactement s ¢léments de . Le nombre de §; ; est donc

supérieur a
[ 4] [F(n)—z"‘“zm-@.h( ’i’ﬂ

pour n'importe quelle valeur de A.

I} ne reste plus qu’a appliquer le lemme 6 4 la famille 8§, ; pour achever
la démonstration.

Choix des paramétres. — Appliquons la proposition 5 au nombre
7= py,..., P Soit 1 > 0 donné. On choisit » = [1 k]. Par le théoréme
des nombres premiers, pour ¢ > ty (), il existe un nombre premier entre ¢
et 1(14+mn). On peut donc choisir

Iog b logk

(1 n > 5= 2m).

La proposifion 5 donne alors :

me Ll 22 +2"*"°($ ﬁ
SomNT Je—p -

Pour que le reste soit négligeable devant le premier terme, il faut choisir A
pour que 1/ (1-)'™ < ./2; ce qui donne A = 0,11. On obtient
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alors, pour »n assez grand

W k
(13) Fn) < \/g_ lg2 20
n GIL Jklogk

Ce qui, compie tenu de k& ~ (log#)/(log log n), donne une majoration
du méme ordre que la minoration avec un coefficient 1/0,11 fois plus grand.

5. Un peu d’analyse combinatoire

Il nous reste & généraliser 1a proposition 5 4 des entiers avec des facteurs
carrés. Une des difficultés sera de mincrer le nombre des diviseurs 5, ;.
Pour cela nous aurons besoin de la proposition 8.

PROPOSITION 6. — Soit E un ensemble fini  n éléments. Soit k et [ deux
entiers tels que (z) < (?) et k < [l Soit P, (E) Pensemble des parties

de E a k éléments. Il existe une injection  de P (E ) dans &, (E) telle que,
pour tout AP (E), on ait ¥ (4) o A.

Démonstration. — Pour simplifier un peu, on suppose k << nf2 et
I=Fk + 1. On va utiliser les résultats de P. HaLr {J10], et aussi [3], t. 2,
p. 149) qui résolvent le « probléme des mariages » : m messieurs connaissent
un certain nombre de dames; sous quelle condition chacun peut-il épouser

‘I'une de ses connaissances ? {Une dame peut &tre connue de plusieurs
messieurs 1}. La condition suivante, qui est évidemment nécessaire, est
aunssi suffisante :

Pour toute sélection de j messieurs, j < m, la réunion de leurs connais-
sances doit aveir un cardinal = j.

Appliquons ce résultat 4 notre probléme :
s ny . a
Les messieurs sont les X éléments de 2, (E). Les dames que connait
un monsieur sont les (n—k)} éléments de £, ,, (E) qui le contiennent.
Soit une sélection de j messieurs : M, ..., M; Chaque dame connait
exactement (k + 1) messieurs, donc au plus (X+ 1) messicurs de la sélection.
Dans le tableau des connaissances

M,connait Dy ; Dy 255 Py, e-sps

Mieconnatt Dy (3 D, 25-..3 Dy, ooy
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tableau qui a j (rn—k) éléments, chague dame apparait au plus (k+1) fois.
Le nombre de dames distincies du tableau est donc = j(r—k)/(k+1)
et donc 2= j (puisque k < n/2), ce qui vérific la condition de Hall

On peut alors marier un monsieur 4 une dame de sa connaissance, ce
qui assure D'injection affirmée dans I’énoncé.

PROPOSITION 7. — Soit oy, ¢y, ..., 0y, des nombres réels = 1. On définit

?“r = A..,(Otl, BT U'h) = Zl <h<iy< _ <ipga %y Oy o0 0 Oy

(o
Les coefficients . apparaissent dans le développement du produit

[l o) = 2 n x" A X,
Alors on a, pour r < Bj2, A, < 12" (f) Ao T+,

; . . h . :
Démonstration. — Le coefficient A, est une somme de termes indexés
¥

par les éléments {#), iy, ..., 5 } de #.4{ 1.2, ..., & }). La proposition
précédente montre, comme on a a; > 1, que A, € A, pour r < Af2
On a ensuite

Ao (g, Ogy ..., 04) _ Oy 1 {0, - os Gy d A0, o, )

I sesn (o4 1) A iu-1 G+ D) (e + 1)

Le membre de droite est une fonction homographique de o, dont le
déterminant est du signe de

?"rul (mls AR ar|~l)_lr(al: sees mﬁ-—i)'

Pour r < Af2, on a r—1 < (A—1)/2, et cette quantité est négative ou
nulle. La fonction homographique de «, est décroissante (ou constanic)
et donc maximale pour o, = 1. On peut faire le méme raisonnement par
rapport 4 o, Og, ..., %,.q, €t on conclut que

Mo, ooy s o) AL LD 1(;;)

g =)
[Tisrcaou+1) [Liccn{l+1) 2"\

PROPOSITION 8. — Soit n = p7' ... pi*. Soit & un ensemble de h nombres

premiers pris parmi py, pay, ..., p,. Soit v < hf2. Le nombre de diviseurs
de n ayvant au plus r diviseurs premiers dans P est inférieur ou égal d

@@z ()
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Démonstration. — L’ordre naturel des nombres n’intervenant pas, on
peut réindexer les p; de fagon que p;, ps, .., Py € H. Lorsque r =0
ilya

an)
[Li<icale+1)

diviseurs de # ayant r nombres premiers dans 2.

Ay = [Tser<igsl+1) =

Lorsque r =1, il v en a A; = (a;+0,+ ... +05) 4g. De méme
A= Ag Y1 gn<ine ety Oy - - 0 = R (0, o, o) Ao-
La proposition 7 précédente permet de conclure.
6. Majoration de F (i7). Cas général

LEMME 7. — Soit n=p§' ... pP. Soit 1 < b < k. Soit v = p7 ... pp*
et n” = pexy . pie Soit dy, ..., d, uné famille de s diviseurs de n vérifiant
s> d{nYy D @), ot D" a été défini au lemme 4. Alors il existe i et j
tels que dijd; = py.y-

La démonstration est semblable & celle du lemme 6. On écrit un divi-
seur d de 7 sous la forme 4 = d"d" avec d° | n et d” | #". On applique
le principe des tiroirs & la famille d,, ..., d; pour Ja composante d’, puis
le lemme 4 4 la composante d”,

PROPOSITION 9. — Soitn = p5' ... pixet 1 < b < k. Soit S un ensemble
de ki diviseurs premiers de n pris parmi p,, pa, . . ., py €t dyant la propriété
que pye I, p;edl ef p,>py=p>2p, Soit b oréel, 0 <A< 1/2
On pose Q =% ic; %. On a alors :

\ oy d(m) W1 _dm{ @ 2 d(n)
(14y - [lh][['(ﬂ) ?Zisu(i)}é?([gp))é 1;\75

La démonstration suit la démonstration de la proposition 5. On construit
une famille 8, ; de diviseurs distincts de » dont le quotient est majoré
par p,. Op minore le cardinal de la famille 3; ; par le nombre de gauche
de 'inégalité (14) 4 I’aide de la proposition 8, puis on applique le lemme 7
et Iinégalité (11).

Majoration du théoréme 2. — On va appliquer la proposition 9 en choi-

sissant au mieux les paramétres : Montrons que l'on peut choisir
Af((log k)/(Jog 2)) aussi voisin de | que 1’on veut.

Soit m fixé; soit » un nombre F-hautement abondant assez grand, N, le
nombre hautement composé supérieur qui le précéde et x = 2!/f comme dans
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1 la proposition 4. Le théoréme des nombres premiers dit que, pour & fixé > 0
et u = uy (8), il existe au moins (§/2) (u/log ) nombres premiers entre
u(l-8) et wu.

On choisit y = 1n x. Les nombres premiers py, ..., g, seront les divi-
seurs de » inférieurs & y. On distingue dans Vintervalle (y", ) les sous-
intervalles

[(1_5)1%(1_““__5_)” y]; [(1_6) y,a;————i)y]; (=8, »)

24 24 2

dans chaque intervalle (x (1 —98), »,) il ¥ a au moins (8/2) (u/log u) nombres
premiers : Si # > x,, d’aprés la proposition 4 (i}, si ¥ < x, d’aprés la
proposition 4 (iv), on peut en choisir un gui divise », et cela assure que
h 2z ((1—n) log y)/(log (2/(1—8)).

On choisit les autres paramétres comme dans le paragraphe 4 et, compte
tenu de (i2), on obtient pour n assez grand et F-hautement abondant

Fim < \/2 log2 dim)
T 011 flognlogiogn

7. Démonstration du théoréme 3

Le théoréme 2 va nous permettre d’obtenir une meilleure majoration
du bénéfice que la formule (9). Soit # un nombre Fhautement abondant
et N, le nombre hautement composé supérieur précédant n. On a

o 4V d(n)
L s
+/logN_ loglog N, J/lognloglogn

Iinégalité de gauche se démontrant comme la proposition 3. On en déduit

SFNJ<Fn)<e,

bénn = slog—n— —lo an) < logd(N‘) +0(1)
N, d{N;) d(n)
< Iogga\/logNsiogloch +oQ)
¢y N logrloglogn
et comme logn ~ log N_, il vient
(15) bénr = O(1).
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Supposons maintenant que g°, avec B < a divise exactement n, cela
entrainerait, d’aprés la formule (8) :
bénn > elogg® * —iog Bl
o, +1
= log(o, +1)—log(P+1)—1
=z log(u,+1)—log(B+1)—1
en utilisant (10).
Quand = tend vers D'infini, g étant fixé, e = 0 et

1 1 ]
we| 1 = +O0()~ ~_x
g-—1 e glogg logllogg

d’olr
bénn = loglog x+ O (1).

C’est en contradiction avec (15) et cela démontre le théoréme 3, On peut
préciser d’ailleurs le résultat suivant :

ProPOSITION 10. — Soif n un nombre F-hautement abondant assez grand;
tout nombre premier p < (log B)2°7° divise n.

Démonstration. — 11 suffit d’expliciter la démonstration précédente,
en utilisant fes valeurs des constantes dans le théoréme 2, (¢,/c;) < {1/0,11).

Remargue. — Bien que tous ces résultats soient effectifs, la proposition 10
ne permet pas de démontrer que tous les nombres F-hautement abondants
sont pairs, ce que laisse supposer les tables. Pour la fonction g, on peut
remarquer (¢f- [13]) que si # est un nombre impair g-hautement abondant,
n n’est divisible par avcun nombre premier p = 1 mod 4, ce qui permet
de monirer que tous les nombres g-hautement abondants sont pairs.

Il est probable qu’il existe une astuce semblable pour la fonction F.
En calculant les nombres F-hautement abondants jusqu’a » = 370 millions,
on a pu constater qu’ils sont tous « sans trous » (St p divise », tout nombre
premier inférieur & p divise n). En fait, tous ces nombres sont hautement
composés sauf trois :

138600(F = 18);  360360(F =22);  232792560(F = 82).

11 semble difficite de dire s’il ¥ a une infinité de telles exceptions, ou méme
s'il existe une infinité de nombres simultanément F-hautement abondants
et hautement composés.
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8. Algorithmes de calcul de F ()

On pose g,(®) = 34 y2<acc 1. On a donc F(n) = max, g, (n).
11 est clair que, pour # fixé, g, (r) est constant lorsque ¢ varie entre deux
entiers consécutifs. D’autre part, en raison de la correspondance entre
diviseurs d— njd, on a, pour ! non entier

Qr(n) = qz»,‘!(n)-
On a donc

F(n) = max, < /7; q,(n).

Le principe de Palgorithme est de calculer ¢, (n) de proche en proche
en partant de ¢, (z) = 1. En fait, on doit distinguer 7 pair et ¢ impair;
d’oll on pose t =256 et £ =2b-+1, en faisant varier 5. On peut ainsi
construire 'organigramme de calcul de F.

Si Pon veut caleuler F(n} pour des entiers consécutifs, 1’algorithme
ci-dessus peut aisément s’appliquer par une méthode de crible.

[Tire nf

(6=0; 0=1 Tmax=1, =l

Yo

aT
On aalors fln)

oui dans Fet T'max
bon/(2h+1) contient lcplus +—-

non petitt tel que

T fwj=a,

RAIH ]
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