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THEORIE DES NOMBRES. — Ordre maximal d'un élément d’'un groupe de
permutations. Note (*} de M. Jeax-Louis Nicoras, présentée par
M. Paul Montel.

Soit S, le groupe des permutations de n éléments. On définit avee
Landau [eoir ('}, § 61] :
gn)y= max [ordre de g].
agEs,

I.’objet de cet article est de démontrer :

.og{ng-1y
o el ety n

On sait déja que pour tout n, on a 1="g(n+1)/g(n)<2 [voir (*),
p- 319]- Soit k un nombre entier, nous ‘allons montrer que

Eg(n—a—x)ék—i—l
glr) — k&

2

(2)

ce qui démontrera (1).
Rappelons que 'on désigne par I{n) la fonction arithmétique additive
dont la restriction aux puissances de nombres premiers est l'application

identique. On a ainsi l(ﬂ pf“') =2 pif, avec p; premier et oy,
N L .
On démontre que [voir (*), chap. 2] :

(3) gn) :zn}ax'j.
(N=n
Rappelons également que l'on sait définir une partie privilégiée G
de g(N). On dit que N&G, sil existe p>> 0 tel que pour tout entier N’
différent de N, on ait {(N') —I(N)=plog(N'/N), et I'on connait exac-
tement la décomposition en facteurs premiers de N& G [voir (*), chap. 3].
Soit M = g{n—+1). On va construire un nombre A tel que

M k41
(4) KNT

(3) . - L LAY <(M).



| (2) o
Comme I(M)=I(g{n+1))Ln-+1 daprés {3), on aura donc I{A)=n
et également
Azgl(A)) Zg(n)<g(n+1),

car g est croissante, et cela démontrera (2).

Soit N M le nombre de Pensemble G immédiatement inférieur ou
égal & M. I1 lui est associé un nombre réel p qui tend vers 1mﬁm avec N.
On définit =, y, z par :

L gk oy fyh—t g
(6) logs ~—  logy = logzx =P
On en déduit :
(7) 5’”(m> Cooet y”(;) :

'On sait que, dans la décomposition en facteurs premiers de N, les nombres
premiers compris entre z et y ont pour exposant k.
LEMME. — Soit (r)ioic. les nombres premiers supérieurs & z lels

que (r)* divise M. On a u= O(f)
Soit {Qy)ijz, les nombres premiers compris entre y[2 et y lels que Q;

ne divise pas M, on a 9= o(vy)-.

Démonstration. — D’aprés la propoémon 1 du chapltre 2 de {*), on a
,1+1 ’.k
(8) z(M)_Z(N)> 2 ( oo —p)logrf.
1Lt -

Or p={(z""*—2z"/logz, la fonction > (51— i*)[logt a une derlvee
croissante et équivalente a (k--1) yit/logt et Yon a r,2x7, r2>z—§~2 ceny
ri>z-2(i—1). La relation (8) devient

k
(o) — 1= Y (= 3) (o) K g,
=4 ¥t h
éil——a) (k4 1)zt 2 2 (i — 1) (1— &) (k+1)sfut
1£fzn

Comme le nombre N suivant N dans G est tel que {{N)ZI(N)+ P
ol P est le plus petit nombre premier ne divisant pas N, et quel'on sait
que pNP[logPNw/loga: ce qui donne me, on a P>E(M)-_—-Z(N),
d’on . _

(9) -Z‘L(I-—-E) (k + )zt

Or, d’apres (7), (k-+1) "“Na:, (g) devient donc :
(1—)utz 501l u:O(\/E).

La deuxiéme partie du lemme se démontre de fagon analogue.



(3)

Consiruction de A. — Soit =:=5/8. D’aprés un vésultat de Ingham,
on sait que le nombre de nombres premiers compris entre z et z,=z 4%
est équivalent 4 7"flogz. On peut donc choisir (k -} 1) nombres premiers :
(Ri)izizss: compris entre z et z, et qui divisent M avec un exposant
(o), 21cras Tl que o=~k pour tout 7, & cause du lemme précédent On peut
également choisir, entre y —y"=y; et y, k nombres premiers (g;). e
qui divisent M avec un exposant ((;),.;.. tel que B>~k pour tout j.
On pose alors :
. RiRs. .. Repy

FiGa. . Gk )

CA=M

Il reste & vérifier les relations (4) et (5). On a, 4 cause de (7) :

&
(10) | éﬂfﬁiw—-———-k—ﬂw k,
M ¥t x k-1
k
ce qui démontre (4) et :
k+1
(11) (M) — L{A) :Zggf_ ggf—l_znfﬂ —R
j=1 i=1
& k=1
é ko 9'} _ZR.(-H R.{

,i=1
DA =y — (k) B 2D = @ (&, 1y 7).
On écrit
9k, ¥, 51) =9k, vy ) — A(Y, yu, kY — A (s, 5, k1),
avec

x ¥ P
lo'razylogz‘“‘1 logxl T

¢ (ky 3, 2) = h(ye— yimty — (k+1) (4 — st) =
d’aprés (6) et (10); et avee
Ay, i &) = k(pF— it — i)
<y =) (hy=) = keyeimi=0( 22 ) = o( o)

et de méme :

Az, 5, k) < (k+1)25+ = 0O ((’wH)x) O( z )

z1—7 logz

On a done @k, y, 2.) ~v (z/logz)log[{k+1)[k] et (11) nous permet de
vérifier (5). '
On pourrait adapter le calcul précédent en prenant k comme fonction
de z dans (6). On arriverait a montrer que pour r assez grand,
gn+n _ . (oglogn)s '

gn) — logn



(4)
La majoration n'est pas trés bonne. 11 est {rraisemblable que Yon a
gln—+1)/gn)=1-+1/n* pour un o« assez petit. En effet, on sait que

gln+1)fgn )A:—I—cﬁlogn n’/‘ pour une infinité de n [voir (*), chap. 2,
theoreme 6].

(*) Séance du 1°* juin 1970. :
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