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Grandes valeurs de la fonction

dy,

Jean-Lue Duras, Jean-Louis Nicolas et Guy Robin™*

Abstract. Let di(n) denocte the generalised divisor function which appears

in the expan-

sion of {{s)* in Dirichlet series, where ¢ (s) is the Riemann function. The atm of this work

is to study how large di(n) can be in terms of n and k. Various upper bol
are given. The superior highly composite numbers which were introduced &
are one of the main tools to get these upper bounds.

1. Introduction

nds for di(n)
y Ramanujan

Pour k réel positif, on considére la fonction dj, définie par I'égalité, valable pour s

complexe tel que Re{s) > 1,

> 20 _ o,

n>l

(1)

ot ((s) désigne la fonction de Riemann; dj est une fonction multiplicative et

compte tenu de
¢sy= [ (1-p~)"" pour Re(s)>1
P premier '
il vient de(1) = 1 et, pour m entier > 1,

(k1) (k+m—1)  (k+m—1\_ D(k+
B m! _( m )

d(p™)
Les propriétés usuelles des séries de Dirichlet nous donnent pour k =

di(n} =Y dx_1(8).

8|n

TR + 1)

(3)

Onad; =1, d2 = d, qui est la fonction nombre de diviseurs, et pour & entier

di(n) = Z 1,

8165 p=n

*  Recherche partiellement financée par le CNRS, LACO (Limoges), UPRES-A-6090

et Institut Girard Desargues (Lyon), UPRES-A-5028.
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est le nombre de fagons de représenter n comme produit de k& facteurs.

Le but de ce travail est "étude des “grandes valeurs” des fonctions d pour
k > 1 et plus spécialement lorsque k tend vers Uinfini. A partir de maintenant,
nous suppeserons que k est un nombre réel strictement supérieur & 1.

Soit ©{n) le nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité. Il est
facile de montrer que pour k > letn > lona

log &k logn

< <
logdi(n) < Q{n)logk < Tog 2

(4)
Norton (cf. [10]) a démontré le résultat suivant: pow tout k& = log(n), on a
log di{n) < k + 2log(n).

Nous améliorons ce résultat en prouvant:

Théoréme 1.1.
(1) Soits réel > 1. Pourk réel > 1 et pour toutn>1, on a

log di(n) < (k — 1)log ¢{s) + slogn.
(ii} En particulier, pour s =2, on a
w2 k-1
logdi(n) < (k — l)log(F) +2logn < 5t 2logn.

(iii) Enfin, pour tout s réel >0, on a.

mawswﬁ}Zh%@

pklss

_3) + slogn.

La démonstration de (i) est facile: on a par (3)

dk(n) dk_l(m) dk_.l{m) dk_l(m)
W T T S T < T
min m|n mz>1
soit
dr(n) < n°¢*1(s)

¢e qui donne (i) en prenant le logarithme. La démonstration de (iii) sera donnée
au paragraphe 4.

1l est connu depuis Wigert (cf. [18]) que I’ordre maximum de la fonction da(n)

log 21
est exp (%fo:i;(l + 0(1))) , ¢’est-d-dire que 'on a pour n — o0
log dy(m) < 5823 ¢ o(1) Q
g dz glogn

et qu'il existe une suite n; de valeurs de n (par exemple la suite ny = 2, ny = 2x 3,
n; =2 x 3 x...xp, ol p; est le i-2me nombre premier) pour lesquels {5) est
une égalité.
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Ceci a été précisé par Ramanujan {cf. [11] et [12}) qui a montré que 'ordre
maximum de log da{n) est

log 2 Li(logm) -+ Olog n exp(—a+/logn)) {(6)

; ® di . . .
oll & est une constante réelle positive et Li(z) = f lmoEE' Ramanujan avait aussi
2

considéré 'ordre maximum des fonctions dy; (cf. {13], Section 57). Heppner (cf. [5])
a étendu la formule (6) a une large classe de fonctions multiplicativés incluant les
fonctions dy. L'ordre maximum de log di.(n) est:

log k Li{log n) + Ok (log n exp(—a+/logn)). (7)
Compte tenu du développement asymptotique du logarithme intégral :

e e [ +O( d )
logx (logz)? (logz)™ 77\ (logz)t )

ceci nous permet d’écrire, pour tout entier r > 1, k fixé, en posant 1og,; n = loglogn

Li(z) =

log di.(n}
logk
logn logn logn logn
< — e 4+ Op | ey ).
" logzn * (log, n)2 - (T b {logz n)" + O, ({Eog2 n)rtl (8)
Posons, pour r entier > let n > 3
Ak, n)
_ [logdi(n) logn y_ logn (logy n)"
N ( log k logon tr—2)! (log, n)r—? * (r—1)llogn’ ()

D’aprés {8), A.(k,n) est majoré pour k fixé. Nous pouvons dong: poser :

(k) = T%A,.(k,n). (10}

En particulier, nous poserons pour 7 = 3

log di{n) loga n

A(klﬂ') = Al(k?n) = logklogn

(11)

et
AR = M (k) = T%CA{]SI,TL) (12)

Les valeurs de A-(k) sont connues lorsque k = 2 pour r =1 et r = 2 (cf. {8]),
logn n>3
logan’

logn 1,9349

logy (1 * log,n )

logd(n) < 1,53794 log2

logd(n) < log2 nz3,
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et lorsque £ = 3 pour r = 1 et 7 == 2 {cf. [14])

log ds(n) < 1,59141log3 - 28", o3>3
log, n
1
log da(n) < log 3 og n ( 2,10833), n>3
logy log, n -

Nous démontrerons au paragraphe 3

Théoréme 1.2.
{i) Pour tout k réel > 2000, on a la minoration

k) > logk + log,2+1 logk - 0,316
log 16 log 4 log16 = log2’

(&) four’k réel > 1 et r entier, la fonction k — A (k) est croissante et non
oTnée.

D’aprés la valeur (7) de 'ordre maximum de log di(n), il existe une suite de
valeurs de n pour lesquelles (8) est une égalité. On a done Arlk) > 1, et pour
chaque r et chaque k, il existe un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles on a
Ar(k) = AL (k,m).

Nous supposerons maintenant r = 1. Nous désignerons par My, l'un quelconque
des nombres vérifiant

ME) = Ak, My). . (13)

En générfi[), pour k fixé, il y aura un ou deux nombres M. Sous la conjecture de
Schanuel g M. Waldschmidt (cf. [17]) sait démontrer que, pour un % fixé, il ne
peut pas exister trois nombres distincts ny, ng, na tels que Pon ait

A(k,nl) = A(k:,ﬂ,z) = A(k,ns)

¢t donc que pour chaque k; it existe au plus deux nombres Mj.

B.amanujan {cf. [12]) & introduit les nombres hautement composés supérieurs
(qulnsont. relatifs & la fonction dp). L'étude de ces nombres a été ensuite reprise par
Erdos‘ (cf. {4]), Nicolas (cf. {7] et Particle de synthése (8]), Robin (cf. [14] et [15]).
Les résultats présentés dans cet article utilisent comme outil essentiel les nombres
k-hautement composés supérieurs qui généralisent 3 la fonction dp les nombres
hautement composés supérieurs. Ramarnujan avait déja défini les nombres k-hes
(ck. {13], Section 57), mais jusqu’d récemment, personne ne le savait.

1)  Clest une conjecture trés difficile de la théorie des nombres transcendants qui affirme

;1u§ si x’l 182, ... , Tn sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants, alors
le degré de transcendance du corps Q(z1,... ,Za, e, ..., €“™) est supérieur ou égal
an (cf. [2]).
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DéBnition. Un entier N est dit k-hautement composé supérienr (k-hes) 8'il existe
un réel £ > 0 tel que, pour tout » > 1, on ait:

dr(n) _ de(N)

—en L =
nf — N¢ (14)

Posons
x = kYE . {15)
et

k-1

Tp(z) := [klogp/ logz _ 1] (16)

avec la convention suivante: si ¢ n'est pas entier, [f] désigne la partie entidre de ¢,
tandis que si £ est entier, [t] vaudra soit ¢ soit t — 1. On pose

NG = N, = T] . )

psE

Pour k et x fixés, on peut se demander combien il peut y avoir de nombres NI(")
définis par (17) et (16). Autrement dit en combien de points le maximum de la
fonction multiplicative di(n)/n® est il atteint? Lorsque k = 2 (cf. 8], p. 221), ou
plus généralement lorsque % est rationnel, le théoréme des 6 exponentielles (cf. [6],

i -1 .
chap. 2) montre que la quantité T figurant dans (16) ne peut pas étre

un nombre entier pour trois valeurs distinctes de p. En conséquence, lorsque & est
rationnel, il y a au plus 4 nombres N Lorsque k est irrationnel, an ne peut rien
dire sans hypothese ; cependant, sous la conjecture de Schanuel, (cf! {17]), on peut
montrer qu'il existe au plus 4 nombres Né’“) {voir ci-dessous la démonstration de
la proposition 4.4}.

Nous démontrerons les résultats suivants:

Théordme 1.3. Soit k > 1 et M), un nombre mazimisant A(k, n) (défini par (11)).
Alors My, > 26880 et My, est k-hes. Plus précisément, on a My = NIU:) avec Néf)
défini par (17) et =~

(logy My)* 1 1
08Tk = (k) (logy My, — 1) )\(Jc)(ng k+1+log2Mh—l)
_ logy My log Milogk

" (logy My, — 1) log dr (M)

Théoreme 1.4. Avec les notations du théoréme 1.3, on a les propriétés
(i) Sik>2000, zp > 3.

(i) Sik>25 108, 2 > 4.
(iit} Si k > 400000, =, < 5. .

. , : 3.1
> —_—
{(iv} Si k > 400000, = <4+ oz k
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Notons qu'il résulte des points {i} et (iii) du théordme 1.4 ¢t de (17} que pour
k > 400000, les facteurs premiers de M sont 2 et 3.

Théoréme 1.5. On pose B = log(3/2)/logd = 0,2924 . ... Avec les notations du
théoréme 1.3, on o pour k tendant vers linfini:

. log4 log &
(i) logzs = —BL _ (1+O (M_))
L+ o%ﬁgk kﬁ

(i) o, =4 (1+Z(] o b)F O(lOg )) avec

cap =2log2(l —log,2) =1,89. ..
ay = 2(log 2 4 log” 2)(1 — log, 2) = 4,38 . ..

logk  loga2+1 (1+log,2)? 1 (log k)?
Ak)y = .
(i) Ak) log 16 log4 logl6  logk kB

Théoréme 1.6. Lorsque k parcourt lo suite des entiers supérieurs & 400000, la
suite (A(k)/log k) est décroissante.

Dans un prochain article, nous espérons donner un algorithme de calcul de M,
pour k > 2 et fournir des tables de My, 2 et Ar qui permettront de compléter les
théorémes 1.4 et 1.6 pour les petites valeurs de k. En particulier, nous prouverons
que pour k > 52845, M n’a que 2 et 3 comme facteurs premiers. Nous prouverons
aussi que la fonction (A(k}/logk) est décroissante pour k > 2 et que 'on a pour
tout 12 > 3 et k réel > 2

(logk)? logn

< .
log di(n) < 1,53794 =2 oo Togom

Nous espérons aussi étendre les théordmes précédents au cas r > 2. Si l'on
désigne par M,x 'un des nombres tels que A (k) = A.(k, M, ), nous montrerons
que M. est k-hes, et plus précisément qu'il est égal & Nx(t,), avec

1 - LT-I_('r—l) ( 1)')\,-(]6)

log 24 » Lr LT+‘~ ’

et L = logy My .. Ensuite nous montrerons que pour r fixé, on a klim ap = 2711
— O

ce qui entraine par (17} que, pour k assez grand, les facteurs premiers de M, ; sont
tous inférieurs 4 27+, Enfin, nous montrerons que, pour r fixé et k — oo, on a

M)~ () L ek
i r41 rl log2 °

Lorsque r = 1 ou r = 2, on pourra trouver une partie de ces résultats dans [3].
Dans le paragraphe 2, nous donnons des estimations de la fonction ' qui nous
seront utiles pour encadrer di(p™) (¢f. (2)). Au paragraphe 3 nous démontrerons le
théoréme 1.2. Au paragraphe 4, nous rappellerons Jes propriétés des nombres k-hes,
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et nous achéverons de prouver le théoréme 1.1. Dans les paragraphes suivants, nous
donnerons successivement les démonstrations des théorémes 1.3, 1.4, 1.5 et 1.6.
L'idée directrice de ces démonstrations est simple: c'est le théorémie 1.3. Mais il
faut ensuite majorer ou minorer assez finement le nombre k-hes donné par (17)
et (16), et cela devient quelquefois technique: les calculs ont été conduits & l'aide
du systéme de calcul formel MAPLE.,

2. Lemmes sur la fonction gamma

Lemme 2.1. Soit k > 1 et uw > 1 deux nombres réels. On a

g (IH—Z 1) =]ogF_(P.m}_ = u{log =+ S(u, b))

F)T{u + 1)
avec :
—y? 1 7 1 kogu w1 u? ot i
B L - 4 < — = 4,
TR T Ak Tl L Al T35 T, 0B S gt 32 t 12k

Démonstration. On utilise la relation P(u + 1) = wI'(u) et la formile de Stirling
sous la forme (cf. 1], p. 24)

L(z) = V2r a2 2et® 250 (18)
avec
0 < p(x) < 1/(12z).
1 vient

-1 k 1
log (k+z ) =ul()g;~h-b + (k +u}log (1+ %) ~3 log{2x)

- %log (1 + %) - %logu+ (ke + u) — plk) — plu).
On développe alors

u uw  u? u?
2y == 1
log(lJrk) A 2k2+913k3’ 0<th <

ce qui donne
2

U K2 u w w

(k"‘u)lOg(l'l‘E) —’Hv(l'l‘ﬂ - m+91—3—k‘3 + 6 é—p—)

Pour les autres termes, on a
1

A_Jiog(m ) + e+ w) = (k) - ﬂ(U}<“(’°+“)<12(k+u)

u 1 1 1 1 1 1 7
> 2 sy e~ Ve
AZ -5~ Tk 12u_u( 2% 1%uk 12u2)*”( 1207 12k)
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et le lemnme s’ensuit.

Lemme 2.2, Pour k> 100, u = ak*/?, 1,8 <a <94, on a
r E

log F{}%% > ak*?log B élogk
Démonstration. D'aprés le lermme précédent,
uS(u, k) 2 _% log k — %10“ + a_; - legzzﬂ - 21?13/2 - 12alkl/2 - 12:?”
et Pon vérifie que, pour ko = 100

Lemme 2.3. $Sik>2etsil<u< %klﬂ,

T(k + u)

ke
_N T & &r
log ST+ 1) = “°¢

Démonstration. On doit montrer que, sous les hypothéses, S{u, k) < 0. Par le
lemme 2.1, on a
log(2 3 1

g2m) | w v L
2u 2k: 3k3 12k
Le second membre est une fonction eroissante de w, pour u > 1. En y remplagant
u par 11\/!2/10, on obtient un polynéme en 1/vk qui est négatif pour k = 2.

S{uk) < —

Lemme 2.4. Soit z et y deuz nombres réels vérifiont z > 2 etl Sy <z -1
Ona

(:c) _ e+ 1) x®
y) Ty+0Dz-y+1) ~ w(z -y

Démonstration. Par la formule (18), il vient en notant que I'{x -+ 1) = «T'(x)

T 1 z® T
(U) T Vany -yt Y ulz - ) =@ (u(x) ~ uly) =tz — )

s 3. 1 1
On en déduit le lemme en remarquant que pz) < s < YL wy) = 0,
1/24
wm—y) >0, 2 < % e TR _goee o

yWr—-y) " z-17
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3. Démonstration du théoréme 1.2

Démonstration de {i). Prenons k& > 2000. Il existe un nombre entier u qui s'écrit
u = ak'/? avec 1,975 < o < 2. DVaprés (12), (11), (2) et le lemme 2.2, on a pour
N=2"

T(u+1)I(k) / ulogklog2
1 ek¥? 1 logk\ log(ak'/? log2)
o8 T 4g EYE log klog 2
¢e qui donne en développant
logk loga 2 +1 1 .
1 k+log, 2+ 1
Mk) = log(16) log4 T 4ak1/? log 2 R + o8
(1 - loga)(log, 2 + log a) '
log2log k

En remplagant suivant les cas a par 1,975 ou 2 dans les deux derriiers termes, on
les minore par une fonction de k dont I’étude des variations montre qu'elle est
positive pour k > 2000, et cela compléte la preuve de {i).

ktm—1
Démeonstration de (ii). Pour m > 0, la fonction k — log i————/ log k est crois-

sante; par suite la fonction k — log di{n)/log k est aussi d’apres la formule (2).
La fonctlon k— An(k,n) est done aussi croissante.

Soit k' > k, on peut écrire A-(k') = Ar(&, My, ) > A (K, My ,} et comme A,
est une fonction croissante de k

Ar(krv Mk,r) > Ar‘(k: Mk,r) - -’\r(k)

ce gui prouve la croissance de A.(k). Pour r > 1, on a pour tout n,

Argr (ko) = (A, m) — 1) 2221 1°g2'”
Il s’ensuit que
Arei(K) 2 Ava (B, My )
= (Ar(k, M) — 1)E0g2f4—k,r = (A(k) — 1)1052:Mkr
10g2 3

Comme par (10)9 Mk,r z 3a on a /\r-{-l(k) = (Ar(k) - l) r et que par (1): /\l(k)

n'est pas bornée, on voit par récurrence que A.(k) n’est bornée pour aucune valeur
de 7.
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4. Nombres k-hautement composé supérieurs

Définition 4.1, Un entier N est dit k-hautemeni composé (k-he) pour k > 1 si et
seulement si

n<iN= dk(n) < dk(N)

Les nombres 2-hc ont été étudiés par Ramanujan (cf. [12], et aussi [8]) et leurs
propriétés se généralisent sans difficulté aux nombres k-he avec k& # 2. Mais ce
n'est pas notre propos ici; citons seulement

Proposition 4.2. 5t N est k-hc alors
N =230 phr
avec b > I > ... 2 I,

Les nombres k-hautement composé supérieur (k-hes) ont été définis dans I'intro-
duction. Nous avons

Proposition 4.3, 5i IV est k-hes, il est aussi k-he.

Démonstration. Soit n < N. Ul faut montrer dp{n) < dk(N} Or, par (14}, on a
di(n) < (n/NYdg(N) < dp.(N).

Il nous faut maintenant justifier la formule (17). Pour étudier le maximum de la
fonction multiplicative dg (n)/n®, il faut étudier pour chague p premier le maximum
(;ce ia fomition f définie par f(m) = di(p™)/p™¢. Par (2}, 0n a f(m)/f(m—-1) =

+m - -

mF La fonction homographique t —

oe est décroissante pour ¢t > 0,
o ;

et elle vaut 1 pourt = t; = T Si ty n’est pas entier, la suite f({m}) est maximale

£

en un seul point my = |t} et si £y est un entier, elle atteint son maximum en
deux points to — 1 et .
11 sera commode d’écrire la formule (17) sous une autre forme. Définissons

log ('L+k 1 ) .
= > P > 19
7 log pour i > 1 (19}
On a vy = 1, et la suite v; est décroissante. Il vient alors
N.=N® =TT II »*, (20}

i gMiti<pLavi

avec la convention qu'en général, E(z) ={; mais si p = x“‘ alors £{7) peut prendre
deux valeurs, i ou ¢ - 1.

Proposition 4.4. Soit P7(n) le plus petit nombre premier ne divisant pas n. Pour
k fixé, on considére la suile (r;}i>1 des nombres k-hes rangés par ordre croissant.
Onany =1, np =2 et pour tout i > 1, nyy < P (ns).
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Démonstration. Cette proposition a été donnée par Ramanujang (cf. [12], Sec-
tion 36) lorsque k = 2. Pour k fixé, désignons par Xpm la solution en x de

l'équation -~ = m oll P est premier et m est un entier suf)érie'ur ou égal
klogx -1 H
21.0na
X logplogk
=expl{ ————~ | -
P T o (L4 )
On ordonne les nombres X, en une suite croissante: X Wox® . Ona

X0 = Xog =2, et X2 = min{X3 3, X31). Par la formule (173, on voit que,
pour X% < z < XU il y a un et un seul nombre N qui est aussi de la forme
Nyw et Nyusy. 31l emste un unique couple (p,m) tel que X® = Xp,m, alors
POAIT T = X® 3 y a deux nombres N : si N' est le plus petit, autre est pN”. S'il
existe deux coupies {p1,my) et (pg,ma) tels que X=X, = Kpsm, {Cest ce
qui se passe lorsque k = 3, X @ = x, 2= X3 =3) alors il y a 4 nombres définis
par Ny: N', piN', paN' et pipa N’ Sif existe s couples {pl,'ml) (p2,m2), .
(ps, ) avec s > 3 tels que X = Xy i, = Xpymy =+ = Xy, m. (nOUS avons
vu dans lintroduction que cefte situation est peu vraisemblable puisque, sous ia,
conjecture de Schanuel, elle ne peut se produire) alors il ¥ aura pour z = X {#) g3
nombres définis par (17): N, ;i N', ..., pipz. .- s N'.
Les nombres k-hes sont donc tous de la forme Ny définis par (17) et Ny
et Nyu+n ont un élément en commun, le seul nombre N défini par (17) pour
X® < ¢ < XU+ Ta démonstration de la proposition s’en suit, par la description
ci-dessus des nombres Ny et en remarquant que Xp.. = p et que par (17),
P~ (N} > z.

Démonstration du théoréme 1.1 (iii). Posons ¢ = s, deﬁmssons % par (15) et
écrivons N = N (&) Par (14), nous avons pour tout 2 > 1

log di(n) < slogn + logdp(N) — slog N. {21) -

En utilisant (2} et la décomposition en facteurs premiers de N donnée par {17), il
vient avec I, = Ip{z)

k—1+1
log di(N) — slog N = Z (log( 7 p) - stlogp) )
PSR/ ’

Liapplication du lemme 2.4 donne

logdy(N) —slog N < 3 w(l),
pSk”"

ol l'on a posé ¢(t) = (k—1+) log(k—1+2) —tlogt— (k—1)log(k — 1} — st log p.

La dérivée
v =t0g (A5 =roe (o (14 557))
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k—

L
Tl La fonction y{t) est donc

est décroissante en ¢, et vaut 0 pour £ = #p = P

croissante sur lintervalle [I,, to] et

k-

logdi{N} — slog N < Z y( ) (k-1) Z 10g1 1/ o

p<kl/e p<kl/s

ce qui avec (21) achéve la démonstration du théoréme 1.1.

5. Démonstration du théoréme 1.3

Lemme 5.1. Soit n > 2, P = P~ (n) le plus petit nombre premier ne divisant
pas n et n) le nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité. On
pose

logy(nF) (n) loga 7
log(nP) logn
Alors, si G(n) > 0, on a pour tout k > 1:

Alk,n) < A(k,nP)
ot A(k,n} est défini par (11).

(n) = (1+0(n)}

Démonstration. Posons
F{k) = log k(A(k,nP) — A(k,n)),
_ logy(nP) log, n
= =2 - e B=—-=—
log(nP) logn

N9tons que, comme nP > 6, A est strictement positif. Par (11) et par la multi-
plicativité de dy, il vient

F(k) = Alog dp(nP) — Blogdi(n) = (A - B) logdi(n) + Alogk.
Si Az B, on a F{k) > 0 puisque, par (2), on 2 di(n) > 1.
Si A < B, on a par (4)
F(k) 2 (A- B)n)logk + Alogk = G(n) logk,

ce qui achéve la démonstration du lemme.

T.emme 5.2. Soit k > 1. Le plus petit nombre k-hcs supéricur ou égal & 1619 est
inférieur 4 18000.

Pe’monstmtz’on. Par la proposition 4.4, il existe des nombres k-hes inférieurs ou
égaux & 1618 par exemple 1 et 2. Soit N’ le plus grand d’entre eux. N’ n'est
pas multiple de 11; sinon, par les prapositions 4.3 et 4.2, N’ serait multiple de
2x3 x5 x7x11=2310 > 1619. Le plus petit nombre k-hcs supérieur ou égal
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3 1619 est le nombre k-hes suivant N'. Appelons le N”'. Par la prop031t10n 4.3, il
vient

N < P~(N')N' < 1LN' < 11 x 1618 = 17998 < 1800'0.

Lemime 5.3. Soit N' un nombre k-hcs. Soit N” > N' et £ >0 tel que pour tout

n > N' on ait
dg{n) _ du(N"}
ne = (Nr.l)a T

(22)
Alors la relation (22) est vérifiée pour tout n > 1 et N” est k-hes.

Démonstration. Clest le lemme 4 de [9]. La démonstration est simple et utilise
uniquement la définition (14) des nombres k-hes.

Démonstration du théoréme 1.3. Montrons d’abord que M, > 26880. A laide
de l'ordinateur, on calcule pour 3 < n < 26879 la quantité G(n} définie dans le
lemme 5.1. On trouve G(n) > 0 sauf pour n € E ol

E = {480,768, 840, 960, . . ., 25920, 26460}

est un ensemble 4 93 éléments.

Par (13), {12) et le lemme 5.1, il est clair que P'on doit avoir G(Me} < 0. 1l
reste donc & prouver M;, ¢ E. Pour chaque n € E, on effectue avec MAPLE les
calculs suivants

F(k) = log k(A(k, 2nP ™ (n)) — A(k,n)).
En raison de la multiplicativité de dy, et par (11) et (2), F(k) est une expression
I
de la forme Z a;log(k + i} -+ b, et sa dérivée vaut
i=0
I
a; Pp(k')

P = L i = W+ D). (R D)

oll Pp{k) est un polyndme de degré au plus égal & I. Pour chaque n & F, on
vérifie que Pyr a ses coeflicients tous positifs. La dérivée F'(k) est donc positive
pour k > 1, et comme di,{1) = 1, et que par (11), F{1) = 0 on a bien F(k} > 0
pour k > 1 et n ne peut pas étre égal & M.

Si Pon calcule les polyndmes Pr pour tous les n entre 3 et 26879 on constate
quiils sont tous & coefficients positifs sauf pour n = 2310 et n = 4620. En ap-
profondissant cette méthode, il serait possible d'obtenir une mellleure minoration
pour M, que 26880. :

On pose ensuite

_ Mk)log k{logy Mk — 1)

(logy My ) (23)
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On note que, comme M, > 26880, on a log, My, > 2,3 et & est positif. Pour prouver
que M}, est k-hcs, on va appliquer le lemme 5.3 avec N le plus petit nombre k-hcs
supérieur & 1619, N = My, et la valeur ci-dessus de €. Par le lemme 5.2, N’ est

inférieur & 18000, et comme M) > 26880, on a bien N' < N”. On doit prouver -

que pour n > N', la relation (22) est vérifide, c'est-a-dire
log dir(n) — elogn < log di (M) — =log M. (24)

On écrit

logdy(n) — elogn
Alk)log klogn Mk) log klogn
= { logd, - - .
( oz di{n) loglogn ) ( loglogn €log n) (25)

Par (11) et (12) la premiére parenthése est négative ou nulle, et par (13) elle est
nulle pour 7 = M. La seconde parenthése vaut A(k)logky(t) avec t = logn et

) = 1 _ 1 :
y logt logo My {log, M2/

() ( 1 1 ) 1___#1#L 1
¥ logt log2 M, logt log, My

logy My
logy My — 1
< 1. L'étude des variations de la fonction ¢y montre que

La dérivée

g’'annule pour ¢; = log M} et ¢ty = exp( ), et comme log, My > 2,

onal < ty < &

log My
y(t) < ylt) = Lz pour tout t > €%, et de (25) on déduit
(logy M)
A(k) log k log M
logd —el < - = 0 TSR e Tk
og di{n) — elogn < logdp{ M) — £ log M, (log, My)? (26)

pour tout n > €% et donc pour tout n > N’ puisque N' > 1619 > . Par le
lemme 5.3, on conclut que Mj, est bien k-hes, et la valeur de 2, annoncée se déduit
de (23) et de (15).

6. Démonstration du théoréme 1.4

Démonstration de (i): pour k > 2000, on o zx = 3.
Prenons k£ = 2000 et supposons xy, < 3. Par le théoréme 1.3, on a My, = N} ("")
Nous notekroni N = N(") pour simplifier. Par (17), on a N = 27 et d’aprds (16)
- k-1
= klog2/logze _ 1~ klez2/log3 _ ¢~
k — &% + 1 est croissante pour k > 2 et s’annule en kg = 25,084.... Done, pour
k > 2000, on a

Notons que la fonetion k — '98 %/ 1083+0.4 _

k-1 0,4
I< Tosz/logd _ | i < k. (27)
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La formule (2) et le lemme 2.3 donnent

ke log N
I

logdk(N):log(k+§-1)<Ilg (lgk+1—log2N+log22)

Par (13) et {11), il s’ensuit que

logy N /. 1—1logy N +log, 2\ |
ME) = Ak, N) < °g2 (1 08z LY + 108y )

log 2 log &
D’aprés le théoréme 1.2, il vient :
1+log, 2

1—logy N +logs 2 log k
i R .= Tl Bt~ i 2
togy N (1 + - )2 R (28)
Posons log,(N) = tlog k; (28) devient i
1+logy2 logk 1+log,2
B - ) WP LA e Y
tlogk(l T ) - 7 >0
1 L 1+l '
Or, le trindme en ¢ ci-dessus a comme racine t = _ et £ = - Mj_;f_[g_z_'
2 2 2logk

Donc, pour qu'il soit positif, il faut ¢ > 1/2, c’est-a-dire log NV > vk, soit en-

core I > % > vk ce qui contredit {27).

Démonsitration de (ii): pour k > 2,5-10%, on a z > 4. -

Posons ko = 2,5 - 10%. Supposons que l'on ait 3 < z;; < 4; alors d’aprés le
théoréme 1.3 et (17), on aurait M, = N(’“) gl2(exlglatan) Nous ferirons pour
simplifier N, z, I, J au lieu de N,(,k), Tk, Iz(mk), et I3(xr) respectwement de telle
sorte que N =273, Le théoréme 1.3 donne alors i

logz  logN logy V

2 = . 29
logk logde(N) log, N —1 (29)
Minorons I et log I: on a d’aprés (16)
k-1 k
Iz Flog2/logz . -1z Llog2/logz —1
cara>b>l=>{; i > 3 11 s’ensuit que

> 1—-iog2/logx _ 7

T2k (1 logk) (30)
log ko
avec 7 = 0,06412 > W,
log I > (1~ log2/logz)log 1 gk: -
; : 31
avec ' = 0,06426 > —log (1 ) logky. |
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On peut déduire de (30)
I > okt 708/ 1987 syee ¢p = 0,995 < 1 — 7/ log ka. (32)
Notons que de (32}, on déduit
T > 0,995 k) '8/ 1983 5 998, (33)
Majorons J: on a d’aprés (16), pour &k > kg

J< k _ kl—lugi}/iogz (1 +

1-log3/log
= klog3/logz _ § ) < ok TOES 0BT (34)

avecc; =1+ <1+ 1075 1l vient ensuite

k_gjgﬂliogtl _1
logV = Tiog2,  logy NV 2 logl +logy 2. (35)
On a par (16)

k-1 k—1 11
JS[S;;;]cgE/loga:_lS \/__1=1+\/ES EJE

pour k 2> 100, et par (2) et le lemme 2.3, on peut écrire

logdi(N) < Ilog% + Jlog%E

soit
tog di (V) < I { 1o k—+ L (36)
g 2 log oz ke
ol p= % logk log (-k;) est majoré plus loin.
logy N

En observant que log N est une fonction croissante de N pour

log, N -1

1
log, N > + 5 (soit log N > 5,05 ce qui est vérifié par {33) et (35)), la for-
mule (29) donne avec (35) et (36)
log x ‘ 1 1
— > log2 37
logk — 08 ( 10gI+E0g22—1)10g +10gk ‘ (57)

. k .
Majorons p: la fonction J -+ J log-; est croissante pour J < k (ce qui est

log3/log4

assuré, car pour & > kg, on a par (34) J < ¢1kg k < k). On a donc par

(32) et (34)

€1, _lag(3/2)/ logx ( leg3 )
< 2 4 —logk}.
lp“r:ok logk 1+10gm 8
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Or le membre de droite est une fonction de k et de x, qui, pour x fixé > 1 est
décroissante en k, pour k > 3,6logz. Donc, pour 3 <z <det k> ko, ona

: _ log 3
o< %ko log(3/2)/ log 2 o0 o (1 n 1§§w log ko).

Maintenant, le membre de droite est croissant en = pour 3 < z < 4. On a done

€1, —log3/2/ logt log 3 <
Py log k"(l—og4 log ko + 1) < 2541,

En posant pp = 2,5241 (37) devient donc:

loga: 1 1
38
ogk “10g2(1+10gI+log22—1)log’W+l{ﬂ (38)
1 1 t—a+1 .
i ——} = ———————— st t
La fonction t — ( t—a) (b—t) D) es crmss?.ne en ¢ pour
t>th=a—2++vVb+4—3a. Enposant a =1 —log, 2, b=1+105gk+%,on

obtient {p < y/logk. Un ca.lcul simple montre qu’il résulte de {31) que t=logl >
(1 — log2/log3)

. Done le second membre

log k

log ko
de (38) est une fonction croissante de log 7, et (31) et (38) donnent
lo logz 1 1
>log2(1+ ,)xl Py e
logk (1— lo“)logk%—logz -1- kg oglogzg_ +1+4 5524

On pose X = logz, K logk, L = log, 2 et Pon multiplie les deux membres par
K :
log 241+ al ; i . I vient en développant

X + log 2 log 2
?(HpoKﬂ)2 log2 a 12£+i—1
(1-k+r-1-% z+L

(car X = logz < log4) et encore
2log2
T {1+ HE) (1 e

Mais le dénominateur est inférieur & 1 (car {2(L —1)| > po+7') et donc on obtient
X =logx > log 4 ce qui est contraire & 'hypothése z < 4.

(39)

Démonstration de (iit): pour k > 400000, on e zp < 5.

On suppose & > ky := 400000. Comme dans les preuves de (i) et (ii), on utilise
le théoreme 1.3. On a A(k) = A(k, Mx) et My = N quon notera; N. On notera
x au lieu de z,. On a par les théorémes 1.2 et 1.3

logk
log 16

1 1
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et par {17) .

v=T[r" < Hp(zm?ﬁ“fm'g—z_,)

p<z Pz

Cette fois ci, il nous faut majorer N, et en reportant dans (40}, en déduire une
majoration pour x.

Nous procéderons en deux temps: d’abord, nous montrons la majoration gros-
sitte z = =z < 18. Dans les calculs qui vont suivre, nous supposerons que
£y <z < &;. Les variables &, et £; sont initialisées & £ = 16 et & =

La fonction t — étant croissante pour £ > 0, onapour & < & et k > ko

klogp/logz _ k(llogp/ gy _
> .
logp logk/logxz ~ logp logky/ log &1
k-1 (k—~1)logx
D'aprés (16), on.a [, < pegr/logz Z ] = ap(€)logk logp ©

klog pflogz

ap(x) = log .

log kg logp

Notons que ay{oc)} = 1. Avec les notations de (19), écrivons N < H P H pir—!

psz  plz'2
avec vz = log((k + 1)/2)/logk. ‘
En utilisant la majoration de la fonction de Chebyshev (cf. [16]) valable pour
tout t > 0

(1) = Z logp < at avec a = 1,000081
P premier<i
et la décroissance en p des exposants I,(z) donnés par {16}, il vient
log N < ax + (fs — Lax*? < ax{l + Lzx*2™)

(k—log= i )
az(&1)logklog2 zl-va /-

gax(lJp

t 1
Comme pour tout £ > 0 et © > 0, c;g < —,ona
eu

(k1) !
log N < ax (1 + eaa{€)logklog2 1 — (log(k + 1)/2)/10gk) .

Comme

k+1
log * =]ogk+log(1+%)~—10g2§[ogk+%—log2,

il s’ensuit que

k-1
log N <
o8 ack ( eaz(él) log 2(klog 2 — 1))
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Compte tenu de la décroissance en & de 'expression dans la parehthése, il vient

avec

1 ko —1 3
= : 42
(&) ‘”(k + eag(fl)logQ(kologZ—l)) : (#2)
Comme N = M;, et que par le théoréme 1.3, on a M, > 26880, iil s'ensuit que
logo N > 2. La fonction ¢ — t + Z—l-f est croissante pour ¢ > 2; il vient donc
d'aprés (41) et (40)

log k

1 1
L i 1] —_— .
Ton 16 + 0,4569 e (ogm+[ogk+!og'm(§1)+ + )

108(’?0(5;1)’0@ -1

En supposant % > & := 16, il vient

logk + log (€1} +1 log(la-;ol(el)k)—l

logz < Togk Tog & .
ek 05431 Toek . 0,5431

Le membre de droite ci-dessus est la somme d'une fonction homographique de logk
et d'un terme décroissant en k. La fonction homographique est décroissante en k
pour ¥o{&1) > exp(—0,5431Jog 16 — 1) = 0,0816... . Sous cette condition, on peut
écrire pour tout k > kg

(43)

log ko +logvo{&1) + 1+ W

ko
logky 05431

logar =logx <

On utilise trois fois cette formule, avec successivement
& = oo, a3 =1, y(&) = 0,77 alors z < 28,06,

&y = 28,06, az = 5,07, 1 (&:) = 0,152 alors o < 18,98,
&, =18,98, ap = 6,53, (£} = 0,118 alors z < 17,84,

On peut donc supposer maintenant que £ < o < & avec £y = 4 et £; = 18.
Nous allons utiliser le fait que z est borné pour mieux majorer les I Nous avons
par (16)

k o 1 Lolesp
I(z) € o = k' TR | L e | < coly) kT TeEn 44
p()—k%_l ( %g_g_g_ )_ 0(‘51) ( )
avec :
1
CU($)=1+

2/1 :
kéog /ogm_l
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1I s’ensuit que, par (17}

log N < co(€r) Y KTEE logp

2<p<z

= cp(£ )k ToEE (logZ + YRR Iogp).
s5pa

log(p/2)

On pose a{z) =log 2 + Z ky == logp < alfy), b= b(z) = log(co(z)alz)) et

3<p<z
= 1 log2 c'est-a-dire L = M (45)
2 logz log = log 2
Nous obtenons ainsi une meilleure majoration que celle de la formule {41)
log N < co(£: )a(£y)k! 082/ los = (46}

dont on déduit
1
logo NV < (1 —log2/logz) logk + b(E1) = (§ + T logk + b(£1). {47)
En procédant comme précédemment, avec les formules (40) et {47} il vient

1
_05—]3+0316

< (% -7) ((§+T)logk+1+b(£1)+ (%+T)1og;—1+b(51))’

soit
2T -1

> 1
T?logk + T(L+b(61)) - 3b(61) - 0,184+ T3 lesF 27300 =% (48)

On pose K =logk. On a K > log 400000 > 12. Comme 4 < ¢ < 18, par (45), on
a 0 £T < 1/2. La solution de I'inéquation (48) est donnée par le lemme:

Lemme 6.1. Soit b un paramétre réel, b > —0,368. On pose
2r -1
(14 2T)K -2+ 2b
Pour chague K fizé, K > 132, l’équatz’on JT,K) = 0 a une el une seule solution

Ty = To(K) dans Uintervalle [0,1/2] et Ty est une fonction décroissante de K pour
K> 12.

AT K)=T*K+T(Q+b)— = —0,184 +

Démonstration du lemme. Pour K > 12, on a

b 1
f(O,K)—*E—O,].S‘i— m <0

et

f(l K)={-§+0,316>0.
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De plus
4K+b-1) S
{(1 +2T)K — 24 2b)?

pour K > 12 et 0 < T < 1/2. Ceci prouve l'existence et l'unicité de Tp(K). Sa
décroissance résulte du théoréme des fonctions implicites puisque
1—47?

of _q2
o L =T ek —a e 0

aF _
sp (LK)} =2KT +1+b+

pour 0 €T <1/2
Trois passages par la formule (48) conduisent au résultat:

L | a< | oo | 0 | Tplko) £ | mp €
18 (0,91 1,048 | -0,04 0,1 5,66
566 | 0,75 | 1,006 | 0,28 | 0,07 5,02
5,021 0,74 1,004 | -0,29 0,069 4,994

13,1

Démonstration de (iv): pour k > 400000, on a xp £ 4+ —— Togk'
Nous allons en fait démontrer

I log2 < 0,9_ f (49)

Le théoréme s'en déduira, car on aura

log4
= < [
r xk_exP(l—lS/logk)

log4

et la convexité de la fonction y(t) = exp ( t) pour ¢ £t =1 8/ logk <ty =

1,8/log ky < 1 implique

(1) — 3(0) < i(y(to) ~ (0)),

{7 13,1
soit pour k > kg = 400000, z < 4+ I, g¥lta) =4 ") /k k<4+ m:
Nous conservons les notations precedentes Nous savons mamténant par (17)
queN = 2737 puisque z := z, < 5. On va majorer plus ﬁnement I = Ih(x) et

J = I3{z). Par (16), il vient

k 1—log 2/} 1
I<—klog2/log:n_1:k og 2/ logz 1+—kl°g2/log$_1: R

et —1

soit, en utilisant la croissance de la fonction ¢ v

- 1.1-log 2/ logx cl(ko} 1
I<k (1 + Togk avec i (k) =logk Fiog2/logs _ ]
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et ¢1 (ko) < 0,051. De méme

J< Lt -log 3/ log (1 + Cl(ko))
log &

On a alors

log N = Iog2 + Jlog3 < a(ke)k! 082/ log= ( + cllo(:;’c)) (50)

avec a(k) := log 2 4+ &k~ '108(3/2)/ 1085 1553 1] suit

log a(k) < logJog 2 = (loig) | loE(3/2)/ log

to

La fonction ¢+ e*/t est croissante dans [1, +oof, donc pour £ > £ > 1, el > %—t.
0

log 3/2 - log3/2 .
Avect = 02 5 logk et tg = logé log ko, on obtient

2( o}

loga(k) < loglog 2 + ——* log 3) logk

avec cz2(k) = (logZ frog(3/2)/ log s~
et caf{ko) £ 0,793. De (50), on decluit done

ca(ko)
fgz (51)

avec c3(k) = (k) + ca(k) et es(kq) < 0,85. I découle des théorémes 1.2 et 1.3

log, N < {1 —log2/logz)logk + logy 2 +

log2 i logk log,2+1
log 2)A(k 1 — ) poeryeRt T 2
(oB2NK) = (52 (log, N 41+ o ) > ¥ER 4 2L (o)
1
En posant T = » — °g2, K = logh, u = 2822F1 _ g6
2 logz 2
v:i=2-2log, 2 =2367..., c:= 0,85 > e3(kg), il vient
1-2T
TR +T(2u+2) - -5 <0.
(%)~ 3 T+ -v+% =

Le dénominateur de la derniére fraction est positif pour k > kg. Posons T = /K,
multiplions par 2K? et développons. Nous obtenons avec MAPLE:

422K + (2K° + (~2v+ 8u) K2 + 8cK) 2
+ (AuK® + (—dwv + 4) K2+ (-2cv + 8uc) K +4c%) z
+(-2—¢) K+ ek — 22K <0.
Notons le premier membre de l'inéquation précédente f(z;K); en remplagant
u, v et ¢ par teur valeur numérique, on obtient
flzi K) = 42°K? + (2 K° — 2,932K? + 6,80K) 2*
+ (1,267K% + 0,537K* — 2,492K + 2,890) z
~ 2,85K°% 4+ 2,323K2 — 1 445K
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On calcule
af 252 3 2
5, 12T K2 (2 K® — 2,932K* + 6,80K) z
- :
+ 1,267K° + 0,537K? — 2,402K + 2,890

et 'on vérifie facilement que f(z; K} est une fonction croissante de z pour z > 0
et K =logk > 12. Par suite si f(zp; K) = 0, il vient z < 2. '

On a f(0,9; K) = —0,090K° + 3, 34TK? + 1,820K + 2,601 et f((] 9; K} > 0si
K < Ky := 37,74, la racine réelle du membre de droite de I'équation précédente.

Par suite si logk < 37, 2 = T/K < 0,9 et cela prouve (49) pour ko < k <

106 < exp(37).

Supposons maintenant & > k; = 800000. On recommence les ‘mémes calculs
en remplagant kg par k1. On a ¢ (k1) < 0,04, eo{ky) < 0,702 et clans F(z K}, on
prend ¢ = 0,75 > e3{k1). La dérivée en =

% = 1222K242 (2K* - 2,932K? + 6,0K) z+1,267TK° 40,537 K *~2,199K +2,250

est positive pour K > 13, et l'on a
£(0,9; K) = 0,010K3 + 3,074K® + 1,756 K + 2,025 .

qui est toujours positif pour K > 0. Cela achéve la preuve de (49), et aussi celle
du théoréme 1.4. ;

7. Démonstration du théoreme 1.5
Draprés le théoreme 1.4 (i) et (i), on sait que, pour k assez grand, M, = N
1\
s'éerit 2737 et que de plus, par (i) et (iv), z =z = 4+ 0O @) . Il s’ensuit que
klogi/log:: = k1/2 ;

fol f(t) = g(tj signifie f = O(g) et g = O(f)). Par (16), il vient

I = Iy(2) = g + O(1) = K B (14 OG /%)) = /()
klege -1
et
J = Iz{z) = k'ﬂ; +0(1) = 0Tk 7).
Togz — ]|
1} suit : :
log N = Ilog2 + Jlog3 = Ilog 2(1 + O(k~7)), | (53}

togf = (1— %%)Iogk+0(k'l/2) (54)
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et
1 -3 log2 1/2
oga N =logl+log, 2 +0(k™F) = " foaz logk +1log, 2+ O(k™/%). (55)
On & aussi par (2) et le lemme 2.1
ke log k
log d{2) = T (log = +0 (klgﬂ))
log di(37) = O(J log k) = O (tog k)k™F),
d’olr
k
log dr(N) =Ilog—I§(1+O(k76)). (56)

Considérons alors la refation fournie par (13), {11) et le théoréme 1.3

logde(N)log, N 1 (logyg N)*

A} = iR N = loss log N = (57)
par (56) et (53), elle devient
logz(logk + 1 — log N(log, N — 1){1 + O(k~P)) = logklog2log, N
En utilisant ensuite {54} et (55) on a successivement :
(logz + log 2log k){log, N — 1)(1 + O{k 7)) = log klog2log, N, _
log 2(logy N — 1) — log 2log k -+ O{(log k)°k %) = 0, (58)

log .
log = ((1 - @) logk + log, 2 — 1 | —log 2log k + O((log k)2k~F) = 0,
log,2 -1 _a
1 1+ —=——— ] =log4 log &)k
oga (14 2221~ 0g+ O((og )k 7).

ce qui démontre (i). Le développement asymptotique (ii) se déduit de (i) par les
régles usuelles de calcul sur les séries formelles.
11 reste & démontrer (iii). Pour calculer A(k), utilisons

ME) = @ (log;,_ N+1+ (59)

1
loga N—1/"
qui découle de (57). Par (1), (54), {55} et (58) on a successivement

log2 1 logy 2 — 1 (logk)
L L Lk Y e LA N
logx 2( + log & + kB

- 2
log I = logk+1 10g22+o((logk) )’

2 2 kP
_logk  1+log,2 (log k)2
log, N = 5t 3 +0 WP )

1 1 +0 w]:“
logz{logy N — 1} log2logk k8
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et en substituant dans {59), on bbtient

1 logy 2 — 1 (iogk))
C) = O —= X
Alk) 2log 2 (1 * log k + k8

logk 1+4log,2 (log k)2 1 : 1
X(—2_+_§W+1'+O P +10g210gk’+o kP

qui fournit aprés développement le résultai annoncé.

8. Démonstration du théoréme 1.6: décroissance
de la suite A(k)/logk

Lemme 8.1. Pour k > ko = 400000 ef pour u vérifient 1 < u < 2;5\/5, on a

u kE+u~—1 ulogk 2y |
R (R EE (1+2).

Démonsiration. Le lemme 2.1 donne

k
log di.(p"} = u (log f + 5w, k))

et Ton sait minorer S(u, k)
ePour 50 S u < 2,5kY2 on a

St k) 2 ﬂ __bg(z )" S T TR T %
7 6,25, log(2x) log50 . 1
z *{25 EECIRR BT 100 12 x 502
511
> - > —0,08
2 gq; ~ 0058

pour k > kp. Il vient par le lemme 2.1

1
log dp{p*) = ullogk + 1 — 5 log k — log 2,5 — 0,086)

4f
>u 1Og"%()oza ulogk [, , 0,046
2 logk:

et 0,046/ logk > 2/k pour k > k.
e Pour u < 50,0na

v log2r  logu o? i L
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et on en déduit

logdi(p*) = u(logk + 1 — log 50 - 1,2}
> u(log k — 4,12)

wlog k 2 1 1
=3 (1+E) {logk(——}c—) —4,12}.

La quantité entre accolades est positive pour k > ky et cela compléte la preuve du
lemme 8.1.

Lemme 8.2. Soit t un nombre réel > 5. Alors on a Uinégalité
1 log(t — 1) 2 - 2
logt ~ tlogt’
Démonstration. Par le développement en série du logarithme, on a

1, 1 1 1 1
! -y === {14 =
og(1-3) S5~ 5 t( +2t)

et Pon en déduit

log(t — 1) 2_ log( ) %(1+% :
( log ¢ )ﬁ(]'% logtt - _Tgt—z—l

2 logt—(1+§1;)2< 2
tlogt 2logs - tlogt

en observant que pour t > 2, 1 4 »2}; < 2 et pour t > 5, logt > %g

Démonstration du théoréme 1.6. Soit kg = 400000, et k un réel, & > kg. On va
montrer que

Alk —1) A(k)
. log(k —1) ~ logk’
Soit M. défini par (13). On a
Alk) _ Ak, Mi)
logk  logk
et par (12}
Ak~ 1) _ A(k -1, M)
loglk~1) = loglk—1)

Il suffit done de montrer
Ak =1,My) Ak, M)
log(k—-1) ~ logk
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ce qui s'écrit par (11}
togde—1(Mi) . logdy(My)
(log(k—1))* = (logk)?
Par les théorémes 1.3 et 1.4 et la formule (17), nous savons que M;c: = N = 2f235

avec In > I3 > 1. Il nous suffit donc de prouver que pour p = 2 et p =3 on a
Uinégalité ;

log di,_:(p'r) . logdi(p')
(log(k —1))2 = (logk)?

dk_l(p"”) _ k-1
di(p'») kE-1+1,

log dk(pfv)(l - (“’gi(o’“g - )) ) > log (’“—“kl_%%) (60)

Par linégalité (44) avec & =5 et par (49), on a

Or, par (2}, on a et il nous suffit donc de ;:)rouver

Iy(w) < co(5)k! 1o
< 1,004 kM/2kE 1055
< 1,004 KY/2E =5 = 1,004 exp(0,9)k/2
<25vk

et I'on peut appliquer le lemme 8.1 & di, (p'7). Par les lemmes 8.1 et 8 2, le membre
de gauche de {60) est supérieur &

Llogk 2 2 I, 2 Ip
o it ek 2V =E Z1 >
2 (1+k)klogk k l+k “ k-1

pour k > 2, tandis que le membre de droite vérifie

E—141Y Ip I
log( P )-10g(1+k__1 <k—1’

ce qui termine la démonstration du théoréme 1.6.

On peut sans doute montrer que la fonction A(k)/log(k) est décroissante en £,
mais cela semble nécessiter des inégalités un peu techniques sur la fonction I'.
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