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1. Introduction. Le nombre Eulérien A(n, k) dépend de deux parame-
tres entiers n > 1 et k, 1 < k < n. On peut le définir a I'aide de la relation
de récurrence triangulaire

(1) A(n, k) =kA(n—1,k)+ (n—k+1)A(n— 1,k —1)
valable pour n > 2, et des conditions initiales
A(n,1)=An,n)=1, n>1.

Il est commode de poser, comme pour les coefficients du binéme, pour
n>1, A(n,k) =0 pour k € Z, k <0 ou k >n+ 1 et alors la relation (1)
est valable pour tout k£ € Z. Les nombres FKulériens vérifient la relation de
symétrie
(2) A(n,k) = A(n,n —k +1)
et pour n fixé, la suite A(n, k) est croissante en k, pour k < |(n + 1)/2],
puis décroissante en k, pour k > | (n+1)/2], ou |x] désigne la partie entiere
de z. Nous poserons

M, = max A(n, k).
Lorsque n = 2m, ce maximum est atteint deux fois :
My, = A(2m,m) = A(2m,m +1).
Lorsque n est impair, il n’est atteint qu’une seule fois :
Mopmi1 = A2m+1,m+1),
et la relation (1) donne
(3) Mopmi1 = 2m+2)May,, m>1.

On pourra trouver les définitions et propriétés ci-dessus dans les ceuvres
d’Euler ([Eul], p. 373) ou dans [Com]| ou [Knu|. Dans les articles [Nic| et
[L-N2], des représentations intégrales de A(n,k) permettent d’étendre la
définition de A(n, k) lorsque n et k sont réels.
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Dans [L-N1], le maximum M,, a été étudié; un développement asympto-
tique et différentes inégalités ont été présentées. De plus, une table de M,
pour n < 50 est donnée. La lecture de cette table montre que M, se termine
fréquemment par 0, et laisse conjecturer que les valeurs de M,, ne sont pas
équiréparties modulo 10.

Compte tenu de (3), il suffit d’étudier les congruences vérifiées par M,
lorsque n est pair. Nous démontrerons les théoremes suivants.

THEOREME 1.1. Soit p un nombre premier, et a > 1 un nombre entier.
1l existe des nombres entiers a, dépendant de m, p, et « tels que ’'on ait

(op”—1)/2 1/2m —2r
— (e}
Mo, = TEZO ar-Q(m_r>modp

pour m vérifiant 2m > ap® — 1.

THEOREME 1.2. 1. M, est pair pour tout n > 1, sauf lorsque n = 2F,
k=0,1,2,...
2. Soit p un nombre premier impair et m > 1. Soit

I
m = E m;p*
i=0

son écriture en base p. S’il existe un chiffre m;, 1 < i < I, vérifiant m;
> (p+1)/2, alors Ma,, =0 mod p.

3. Si tous les chiffres m;, 1 <1 < I, vérifient m; < (p—1)/2, et mg =0,
alors Ms,, % 0 mod p.

4. Soit p un nombre premier > 2, et a > 1. Soit § tel que o < p®. Si
Mo+ > 1, et si parmi les chiffres m; avec i > o+ B+1, il y en a au moins
a tels que m; > (p+1)/2, alors Ma,, = 0 mod p®.

La démonstration du théoreme 1.2 repose sur celle du théoréme 1.1, et
sur les propriétés de congruences des coefficients bindmiaux (2;2:3’“) (cf.,
ci-dessous, lemme 2.2).

La démonstration du théoreme 1.1 est basée sur la formule suivante, due
a Worpitzky (cf. [Wor]) :

(n+1 n
Awm = ¥ (" w-ar
0<j<k J
qui donne

(4) Map = A2m,m) = Y (-1) <2mj+ 1) (m —5)*™,

0<j<m
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et sur les propriétés arithmétiques des sommes

5) sokn= 3 1)

0<j<n J
j=l mod k
et
(©) ok )= 3 (-1 (“) .
0<j<n/2 J
j=l mod k

Dans le §2, nous donnons la preuve de certains lemmes généraux, dans
le §3, nous démontrons les théoremes 1.1 et 1.2, et les §4 et §5 étudient plus
précisément le cas des congruences mod 8 et mod 3 vérifiées par M,,. Ces
propriétés ont été vérifiées par ordinateur pour n < 200.

Dans [C-R], Carlitz et Riordan ont démontré que, pour p premier et k
fixé, p'~t < k < p’, les nombres A(n, k) vérifiaient, pour n > e,

A(n+p T (p— 1), k) = A(n, k) mod p° .

Mais, a part ce résultat, nous ne connaissons pas d’autres congruences
vérifiées par les nombres Eulériens.

J’al plaisir a remercier P. Erdés et A. Schinzel pour les discussions que
nous avons eues sur ce sujet, L. Lesieur qui a attiré mon attention sur les
nombres Eulériens, et plus spécialement sur les nombres M,,, et les collegues
de I’Université Nicolas Copernic de Torun, Pologne, qui m’ont accueilli en
octobre 1992 : c’est pendant ce séjour que la plus grande partie de ce travail
a été effectuée.

2. Quelques lemmes

LEMME 2.1 (Théoréeme de Lucas). Soit p un nombre premier, et deux
nombres entiers n et k qui s’écrivent en base p :
I I

n=> mnp, 0<n;<p, k=) kp', 0<k <p.
i=0 i=0
Alors on a la congruence pour le coefficient du binéme :

(1) =11 () ot

avec les conventions habituelles (ZZ> =0 sik; >n; et (8) =1.
Démonstration : cf. [Luc], p. 417, ou [Ber], p. 113.

LEMME 2.2. Soit p un nombre premier. On désigne par v,(n) la valua-
tion p-adique de ’entier n, c’est-a-dire le plus grand exposant « tel que p®
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divise n. Soit m € N, et son écriture en base p :

I
m:Zmipi, 0<m; <p.
i=0

Alors on a :

1. Up((%f;)) =0 si et seulement sim; < (p—1)/2,0<i<1.

2. v (™) > S [2mi/(p + 1)] (cette somme compte le nombre de
chiffres m; qui sont > (p+1)/2).

3. Lorsque p = 2, linégalité ci-dessus est une égalité : c’est-a-dire,
vp((zr’:)) est exactement égal au nombre de chiffres 1 dans le développement

binaire de m.
4. Lorsque p > 3, on pose
(a) wi=0sim; <(p—1)/2,
(b)wi=1sim; > (p+1)/2 et mi—1 < (p—1)/2,
()w; =t>2sim; > (p+1)/2, et simp1 =My = ... =Mip4-1 =

(p—1)/2.
() =3

Alors,
Démonstration. Comme (*7) = 2m!/m!?, on a
2m > . iy
a=u (%)) = 3 () ~2lmp ).
=

Or la fonction x — [2z] — 2|z] vaut 0 ou 1 suivant que {z}, la partie
fractionnaire de z, est < 1/2 ou > 1/2. Ici,

(7) {mp™7}y =mj_p~ " +my_op P+ ...+ mop .
Si tous les chiffres m; sont < (p—1)/2, on a
_jy_p—1 1
U S )

et cela démontre le point 1.

Simj_1 > (p+1)/2, alors mp™ > (p+1)/2p > 1/2, et cela démontre
le point 2.

Lorsque p = 2, la condition nécessaire et suffisante pour que le membre
de droite de (7) soit > 1/2 est m;_; = 1, et cela démontre le point 3.

Lorsque p > 2, le membre de droite de (7) peut étre > 1/2 lorsque
mj_1 < (p+1)/2, mais seulement dans le cas suivant : il existe k > 1 avec

mjij—1=mMj_2=...=Mj_ = (p— 1)/2

et mj_p_1 > (p+1)/2, et cela acheve la démonstration du lemme.
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Tout entier n peut s’écrire n = 2°¢, avec t impair. On définit la partie
impair de n :
imp(n) =t.

LEMME 2.3. Soit n € N, et son écriture en base 2 :

o
n= E n;2";
i=0

alors

(8) lmp(n') = (_1)2,?20 \_(ni+2ni+1+4n¢+g+3)/4j mod 4
et

9) imp(2¥!) =3 mod 8  pour tout k > 2.

Démonstration. Définissons d’abord

fa(n) = I *
k<n
k=2 mod 2211

Pour a = 0, fo(n) est le produit des nombres impairs < n, et fo(n) mod 4
est une fonction périodique de n, de période 8. Il est facile de voir que

fo(n) = (—1)Ln+3)/4) mod 4
= (—1)lro+2n1+4n2+3)/4) mod 4

Ensuite imp(f1(n)) = fo(|n/2]
imp(f1(n)) = (—1)Lm+2natinst3)/4] mod 4

(_
(_
) et donc

De facon similaire, on a

imp(fa(n)) = (_1)\_(na+2na+1+4na+2+3)/4j mod 4

et (8) résulte alors des formules

(10) nl = fom)fi(n) ... faln)...
et
imp(n!) = imp(fo(n)) imp(f1(n)) . ..imp(fa(n)). ..
Pour démontrer (9), nous observons d’abord que

imp(2°1) = fo(2°) f0(2" ") 0(2"7%) ... fo(8) fo(4) fo(2) -
Mais, pour tout a entier,

(8a+1)(8a+3)(8a+5)(8a+T7)=1-3-5-7=1mod8
et donc, pour k > 2,

imp(2*!) = fo(4) fo(2) = 3 mod 8.
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LEMME 2.4. Soit
7=l mod k J

p un nombre premier, et o > 1 un nombre entier. Alors

(11) S(n,p*,1) =0 mod p"
pour tout l € Z et n > rp®.
Démonstration. En utilisant la relation (7;) = (";1) + (?:11) on
observe d’abord que, pour n > 1,
(12) S(n,k,l)=8S(n—1,k,1)—Sn—1,k1-1).

En itérant la relation (12) on obtient

p” fel
(13) S(m %, 1) = 3 (~1)PS(n — p%, 5,1 — ) (p] ) .

§=0
Mais dans la somme ci-dessus le terme en j = 0 et celui en j = p® s’annulent,
car S(n, k,l) = S(n, k,l—k). Par ailleurs, par le lemme 2.1, (p;) est multiple
de p, pour 1 < j < p® — 1. On voit donc que pour n > p*, S(n,p*,1) est
multiple de p, et par récurrence, la formule (13) démontre (11).

Remarque. A. Schinzel a observé qu’en calculant la somme S(n, k, 1)
a partir des racines k-iemes de I'unité, on peut démontrer que

up(S(n, k1)) = [n/e(p®)] — o

ou ¢ désigne la fonction d’Euler, et [2] = min,, >, n désigne le plafond de
x. Ce résultat améliore le lemme 2.4 pour n > ap®(p — 1).

LEMME 2.5. On définit

on k)= > (-1 (”)

0<j<n/2 J
J=l mod k

et
1 sin=I[modk,
x(n, k1) = {0 sin Z 1l mod k.
Alors on a, pour n > 1,

on,k,l)=0c(n—1,k1l)—ocn—1,kl—-1)4+a(n,k,l)

avec

a(n, k1) = (—1)/2. ;(n%) N
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st n est pair et

a(n, k,1) = (—1)(n=1/2 (

n—1

(n — 1)/2))(((71 —-1)/2,k,1—1)

st n est impair.
Démonstration. On écrit o(n,k,l) = S + S2 avec
(n—1 (n—1
= Y () w s 2 e (1))

0<j<n/2 J 0<j<n/2
j=l mod k J=l mod k

Or S; est tres voisin de o(n — 1, k,1). En fait, si n est pair,
S1=oln— 1,k D)+ (~1)"2(" 7 V) xn/2,k0)
) n/2 ) 9

et si n est impair, S; = o(n — 1,k,1). Quant a S, on a

e Y _(_l)z(n;l)

—1<i<n/2-1
i=l—1 mod k
et 'on a Sy = —o(n—1,k,1 — 1) si n est pair, et

So= —o(n—1,k1—1)

si n est impair, ce qui acheve la preuve du lemme 2.5.

3. Démonstration des théorémes 1.1 et 1.2. En itérant ap® fois
la formule du lemme 2.5, avec k = p®, on obtient

ap® a
o(n,p*, 1) = Za(n —ap®,p*, 1 —t)(—-1) <oq; >
t=0

ap®—1 ¢

£ 3 Sn(atn - it -,

i=0 t=0
Or, dans la premiere somme, on peut regrouper les termes suivant la valeur
de I — t mod p® : On obtient

p*—1

Z U(n - apaapaal - s)S(apa,pa,S)
s=0

ou S(n,k,l) a été défini dans le lemme 2.4. Par application de ce méme
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lemme, la somme ci-dessus est nulle modp®, et I'on a

ap®—1 ¢

(14) )= >0 > (-1 () (n —i,p®, 1 —t) mod p®

i=0 t=0
11 vient ensuite, par (4),
(2m+1 N
Man= 3 17 ()i
0<j<m J

Z s*™Ma(2m 4+ 1,p%, m — s) mod p*

s mod p®

ou la somme ci-dessus porte sur une famille de résidus s modulo p®. Par
application de (14), on a

Mym= > s ZIZ () 2m4+1—i,p*,m—s—t).

s mod p* i=0 t=0

On permute les sommations, et on distingue dans la somme en ¢ les termes
pairs (i = 2r) et les termes impairs (i = 2r + 1) :

My (apiwi ( > Z m(_gyme

s mod p*
2m — 2
><<m T)x(m—r,po‘,m—s—t—l)
m-—r
(ap®—2)/2 2r+1
2r+1 .
e (M) 2 e
s mod p®
1/2m —2r o
— x(m—r,p*,m-—s—t).
2\ m—r

Mais dans les sommes en s mod p®, la fonction x est presque toujours nulle.
Elle vaut 1 si et seulement si, lorsque ¢ est pair,

m—r=m—s—t—1mod p*

soit s = r —t — 1 mod p®, et similairement s = r — t mod p® lorsque ¢ est
impair. On obtient alors

(ap®—1)/2
(15) ()" My = 3 <—1>*(2m‘27")AT

m—-rT
r=0

(ocp“—2)/2
1 2m — 2r
B,
e (Y
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2 2r

(16) A=) (—1) (t —r+1)%™
()

et

2r+1
2 1
(17) 5=y (Y -
t=0
et (15)—(17) prouvent le théoreme 1.1.

Pour les premieres valeurs de r, les formules (16) et (17) donnent

A[):l) BOZ - ]-7
A= — 24 22m By=4 — 22",
Ag=T —4.2%m 4 3.92m, By=—15+6-2%m — 3?m

Az=—26+16-2"" — 6-3*™ +4.2*™ B3=56 — 28 -22™ + 8 . 32" — 42",
Lorsque p = 2, la formule (15) donne

1 2
My, = <A0 + Bo> < m) mod 2,
2 m

1/2
Mng( m> mod 2.
2\m

En vertu du lemme 2.2, M, est pair, sauf pour les m qui s’écrivent
en base 2 avec un seul chiffre 1, soit m = 2%, k > 1. Par (3), Ma,,41 est
toujours pair, sauf M; = 1, et cela prouve le point 1 du théoréeme 1.2.

Si p est impair, et s'il existe m; avec i > 1 et m; > (p+1)/2, les nombres
m—1,m—2,....,m — (p—1)/2 s’écrivent tous avec au moins un chiffre
> (p+1)/2. Alors on a bien Ms,, = 0 mod p, par le théoréme 1.1 et le
lemme 2.2, et cela prouve le point 2.

Avec les hypotheses du point 3, on note que m—1,m—2,...,m—(p—1)/2
vont avoir leur dernier chiffre en base p qui est > (p+ 1)/2. Par le théo-
reme 1.1 et le lemme 2.5, on a donc, pour un tel m,

m _ 1 2m\ _ 1/2m
e (a0 3) () = () o

et par le lemme 2.5, ceci est # 0 mod p.
Si, avec les mémes hypotheses sur les chiffres m; pour ¢ > 1, on regarde
ce qui se passe pour mg = 1, lorsque p > 5, on a

1/2m 1/2m —2
—1)™ My, = - i 22" mod p.
(=1)" Mam 2(m> 2<m—1> moap

soit
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Posons

On a, par le lemme 2.1,
2m _ 2 _9 2m — 2 _ 0y
m) - M)~ \m-1) " Ho) ="

(=1)™Ma,, = (1 —22""1) mod p.

et

Si Vordre de 2 dans (Z/pZ)* est impair, alors pour certaines valeurs
de m, Ms,, = 0 mod p.

La démonstration du point 4 est semblable a celle du point 3 : elle utilise
le théoreme 1.1 et le lemme 2.2. Notons qu’il est possible de construire une
infinité de m tel que Mo, soit divisible par p® et pas par p®*! : choisir par
exemple mqay541 = 1, m; = 0 pour 0 < ¢ < a4 3 et tous les chiffres m;,
i > o+ 0+ 2, inférieurs a (p — 3)/2 sauf exactement a parmi eux qui sont
tous > (p+1)/2.

Soit N,(z) le nombre de n < z tels que M,, # 0 mod p lorsque p est
impair. On déduit du théoréeme 1.2 que

p+1 k—1
— p—1

nombres m, 1 < m < p¥, s’écrivent avec m; < (p —1)/2 pour i > 1 et mq
quelconque. On a donc

k—1
1
Card{n : n pair, n < 2p*, M,, = 0 mod p} < <p—2F> p—1.

Les mémes nombres, mais avec mg # p — 1, et incluant m = 0, vont
donner

k—1
1
Card{n : n impair, n < 2p*, M,, # 0 mod p} < (Z);) (p—1),
d’ou 'on déduit
k—1
p+1
me < (U5) -,

En choisissant dans les deux cas mo = 0, on a la minoration

k—1
1
N, (2pF) > 2(;);) —1.
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4. Les congruences mod 8. Dans ce cas, la relation (15) se réduit a
—1)™ /(2
(18) Mo, = 7( ) < m> mod 8.
2 m

En effet, les carrés modulo 8 sont 0 et 1. On peut alors soit refaire le
calcul du §3, soit déduire (18) de (15)—(17). Avec la notation (5), on a, pour
r>1,

2r

A=Y (—1)t<2tr> = 5(2r,2,7) mod 8,

t=0
t=r mod 2

et il est facile de voir que
S(2r,2,7r) = (-1)r22 1.
De méme
B, = (—-1)""12?" mod 8.
On a donc A, + %Br = 0 mod 8, pour r > 1, et (15) devient (18).

PROPOSITION 4.1. Soit n > 8 et s(n) la somme des chiffres de n en
base 2. Alors :

1. Si s(n) >4, M, =0 mod 8.

2. Sis(n) =1, M,, =3 mod 8.

3. Sis(n) =2,

(a) sin=3-2% ousin=2%4+1, alors M,, = 6 mod 8,
(b) dans les autres cas, M,, = 2 mod 8.
4. Si s(n) =3,
(a) si n # 3 mod 4, M,, =4 mod 8,
(b) sin =3 mod 4, M, =0 mod 8.

Démonstration. Lorsque s(n) = 4, le résultat provient de (18) et du
lemme 2.2 lorsque n est pair, de (18), du lemme 2.2, et de (3) lorsque n est
impair.

Lorsque s(n) = 1, et n > 8, n est pair, et m = n/2 aussi. Le résultat
provient de (18), du lemme 2.2, et de (9). On a en effet

imp((m!)?) = 1 mod 8
et donc
2
imp ( m) = imp((2m)!) mod 8.
m

Lorsque s(n) = 3, et que n est pair, (18) et le lemme 2.2 montrent que

M,, = 4 mod 8.

Lorsque s(n) = 3, et que n = 2m—+1, avec s(m) = 2, le lemme 2.2 et (18)
donnent alors My, = 2 mod 4. La relation (3) donne alors le résultat.
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Lorsque s(n) = 2 et n impair, n = 2m + 1, s(m) = 1 et donc m = 2*,
soit Ma,, = 3 mod 8. Par (3), il vient :

M, = (2]“*'1 + 2) My, = 6 mod 8.

Lorsque s(n) = 2, et que n est pair, il résulte de (18) et du lemme 2.2

que
M, = My, =2 (imp (<2m)> mod 4) mod 8.
m

imp ((27:)) = imp((2m)!) mod 4.

On applique alors le lemme 2.3, (8), et en considérant les places possibles
du deuxieme chiffre 1 de n, on acheve la preuve de la proposition 4.1.

5. Les congruences mod3. La formule (15) donne, avec p = 3 et

a=1,
(—1)mM2mE Ao—i-}Bo 2m —Al 2m =2 HlOd?)7
2 m m—1
soit
2m 2m — 2
1 Moy, = (—1)™H -nH™ :
(19) o= 0 (20 4 e (377 moa s

PROPOSITION 5.1. Soit m > 1, et son écriture en base 3 :
I
m:ZmiSZ, 0<m; <2.
i=0

1. Pour que Ms,, % 0 mod 3, il faut et il suffit que tous les chiffres m;
pour i > 1 soient égaux a 0 ou 1.
2. 81 Ms,, Z 0 mod 3, alors

(a) si m =1mod 3, My, =1 mod 3,
(b) si m =0 ou 2 mod 3, My, =2 mod 3.

3. Sin est impair, n = 2m + 1, pour que M, #Z 0 mod 3, il faut et il
suffit que m s’écrive en base 3 sans utiliser le chiffre 2. Si M,, Z 0 mod 3,
alors M,, =1 mod 3.

4. Les nombres n vérifiant 1 <n <2-3% —1 et M, # 0 mod 3 sont en
nombre 5 - 2F=1 — 1. Parmi euz 3 - 28~ wérifient M,, = 1 mod 3 et 2F — 1
vérifient M, = 2 mod 3.

Démonstration. Compte tenu du théoreme 1.2, il suffit de montrer
que si m; < 1 pour ¢ > 1 alors My, Z 0 mod 3. Si mg = 2, alors d’apres le
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lemme 2.1, (27:;1) = 0 mod 3, mais my s’écrit sans 2 en base 3, et par (19) et
le lemme 2.1,

2m — 2
m—1

My, = (—1)m+1< > # 0 mod 3.

Si mg = 0, de facon similaire, nous avons

Simg = 1, on pose

Par le lemme 2.1, on a

t (19) donne alors
Mo = (1) (2 — p) # 0 mod 3,

et cela prouve le point 1.
Pour le point 2, supposons m = 1 mod 3. Soit s le nombre de chiffres 1
dans ’écriture de m en base 3. On a

2m L om,
< ) = H ( Z) =(-1)’=(-1)" mod 3
m =0 m;
et
2m —2\ oy (2m: _—
() B ) s s
d’ou, par (19), Ma,, = 1 mod 3. Les cas m = 0 ou 2 mod 3 sont semblables.

Par (3), on a Ma;,+1 = 0 mod 3 si m = 2 mod 3 ou si My, = 0 mod 3.
Autrement dit, pour que Ms,,4+1 Z 0 mod 3, on doit avoir mg < 1, et m; <1
pour ¢ > 1, en utilisant le point 1. La derniere assertion du point 3 résulte
du point 2 et de (3).

Enfin le point 4 résulte des points 2 et 3 : les 2¥ nombres m qui s’écrivent
avec k chiffres 0 ou 1 vont engendrer 2¥ nombres impairs n = m+1 < 2-38—1,
et vérifiant M,, = 1 mod 3.

Les 3 - 2F~! nombres m vérifiant m; < 1 pour ¢ > 1 vont engendrer les
nombres n = 2m tels que M,, Z 0 mod 3. D’aprés le point 2 ils se partagent
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en 2 classes :

2k=1 nombres m vérifient m = 1 mod 3, et les autres vérifient

m = 0 ou 2 mod 3. Enfin il faut enlever dans cette derniére classe m = 0.

[Ber]
[C-R]

[Com]
[Eul]
[Knu]
[L-N1]

[L-N2]
[Luc]

[Nic]

[Wor]
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