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Abstract Among various functions used to count the factorizations of an inte-
ger n, we consider here the number of ways of writing n as an ordered prod-
uct of primes, which, if n = ¢{"¢5*...q;*, is equal to the multinomial coefficient

h(n) = W The function P(s) = Y, yime P *» sometimes called the
prime zeta function, plays an important role in the study of the function 4. We denote
by A = 1.399433... the real number deﬁned by P(A) = 1. The mean value of the
function # satisfies % an h(n) ~ —5 P,(A)x . In this paper, we study how large

h(n) can be. We prove that there exists a constant C; > 0 such that, for all n > 3,

logh(n) < xlogn — Cy (llggflo)gn holds. We also prove that there exists a constant C
1/

such that, for all n > 3, there exists m < n satisfying logh(m) > Alogn — CQ%.
Let us call A-champion an integer N such that M < N implies h(M) < h(N). S. Ra-
manujan has called highly composite a T-champion number, where 7(n) = > din 118
the number of divisors of n. We give several results about the number of prime factors
of an h-champion number N, about the exponents in the standard factorization into
primes of such an N and about the number Q(X) of hA-champion numbers N < X.

At the end of the paper, several open problems are listed.
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1 Introduction
1.1 Diverses fonctions de factorisation

La fonction de factorisation la plus classique est le nombre de diviseurs de I’entier # :

t(n)=> 1 (1.1)

din

qui est aussi le nombre de solutions de 1’équation diophantienne x;x, = n en entiers
positifs x1 et x7.
Pour » > 2, le nombre de solutions de I’équation diophantienne

X1X2...Xp =N (1.2)

est 7(n), le nombre de décomposition de n en produit de r facteurs. On a 1 (n) =
T(n), et la série génératrice vaut

S sy (13)

nS
n=1
ou(s)= ijo: 1 1/n* est la fonction de Riemann.

La fonction de Kalmar (cf. [17-19], [10] et aussi [33]) j‘;((n) compte le nombre
de solutions de (1.2) pour tout r, mais avec la restriction que chaque facteur x; doit
vérifier x; > 2. Ainsi, ﬁ((12) = 8 et les 8 factorisations de 12 sont : 12=6-2 =
4.3=3-4=3-2-2=2-6=2-3-2=2-2-3. La fonction de Kalmar satisfait
fx(n) = % > ﬁ((%) pour n > 2 avec fx (1) =1 et sa série génératrice est

iﬁ((’?)_ 1 (14
ot 2] '

Elle est reliée a la fonction t, par la formule

Feln) = 1 X 7 (n) -
K(n)_iz o pour n > 2.
r=1

La fonction d’Oppenheim (cf. [2, 25] et [14]), fo(n), a la méme définition que
celle de Kalmdr, mais, cette fois, ’ordre ne compte pas : les trois factorisations de
12:3-2-2,2-3-2et2-2-3 ne comptent que pour une. Ainsi, 12 n’a plus que 4
factorisations d’Oppenheim : 12=6-2=4.3=3-2-2et ]/”;)(12) =4. Elle a pour
série génératrice (cf. [23])

0 =~ ~1
Zf?;”) =]‘[<1—nis) . (1.5)
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Grandes valeurs du nombre de factorisations d’un entier en produit 279

Soit A C {2,3,4,...};dans [16] et [9] (cf. aussi [21] et [22]), E. Hille et P. Erdés
ont généralisé la fonction de Kalmdar en définissant la fonction f4(n) qui compte
le nombre de solutions de (1.2) pour tout r, avec la restriction que chaque x; doit
vérifier x; € A. La fonction de Kalmdr apparait ainsi comme ﬁ((n) = fnvo, 13 ().
La formule (1.4) se généralise sous certaines conditions :

o fa) 1 !
> = 1220 avec{A(s)_Zn—s. (1.6)

n=1 neA

1.2 Lafonction & = fp

Soit P ={2,3,5,7,11,13, ...} 'ensemble des nombres premiers. Dans cet article,
nous nous intéresserons essentiellement a la fonction fp(n), que nous appellerons
h(n) et qui est donc le nombre de solutions de (1.2) en nombres premiers xp,

X2, ... X Soitn =gq"qy? ... q;* et Q(n) =1 +az + - + . La seule possibilité
d’écrire n sous la forme (1.2) avec x1, x3, ..., X, premiers est de prendre r = Q(n) et
de choisir «r] variables x; égales a g1, op égales a qa, ..., o égales a gx. Le nombre

de fagons de faire ces choix est le coefficient multinomial (cf. [4, p. 38]) et I’'on a
donc

h(n) = o tar+ o :(Ot1+0t2+ + o) (L)
1,02, ..., 0 aploag! - ag!
pour n > 2 et h(1) = 1. Nous définissons
1 1 1 1 1
P(s) ={p(s) = —=—4+—+—+—+-, NRNs>1 (1.8)

ps 25 3 55 7

La fonction P est quelquefois appelée la fonction ¢ des nombres premiers (cf. [28,
p- 69]). La série génératrice de h(n) est, d’apres (1.6)

o
h 1
Zﬂ=7, Rs > A (1.9)
n’ 1—P(s)
n=1
ol A est défini par
PO)=1, Xr=1.399433..., (1.10)
etl’on a
hmy= Y h(f) pour n > 2. (1.11)
PEP, pln p
Il résulte de (1.9) que
Zh(n): | (1 40(1), x— o0 (1.12)
AP'(X) ' )

n<x

cf. [22], ol est aussi étudié 1’ordre normal des fonctions f;(, ]/‘;) et h, et [31].
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1.3 Grandes valeurs des fonctions de factorisation

S. Ramanujan fit le premier, dans [26], a étudier de fagcon extensive les grandes
valeurs de la fonction 7 définie par (1.1). Pour cela, il a introduit les nombres haute-
ment composés (un nombre N est dit hautement composé si M < N = (M) <
T(N)) et donné de nombreuses propriétés de ces nombres.

Diverses généralisations des idées de S. Ramanujan ont été développées (cf. [24]),
essentiellement en remplagant la fonction t par une autre fonction arithmétique. Les
grandes valeurs de t,, définie par (1.3), sont étudiées dans [6].

Les grandes valeurs de la fonction d’Oppenheim sont étudiées dans [2] et [20].
Quant a la fonction de Kalmar, a la fin de [9, pp. 992-993], P. Erd6s dit qu’il sait
démontrer qu’il existe deux constantes cj et ¢z, 0 < ¢ < ¢z < 1, telles que, pour une
suite infinie de valeurs de n, on aft

—~ n”
fr(n) > SognT (1.13)
(ol p = 1.728647 ... est défini par ¢ (p) = 2) et que, pour tout n > no,

—~ nf

Les grandes valeurs de la fonction de Kalmar ont été précisées par R. Evans (cf. [10,
Th. 6 et 7]).

1.4 Grandes valeurs de la fonction &

Nous nous proposons dans cet article d’étudier les grandes valeurs de la fonction &
définie par (1.7), autrement dit, de résoudre le probleme d’optimisation en nombres
entiers

{” =X, (1.15)

max h(n).

Soit p1 =2, pp =3, ..., pi le k-itme nombre premier. Par (1.7), le probleme (1.15)
est, pour k assez grand, équivalent a

(x1+x2+~~+xk)!) (1.16)

xq!xp!leexg!

x1log2 4+ x2log3 + - -+ + xx log px <log X,
maxlog(

ou les inconnues x; sont des entiers positifs ou nuls. Grace a la formule de Stirling,
nous remplagons dans (1.16) la fonction a optimiser par une fonction plus grande,

F(x1,x2,...,x), définie en (2.1) ci-dessous. Le probleme
x1log2 4+ x3log3 4 --- 4+ xxlog pr <log X,
(1.17)
max F(x1,Xx2,...,Xk)
a une solution simple, xi“, x;, e x,f, donnée au paragraphe 4, qui permet de ma-

jorer h(n). Pour une valeur de k convenable, en choisissant pour ¢; un entier voisin
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de x}, on construit des nombres entiers n = pi' p5... p;*

de h(n).
Au paragraphe 6, nous étudierons les propriétés des nombres i-champion. Un
nombre N est dit z-champion si

avec une grande valeur

M < N = h(M) < h(N). (1.18)

Nous montrons que le nombre w (N) de facteurs premiers d’un nombre z-champion

i 1/ Qog N)!/* :
satisfait w(N) ~ Aa Toglog N et que 2(N), le nombre de facteurs premiers comp-
tés avec multiplicité, satisfait Q(N) ~ 2*q log N, ou a est une constante définie au
paragraphe 3. Nous donnons enfin un encadrement (assez grossier) pour Q(X), le
nombre de nombres N < X qui sont #-champions.

Le pragraphe 7 présente une liste de problémes ouverts.
1.5 Notations

Nous noterons [#] la partie entiere du nombre réel 7. Dans tout I’article, on désigne
par pr le k-itme nombre premier (p; = 2, pp = 3, etc.) et par q1,¢2,...,qkr des
nombres premiers quelconques. La décomposition en facteurs premiers d’un entier
générique n sera notée n = q‘lxlqu .. .q,f”‘, q1 < g2 < --- < gx. On désigne par v,(n)
la valuation p-adique de n et par w(n) (resp. $2(n)) le nombre de facteurs premiers
(resp. comptés avec multiplicité) de n. Enfin, N désignera toujours un nombre /-
champion.

2 Approximation de log(k) par F

Proposition 1 Soit la décomposition en facteurs premiers de n = q?lqu...qgk
et h(n) défini par (1.7). Soit x1, x2, ..., X des nombres réels positifs ou nuls ; on

pose

k
F(x1,x2,..x%) = (01 %24 +x) log(x1 +x2+- - +x) — »_ xilogx; (2.1)

i=1

avec la convention tlogt =0 si t = 0. Alors, pour toutn > 2, ona

k—1
()] 10gh(n)§F(061,012,--~,0lk)—TSF(al,dz,--~,0lk)

() I h(’l) > F(a o (09 ) k ! E logo
1 0 — k- = .
g - 1, &2, s Xk 2 — g 1
i=

Démonstration Nous utiliserons la formule valable pour tout m > 1

m™ exp(—m)v/2wm < m! < em™ exp(—m)+/m. 2.2)
@ Springer
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La formule (2.2) se déduit de la formule de Stirling classique (cf. [1, 6.1.38]), valable
pour m > 1

0
m!=m" exp(—m)v/ 27w m exp(w) avec0 <6 < 1 (2.3)
m

car, pour m > 2, \/ﬂexp(1/24) =2.61... <e, et pour m = 1, la majoration
dans (2.2) est évidente.

Majoration. Lorsque k = 1, on a h(n) = 1, F(x1) = 0 et (i) est vérifiée. Nous
pouvons donc supposer k > 2.

En utilisant (1.7), (2.2) et (2.1), il vient

h(n) gexp(F(al,az,...,ak))e“/“l toot ok (2.4)

(277)2«/061 oy o

Mais, o; > 1, et

a1+a2+...ak= (23] L<k<2k—l
ajay - o o1 - Ol alaz...ak_ -
et (2.4) entraine, car k > 2,
l3_k
k=1 e
h(n)exp(—F (a1, 02, ..., ax)) < €22 2m) "= ———
V2558
< ¢ PP
T e
=Vt S
ce qui prouve (i).
Minoration. Par (1.7), (2.2) et (2.1), il vient
2 (ay a4+ o) 1
h(n)exp(—F(ay, o, ...,0r)) > >
() exp(=Flan,az.....o0) 2 S e 2 S
ce qui prouve (ii). (]
3 Etude de A et X
Soit p;1 =2, pa =3, ..., pi le k-itme nombre premier. Pour k > 1, on pose :
ko
Pi(s) Z—S 3.0
j=1 Pj

Pour chaque £ fixé, la fonction Py (s) décroit de k a 0 lorsque s varie de 0 a +o0; elle
admet donc une fonction réciproque Pk_1 (y) définie pour 0 < y < k. On pose

a= P71 (1), autrementdit Pr(r) = 1. (3.2)
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La série Z?‘;l % converge normalement pour s > sog > 1 et donc la suite des sommes

partielles (Px(s))k>1 converge uniformément vers P(s) pour s > so > 1 ; par les
méthodes habituelles de I’analyse, il est facile de montrer

AM<A<- <A<---<Xt et limi=A. 3.3)
k— 00

On a

k= 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000
A= 0 0788 1.033 1.147 1201 1304 1384 1396 1.398

La valeur numérique de A donnée en (1.10) peut étre calculée avec précision a I’aide
de la formule ([28, p. 70])

P&)=Y “’(7’1") log £ (ms) (3.4)
m=1

par les méthodes indiquées dans [3].

Proposition 2 Soit k > 1, A défini par (3.2) et X par (1.10). Lorsque k — 00, on a

1 144617
—(x — DP' (W 1ogk)*  kK*—1(logk)*"

A—Ag ™~ 3.5

Démonstration Soit m(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x.
Le théoréme des nombres premiers (cf. [8, Th. 4.7]) donne

7(x) =Li(x) + R(x) (3.6)

ou le logarithme intégral Li est défini en [1, p. 228] et
R() =0, — (3.7)
X) = — .
"\ (logx)”

ou v est un nombre réel fixé supérieur a 1. Cela entraine pour le k-ieme nombre
premier py

pr ~klogk et logpi ~logk lorsquek — oco. 3.8)

Introduisons I’exponentielle intégrale (cf. [1, p. 228])
e¢] e—l
E](X)Z/ Tdt, X>O, (39)
X

dont le développement asymptotique est

1 1 2 6
El(x)=e_x(;——+———+~-->, X — +o0. (3.10)

x2 X3y
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Considérons d’abord la quantité P(s) — Pi(s) ; en utilisant I’intégrale de Stieltjes,
(3.6), (3.9), (3.10) et (3.7), il vient pour s > 5o > 1

P(s) — Pi(s) = Z ?=/+ [7;0)]
J Py

j=k+1

_/°° dt +/'°°d[R(t)]
~J, tSlogt ot

R(pH) /°° sR(t)
(plj')s s+l

O (D

= E1((s — Dlog pr) — dt

— E1((s — D) log pg) + —202 (3.11)
S T loghy
De méme, on a pour s > 5o > 1
o0 l 00
Pls)—Plsy= Y 8P / dixllogt
r .
j=kr1 Pi P e
_ /°° di +/°° d[R(t)]log1
o i tf
_ 1 Oy,5(1) (.12)
s—Dpyt py (oghyr! '
Par la formule de Taylor, on a
e — A)?
PG — Pu() = O — 2 PLOV + %M/ 3.13)
avec M' = P/'(§) et A,y <& < A. On a donc, pour k >3
log2)?
0.182... =" = Py <M <P =92656....  (314)

De (1.10) et (3.2), on déduit Py(Ag) — Pr(A) = P(A) — Pr(M) et (3.11) et (3.12) (en
prenant s = 1) donnent avec (3.13)

, O, (1) Ae—A
=M P' A+ — + 5 M
(A — 1)Pk Pk (logk)v_l 2
=Ei((A— 1)10gpk)+& (3.15)
pi'(logh)”
Lorsque kK — oo, par (3.3), A — A2 — 0 et (3.15), (3.10) et (3.8) entrainent
1
—A=X)P' V) ~Ei((L=1)1 ~

G = 2 P'(0) ~ E1(( = D1og po) ~ -y oo

ce qui prouve (3.5). (]
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Remarque 1 Compte tenu de (3.5), (3.15) donne le résultat plus précis

_ Ei((x—1)log px) O,(1)
- —P'()0) k)"—l(log k))»+v—1

A — Ak (3.16)

pour tout v > 1. En utilisant le développement asymptotique de Cipolla (cf. [7])

Ly—2 L?
pk~Li‘(k)=k(L1+L2—1+ 2L] +O<L—§>> (3.17)
1

avec L) =logk et Ly =loglogk, on déduit de (3.10) et (3.16)

A2—1)
Ay = —| = wY RS ANY (3.18)
A =1 P' (VKL Ly L?

En utilisant les inégalités (cf. [30, p. 69], [29] et [7]) :
k(logk +loglogk — 1) < px <k(logk +loglogk), k=>6, 3.19)
on peut obtenir un encadrement effectif de A — A (cf. [15]).

Proposition 3 Soit k > 1, A, A, P et Py définis par (1.10), (3.2), (1.8) et (3.1). On
définit a et ay par

-1 -1
a=——=0.5776486... et ar=———. (3.20)
P'(2) P (Ae)
Ona
ay>ay>--->ay>--->a, lima=a (3.21)
k— 00
et lorsque k — oo
1 0.835378...
ap —a~ = . (3.22)
(o — D(P'(0))2(klogh*~T ~ (klogh)*!
Démonstration On a
k= 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000

ar= 1443 1.158 1.003 0920 0.869 0.759 0.629 0.595 0.584

En remarquant par (3.1) et (3.2) que ’on a

1
M1 = P! (1 - ) (3.23)
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il vient par le théoréeme des accroissements finis

log pi+1
Py (k1) — PLOW) = — T P{ (1) — PL(hp)
Pyt
log pi+1 - 1 -1
DPiy1 Pi+1

_ logpigr 1 PP )

A A -1
P P R )

avec 1 — < ni < 1. En posant py = Pk_l(nk), onapar (3.2) et (3.23) Ay < px <

1
Mt 1
Pry1
Ak+1 €t

Py Our) — PLOw) = (log pr+1 PL(pr) + Py (o))

Ak
P (= PL(on))

k 2

1 log”p;  log pjlog prti

= T p/ Z( ok Pk <0
Pr+1 (— k(pk)) j=I1 p] p]

et par (3.20) cela démontre ay41 < ar. Comme P,é (s) tend uniformément vers P’(s)
pour 1 < sg <s, on alimy_, » ax = a, ce qui acheve la preuve de (3.21).
Pour démontrer (3.22), on utilise la formule de Taylor, comme en (3.13)

/ / 1 (A — )‘)2 1"
Pov) — P = — V)P (M) + fM (3.24)

avec, pour k > 3, [M"”| < |P""()3)|. Ensuite, on a, comme en (3.12)

o0 2
logp; (A—1Dlogpr+1 0,(1)
POy - Ply= Y 2P — 2g e —— 1” e 629
j=k+1 bj ( ) Dy p; (logk)

Il vient alors, par (3.24), (3.25), (3.12) et (3.5)

PL0w) = P'0) = P = P + F{G) = P'3)

(A —Dlog px + 1
(0. —12p; !
)_101)(1) " A — )LM”:|

piy (logk)v—2 2
1 0,1
+ — | (D
A= 1Dpy py (logk)v=!

= (A —)»)[P”(k) -

)

=k —AMP")+ + .
¢ Go—Dpr " p(loghy !

@ Springer



Grandes valeurs du nombre de factorisations d’un entier en produit 287

Par la formule de Taylor appliquée a la fonction t — —1/¢, 0on a

1 -1 PO -P'®) U
U= PG Py - Py OBk - PG)

_ (A — M) P" (1) 1 0,()

TP T Gong rer | P Taegkre 020

et comme, par (3.5), le premier terme de (3.26) est négligeable devant le second, on
obtient (3.22) a I’aide de (3.8). O
4 Un probleme d’optimisation

Lemme 1 La fonction F définie par (2.1) est concave dans R’i.

Démonstration En posant x = (x1, X2, ..., x;) et S = (x; +x2 4+ - - + x¢), il résulte
de (2.1), pour x € R*k,

F S 92F 11 92F 1
_— :1 —, —_— == - —, = — 41
ox; (x) =log . i (x) ST Bxi0% (x) S 4.1

de telle sorte que la forme quadratique des dérivées secondes de F s’écrit

k 2k
F'@)- (b ) = > h —Zﬁ. “.2)
- S\io i=1

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
k 2 k
() ~(x v
i=1 i=1

et il en résulte, par (4.2), que F est concave dans Rﬁ. O

k 32

2
il SSZh—i,
X X

i=1

Soit k > 2, py le k-ieme nombre premier et A un nombre réel positif. On considere
le domaine D(A) C R’_‘I_ défini par x; >0, x>0, ...,x; >0et

x1log2 4+ xplog3+---+xxlogpr < A. 4.3)

Soit F définie par (2.1). Comme la fonction F est croissante par rapport a chaque
variable, le probléme d’optimisation

e D(A),
xeD(d) (4.4)
max F(x)
a la méme solution que le probleme
x1log2+ xplog3+---+xxlogpr = A,
4.5)
max F(x1,x2,...,Xk).
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Proposition 4 La solution du probleme (4.5) (ou du probléme équivalent (4.4)) est
donnée par

A
=42 (4.6)
Pi
ou A et ay sont définis par (3.2) et (3.20), et satisfait
F(x{, x5, ..., x0) = AkA. 4.7

Démonstration Utilisons les multiplicateurs de Lagrange ; une solution de (4.5),
(xf, x5, ..., x}) satisfait pour 1 <i <k

1 OF log(x} + x5 + -+ +x7) — log x

—(xxd, X)) = = Ak, (4.8)
log p; dx; 72 k log p;
d’ou I’on tire
xf="1 "2 - koi=1,2,... k. 4.9)
p;
En ajoutant x;*,x;‘, .. .,x,f donnés par (4.9), ou trouve pour A la valeur donnée
en (3.2). La solution (x}, x3, ..., x}) satisfait la contrainte, autrement dit
xilog2+x5log3+--- 4+ x;log pp = A. (4.10)
On a ensuite avec (3.1)
k
A=Y xflogpi=—(xf+x}+ - +x)P ()
i=1
d’ou par (3.20)
. T == A 4.11
X1 +x2 + +xk Plé()\k) ag ( )
et par (4.9), on obtient (4.6) ; en multipliant (4.8) par xlog p; et en ajoutant, on
obtient (4.7) a I’aide de (4.10). O

Proposition 5 Soit k > 2, (x1, x2, ..., xx) € D(A) (défini par (4.3)), x{, x5, ..., x}
définis par (4.6) et F définie par (2.1). Alors on a

k—1 2
1
F(xi,x,....00) < FQf, x5, x)) — M(meﬂ —xﬁ)
i=1

k—1

(log p;)? 2
< F(xf‘,x;,...,x;)—;moci —x)2 4.12)
1=
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Démonstration Définissons y= 1, y2, ..., yx) par

k

VI=X1, Y2=X2,..., Yk—1 = Xk—1, ZYI' log pi = A. (4.13)
i=1

Comme x € D(A), par (4.3), on a x; < yi etla croissance de F par rapport a chacune
des variables entraine

F(xi,x2,...,x) < F(y, y2, ..., Y1) (4.14)

Posons h; = y; — x; ; on a par (4.13) et (4.10)

k k k
> hilogpi =Y vilogpi—» xflogpi=A—A=0. (4.15)

i=1 i=1

Appliquons la formule de Taylor a la fonction F' entre les points y et x*

ko aF 1
F(X)—F(ﬁ)=zhi7(ﬁ)+EF”(@'(E) (4.16)

ol =0y +(1—6)x*et0 <6 < 1. Par (4.8) et (4.15), il suit

k k

IF
Zh —(x*) =M Zhi log p; = 0. 4.17)

i=1 i=1

11 vient ensuite, par (4.15) et I’'inégalité de Cauchy-Schwarz

‘ log p ’ k h? log p; 2
hi h; d <(E 4+ Zify— i)
(; ) (Z < logpk)) <& fk); 3 ( logpk)

Mais, pour ¢ = }ggﬁl‘;,on a0<t<let(1—1)?2<1—1t;par(4.2),il suit

1 . h2 log pi ’ ‘ log p; h12
F'(€) (h)<ZE - —1) ==y =t

log p — log pi &

En utilisant encore une fois I’inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme

k 2 2
} : | |V10g171 h; log p;
|hl|1 i = E \/El Di E
(i—l ng> (z 1 ) perl

(car, par (4.13) et (4.10), Zf;l & log p; = A) on obtient

k 2 | k—1 2
|hillogpi | <— |hi|log p;

ce qui, avec (4.14), (4.16), (4.17) et (4.13), complete la preuve de la proposition 5. [J

F@)- - =-—H
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5 Grandes valeurs de la fonction &

Théoreme 1 Soit n un entier, n > 3, et k = w(n) le nombre de facteurs premiers
den.Alorsona

(logn)!/*

k—1
(1) logh(n) <Arlogn — —— <Ailogn — C;——
3 loglogn

ou Mg et A sont définis en (3.2) et (1.10). D’autre part, pour n > 3, il existe m < n tel
que

(logn)'/*

(i) logh(m) > Alogn — Co———.
loglogn
Les constantes positives Cy et Cy sont absolues.

Démonstration de (i) Soit n = ¢{"'q5>--q;*. On pose N = p{'p5>--- pi* < n.

Par (1.7), on a h(N) = h(n), et «1log2 + aplog3 + --- + ax log px = log N. Par
la proposition 4 avec A =log N, il vient

F(ay, o, ...,0r) <ArlogN

tandis que, par la proposition 1(i), on obtient

k—1 k—1
logh(n) =logh(N) < ArlogN — 5 < Arlogn — 5

Il reste a prouver

k—1 logn)!/*
(h — Ap) logn + > ¢, o) (5.1)
3 loglogn

Supposons C1 < 0.135. On s’assure que (5.1) est vérifiée pour 3 <n < 15. On sup-
posera donc que n > 16 > ¢, ce qui implique loglogn > 1. On observe que (5.1)
est vérifiée pour k = 1 (car A; = 0) et pour tout n > 16. On suppose donc que
k > 2. Par la proposition 2, il existe une constante positive y; telle que 1’on ait
A— g > W (vraisemblablement, y; = (A — 12)2* "1 (log2)* = 0.48...). Si

1 1/x
k< (1§§ﬁ>)gn <logn,ona
L > 14! _ nlogm)!/+! 5.2)
k= logn) /A i1 »  loglogn '
( loglogn ) (lOg logn)
. (logm)!/* k=1 _ k _ (ogm)'/* :
tandis que, pour k > TogTogn > 0N & 5~ >e> dloglogn C€ qui, avec (5.2) prouve (5.1)

et (i) en choisissant C; = min(y, 0.135).

Remarque 2 On peut prouver la relation log i (n) < Ay logn par une autre méthode en
démontrant, pour £ fixé, h(n) < nk pour tous les nombres n ayant au plus k facteurs
premiers, et ceci par récurrence sur n. Comme A(1) = 1, la propriété est vraie pour
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n = 1. Supposons la vraie jusqu’an — 1, avec n = q‘f”qz"‘2 .- -q?j et j <k.Par(1.11),
I’hypothese de récurrence et (3.2), il vient

4 n ! n\* M 1 A
h(n)=zh<;>iz<—) SH‘ZTkznk.

im1 io \qi i—1 D

Lemme 2 Soit k un entier positif ; on range les 2K diviseurs de n = p\p>--- px par
ordre croissant : 1 =dy <dy < -+ < dy =n. Alors, pour tout i, 1 <i < 2k _1,0n
adiy) <2d;.

Démonstration Considérons d; # n ; si d; est impair, 2d; est un diviseur de n, donc
diy1 < 2d; ; sinon, soit p; > 3 le plus petit nombre premier ne divisant pas d; ;
dipj/pj-1 estundiviseur de n plus grand que d;, par conséquent, d; 11 <d;p;j/pj-1.
Mais, par le postulat de Bertrand (cf. [13, Th. 418]), p; < 2p;_1, ce qui acheve la
preuve du lemme 2. (]

Démonstration du théoreme 1, (ii) : choix de k On applique la proposition 4 avec

A =logn et
1/2
g= | dogm ™™ (5.3)
loglogn

ol k est une constante positive satisfaisant
Kk <hra'*=0.945... (5.4)

et a est défini en (3.20). On a alors par (4.6) et (4.10)

1
=8 ik (5.5)
i
et
k
> xjlog pi =logn. (5.6)

i=1
Par (5.5), (3.3), (3.21), (3.8), (5.3) et (5.4), on a, lorsque n — 00

aylogn - alogn N alogn N Ma

4 i> .. L= — 5.7
X > Xy > > Xy p,é" > p,ﬁ (klogk))‘ o > (5.7
Par (4.7), il vient
F(x{,x3,....x5) = logn = Alogn — (A — Ax) logn (5.3
tandis que, par la proposition 2 et (5.3), lorsque n — 00, on a
1 )\')\ 1 1/x—1
A~ (logn) (5.9)

—(h— DP Gk (logk)  —(h— P’ (T loglogn”
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Par (4.11) et (3.21), on a, lorsque n — oo,
X+ x5+ +x{ =ailogn ~alogn. (5.10)

Nous aurons aussi besoin d’une estimation de Zf‘:l logx/. En notant ©(t) =
3 p<t log p la fonction de Chebichev, on a par (5.5),

k k
> logxf = "log(axlogn) — At log pi = klog(ax logn) — O (pr).  (5.11)

i=1 i=1
Mais, par le théoréme des nombres premiers (cf. [8, Th. 4.7]) et (3.17), on a

@
O(p0) = p+ P k(logk + loglogk — 1 +0(1)), k> o0
(log pi)

et (5.11) devient avec (5.3)

| =

k
1
Zlog)c;k =logay + loglogn — )»k(x loglogn + log % + 0(1)). (5.12)
e
i=1

Par (3.21), logay =loga +o(1) et par (5.9) et (5.4), (5.12) donne, pour n assez grand

(eM)*a
P

k
Zlogxl-* ~ klog

i=1

> Ak. (5.13)

Construction de m k étant défini par (5.3) et xi* par (5.5), on pose mgo =

k Lxf] k xf—1 k X .
[[i=ip;" . Par (5.6), on a plp;’___pk =[[izi p; <mo < [[j=; p;' =n. Soitd
le plus grand diviseur de pp;--- px satisfaisant d < n/mg. Par le lemme 2, on a
d > n/2mg. On écrit d = ]_[f-;l pfi, avec ¢; € {0, 1}, et I’on pose m = mopd. On a

donc

n/2 <m=mod <n, (5.14)
k
m=[]p{ (5.15)
i=1
avec
o= x| +e, &=0oul, (5.16)

et, par (5.14), (5.6) et (5.15), il vient
m k
—log2 <log— = E (o; — x])log p; <0. (5.17)
n
i=1
De plus, par (5.16) et (5.7), on a

I<|xf] <o <1+ x| <14+x<2x], 1<i<k (5.18)
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et
loi — x| <1, 1<i<k. (5.19)

Fin de la démonstration du théoreme 1(ii) Appliquons la formule de Taylor ; il
vient, par (4.2)

(Zfl“i—x g *2
Fl@)= F(x)+Z(a,—x )—( x*) + m Z (5.20)

i=1
avec,pour 1 <i <k, § =0a; +(1 — G)xi* et0 <8 < 1. On adonc, par (5.18)
& 2007+ —0)xf] = [xf] = 1. (5.21)
Par (4.8), (5.17) et (3.3), le deuxiéme terme du membre de droite de (5.20) satisfait
Z(al —x] )—(x )—kklog— > —rlog2 > —Alog2,
i=1
le troisieme terme est positif et, par (5.19) et (5.21), le quatrieme vérifie

L *)2
ok L = "~ < £ Ainsi, (5.20) entraine

F(a)> F(x*) — rlog2 — % (5.22)

Maintenant, par la proposition 1(ii) et (5.15), il vient

k
1
logh(m) = F(en, ... o) =k — Z}logai
=

qui, par (5.22) et (5.18), donne

k
3k 1
logh(m) > F(x},...,x}) — Alog2 — =3 ;log@x?).
1=

Par (5.8), (5.9) et (5.13), il en découle logh(m) > rlogn — O(k), ce qui, par (5.3)
acheve la preuve du théoreme 1. O

6 Propriétés des nombres z-champions

Comme la fonction 4 ne dépend, par (1.7), que des exposants dans la décomposition
en facteurs premiers de n, il est clair qu’un nombre i-champion défini par (1.18)
s’écrit

N :20‘130‘2-~~pz’k aveca| >op > --->ap > letk =w(N). 6.1)
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Par ailleurs, il résulte du théoreme 1(ii) que
lim h(n) = +oo
n—oo
et donc, il existe une infinité de nombres A-champions. Si N; désigne le i-¢me nombre
h-champion (N1 =1, N =6, N3 = 12, etc., cf. [5]) on a, pour i > 1,
Ni <n < Nit1 = h(n) <h(N;). (6.2)

Par (1.7), w(n) = 1 implique A(n) = 1 ; mais h(6) = 2, et donc, pour i > 2, on a
w(N;) > 2, ce qui entraine, par (1.7), h(2N;) > h(N;). Il en résulte que

Niy1 <2N;, i=>2. (6.3)
6.1 Encadrement de w(N)

Proposition 6 Soit N # 1 un nombre h-champion. Alors on a

(log N)'/*

i) logh(N)=> llogN —C>
loglog N

ou A est défini en (1.10) et Cy est la constante définie dans le théoréme 1. De plus, il
existe trois constantes positives Cz, C4 et Ny telles que, pour N > Ny, on ait
(log N)!/* (log N)!/*

i) C3————— <w(N)<C .
(1) 3loglogN <wN) = 4loglogN

Démonstration de (i) Appliquons le théoreme 1(ii). Il existe m < N avec logh(m) >

los N 1/%
AlogN — (13510;1\7

. Mais, par (1.18), on a h(N) > h(m), ce qui prouve (i).
Démonstration de (ii) Posons k = w(N). Par le théoréme 1(i), on a
k—1
logh(N)§A10gN—(k—Ak)logN—T. (6.4)

En comparant avec (i), il vient

(log N)!'/*

A—Ap)logN < C
( WlogN = 2loglogN

qui, avec la proposition 2, donne

(log N)'=1/*10glog N

a1 s
K logh) 2 = e Py

6.5)

Mais la fonction y = f(¢) = A1 (logt)A est croissante pour ¢ > 1, sa fonction ré-
ciproque f~!(y) satisfait, lorsque y — oo
1

f”w~a—nﬁ< : yl
(log y)*

) 1
et ainsi, en choisissant C3 < (WM) =T, (6.5) démontre la minoration de (ii).
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En comparant (6.4) et (i), il vient

k—1 (log N)!/*
=C2
3 loglog N

ce qui implique la majoration de (ii). (]
6.2 Factorisation de N : petits facteurs premiers

Théoreme 2 Soit N un nombre h-champion dont la décomposition en facteurs pre-

miers est donnée par (6.1). On définit A et a par (1.10) et (3.20). Lorsque N — 00,

ona

(log N)°
log p;

() ;i =uvp(N)= %1ogN+(9<
p

>, 1<i<k-1,
(i) QN)=aj+ay+---+ar=alogN + O((logN)°)
ou
c=(1+1/1)/2=0.857.... (6.6)

Démonstration de (i) Par la proposition 6(i) et (3.3), on a, avec k = w(N) :

1 N 1/ 1 N 1/x
logh(N) > dlog N — Co W8N 5 tog v — ¢, 08V " 64
loglog N loglog N

Maintenant, par la proposition 5, avec A =log N, k = w(N) et xl?* défini par (4.6), on
a,par (4.7), F(x],x5,...,x{) = A log N et

_ 2
F(oy, 0 o) < AglogN — __ kzllogp-la- —x]| (6.8)
e T = 2log Nlog pi \ R ’

Par la proposition 1(i), (6.7) et (6.8), on obtient

1 -l ? (log N)1/*
E PV Y T— Zlog pilai —x[|] <C2 08D (6.9)
2log N log px P loglog N
Par la propositions 6(ii), on a w(N) = (llgggg)‘ly ce qui entraine par (3.8), lorsque
N — o0,
1
log px ~log(klogk) ~logk ~ 3 loglog N. (6.10)
De (6.9) et (6.10), on déduit
k—1
> lei — xf|log pi = O((log N)°) (6.11)

i=1
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ol ¢ est donné en (6.6). Pour démontrer (i), on remarque que, par (4.6), (6.11) en-
traine, pour 1 <i <k —1,

log N)©
ai—%logN:O<(f’g )> (6.12)
D; 0g pi

Ensuite, par le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢ — p;” " les
propositions 2, 3 et 6(ii) ainsi que (6.10), on apour 1 <i <k,

ot P S
T — | = — — — |4k ay —a)—r
pi* P} pt b} Pt
log pi ap—a
= gkfl A = A)ar + (@ n ) < (A — Ap)aglog pr + (ax — a)
p; i
=0 ! =0 ! (6.13)
-\ ogh ) T \(log NYI1A ) '

Finalement, (6.12) et (6.13) entrainent (i), car, par (6.10), logp; < logpyx =
O(loglogN) et 1/A <c.

Démonstration de (if) Onremarque d’abord que, par (4.11) et (4.10), on a Zf: 1 xl.* =
ailog N et Z;‘:l x7*log p; =log N, ce qui, par (6.1) et (6.11), entraine

k k—1 log p;
D (i — x| =D (e —x,~*>(1 — )
i—1 i—1 log pi

IQ(N) — aglog N| =

k—1 k—1
log p;
<Y i =21 =) o — x| logng = O((log N)).  (6.14)
i=1 i=1

Ensuite, par les propositions 3 et 6(ii), on a, comme en (6.13)

1 1
wma= O(kk—laogk)k—l) - O(aogml—l/k)

qui, avec (6.14), acheéve la preuve du théoréme 2. (|
6.3 Factorisation de N : grands facteurs premiers

Théoreme 3 Soit N un nombre h-champion dont la décomposition en facteurs pre-
miers est donnée par (6.1). Alors, pour N assez grand, on a

ar = 1. (6.15)

De plus, si Pj désigne le plus grand nombre premier tel que ij divise N
(d’apres (6.1), P = py), alors, pour j fixé, j > 1, on a, lorsque N — 00,

loe N 1/
P,-~<“ o8 ) ~ jVpy (6.16)
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o A et a sont définis par (1.10) et (3.20) (a'/* =0.676..., 271/* = 0.609.. .,
3-1/*=0456..., etc.). Il en résulte que

i (Qog NV o o (ogN)U/%

=0945... ——. 6.17)
loglog N loglog N

k=w(N)~ X a
Démonstration Par la proposition 6(ii), k = w(N) tend vers l'infini avec N et,
par (3.8), on a pour N assez grand
défNPk+1Pk+2 <N,

2pipr—1
ce qui implique, par (1.7) et (1.18)
o0 — 10

h(M) = al+a2+m+akh(N)<h(N). (6.18)

QN) _ ogtopttag
ar a)

~

Appliquons maintenant le théoreme 2 : lorsque N — 00, on a
2% =2.63... et donc,

o1 +oy+ -+ ap < 30; (6.19)
pour N assez grand. Il résulte de (6.1), (6.18) et (6.19) que

O(1+0l2+"‘+(¥k
<
o]

33

1 fot,% <opap_1 <
ce qui prouve (6.15).

Remarque 3 D’apres la table numérique (cf. [5]), il semble que les seuls nombres
h-champions pour lesquels o > 2 soient

N N h(N)
3175200 25345272 540540
6350400 26345272 1261260

12700 800 27345272 2702700

19051200 26355272 3783780

38102400 27355272 8 648 640

Démontrons maintenant (6.16). Fixons j ; on désigne par i = i(j) le rang du
nombre premier P;, autrement dit,

Pj = pi = pi(j) (6.20)
et, par la définition de P;, on déduit de (6.1)
ai>j et aiy1<j—1. (6.21)

Il résulte du théoréme 2(i) que i =i(j) et donc aussi p; tendent vers 1’infini avec N
log3

et, par le théoreme des nombres premiers, p;+1/p; tend vers 1. Le nombre Tog2 étant
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irrationnel, si 1’on ordonne les nombres de la forme 2“3V (u, v entiers, u, v > 0) en
une suite croissante (x,),>1, on a lim Tntl — 1 (cf. [32]). En conséquence, a tout ¢,

0 < & < 1, on peut associer N, tel que, ;nour N > N, il existe des entiers u, v, u’, v’
satisfaisant
(1—#)p; <2'3" < pi < pir1 <23" < pira(l48) < pi(1+26).  (622)
Comme i <k, de (6.22) et (6.10) on déduit
u,v,u’,v' =O(oglog N). (6.23)
On considere alors les deux nombres

M= N2#3Y _ Np,‘+1

<N et M=—""<N. (6.24)
pi u'3v
Par (1.18), (1.7) et (6.21), il vient en posant 2 = Q(N)
_hOD _ a(@4 D @+utv—1)
h(N) (a1 + 1D (ar tu)lez+1)--- (@2 +v)
~Qu+vfl
J (6.25)

> .
= (o +u) (o +v)Y

Par (6.23) et le théoréme 2, on a

u u?
(a1 +uw) =af exp(ulog(l + —)) <of exp<—)
o] o]
_ alog N\" 140 u _ (alogN "
2% (log N)!—¢ 2+

et, similairement, (cr + v)? ~ (LN ) o Quiv=l ~ (glog N)“T*~!. La rela-

3
tion (6.25) entraine alors 1 2 Jﬁgzvl\),k, c’est-a-dire 243" < (‘IIOT{‘;N)]/*, ce qui, avec
(6.22) donne
1 log N\ '/*
Pi=pi < —(a o8 ) . (6.26)
1—¢ J
On proceéde de méme pour M’ défini en (6.24) : on a
| M) (e —w'+ 1) (e + Dan(eo —v'+ D (02 + Daa
h(N) I+ai )QQ-1---(Q—=u'—v' +2)
_ (- W) (@ —v)  alogN
- jQu’+v’—1 j(2”/3”/))‘
qui, avec (6.22) donne
1 alog 1/
P,=p;, > . 6.27
J=Pi < 1+ 26 ( j ) ( )
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Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, (6.26) et (6.27) prouvent (6.16). En

utilisant (3.8), ona k ~ lolg’kpk = loglPl et ainsi, (6.17) découle de (6.16) avec j = 1.0

Remarque 4 Le résultat (6.16) du théoreme 3 peut s’exprimer en d’autres termes :
. £ . 7(Pj)—nm(Pjt1) 55 . <.
pour chaque j fixé, la proportion — Py d’exposants exactement égaux a j

dans la décomposition en facteurs premiers d’un nombre i-champion satisfait

a1/’

n(Pj) —n(Pjy1) 1 1 _/H‘ dt
7 (P1) G

Pour les nombres highly factorable, qui sont les champions pour la fonction
d’Oppenheim, la conjecture énoncée dans [2] et prouvée dans [20] donne pour cette
proportion la valeur asymptotique 1/(j(j + 1)) = % — j% = fj/ + %.

SiI’on remplace dans (6.24) p; et p;+1 par des produits de nombres premiers con-
sécutifs, en utilisant le résultat de [32] et le théoréme des nombres premiers dans des

petits intervalles, il est possible d’améliorer (6.16) en P; = (M)l/ M1+ (15;(117))/3)

avec > 0.
6.4 Estimation de Q(X)

Soit Q(X) le nombre de nombres h-champions inférieurs a X. Il résulte de (6.3) que
O(X) > log X. D’autre part, les nombres i-champions sont de la forme (6.1), et,
par [11] ou [27], on a

0(X) <ex ((1-{-0(1))2—” IOLX)
=©xp V3V loglogX )

A T’aide des résultats précédents, nous pouvons montrer
Proposition 7 1 existe un nombre réel positif § (§ = 0.059 convient) tel que, pour X
assez grand
() Q(X) = (logX)'*.
Pour X assez grand, on a
(i) log Q(X) = O((log X)*/?)

ol ¢ a été défini en (6.6).

Démonstration Soit N un nombre h-champion assez grand. Nous allons montrer que
le nombre h-champion N’ suivant N satisfait

2nloglog N)

N <N|(1
= <+ (log N7

(6.28)

ol 7 est un nombre réel positif a préciser. En effet, par le théoreme des nombres pre-
miers, entre (log N)" et 2(log N)", il y a un nombre de nombres premiers équivalent
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s (logN)? . . . . Lo
2 Joglog N et donc, si N est assez grand, il existe deux nombres premiers consécutifs

pr et pry1 satisfaisant

(0gN)" < pr < pr +2 < pri1 < 2(log N)" (6.29)
et

Pr < pr+2=pri1 < pr +2nloglog N. (6.30)

Par le théoréme des accroissements finis et (6.29), on a

S h oy Pl =P 21 227

[ e > =
' o P (2(log Nym**1 — (log N)n+1)

(6.31)

et, si I’on choisit

1—c¢ r—1
< =

A+1 2204+ 1)
il résulte de (6.31) et du théoréme 2(i) que, dans (6.1), on a

n =0.05%..., (6.32)

o — o1 = 2 ar(log N)' 770D L O(log N)© = 2 (6.33)

pour N assez grand.
Considérons le nombre

_ Pr+1
Dr

M N> N.

Par (1.7) et (6.33), on a

M) = —2"_h(N) > h(N)
ary1+1

et, par (6.2), (6.30) et (6.29), le nombre -champion N’ suivant N vérifie

pr+ 2n10g10gN) - N(l 4 27710g10gN>

pr (log N)" (639

N<N’§M§N<

ce qui établit (6.28).
Soit N; le i-eme nombre i-champion. Pour prouver (i), écrivons les nombres /-
champions entre /X /2 et X :

X
Nu < TSNM+1 <Nu+2<"'<Nu+v<X§Nu+v+l-

En choisissant § < n, par (6.34), on aura pour X assez grand

Nutidi _, 2nloglog(v/X /2)
Nuvi ~ (log(v/X /2))"

1
<1+ 5(1ogX)—5, l<i<v
et, par (6.3), 25 < Ml < Nl < (14 J(log X)™)" qui donne Q(X) = v =

Llogx .
254 @ 148 .
log(1+1 (log X)) > (log X)'* et démontre (i).
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Avant de démontrer (ii), établissons le lemme suivant

Lemme 3 Le nombre de solutions v(n, k) de I'inéquation diophantienne

xi+x2+-+x<n, xp=xp>-->x>0,etx; €N (6.35)

vin, k)= O(exp(n@)). (6.36)

Démonstration Le nombre de solutions de I’équation diophantienne x1 4+ x 4 - - - +
Xp =m, X1 > x2 > --- > x>0, est le nombre de partitions de m en au plus k parts
(cf. [4, p. 105]) et est majoré par p(m), le nombre total de partitions de m. Comme
p(m) est une fonction croissante de m, le nombre v(n, k) de solutions de (6.35) sat-
isfait vin, k) =1 < p(1)+ p(2) +--- 4+ p(n) <np(n) et (6.36) résulte de la formule

classique de Hardy et Ramanujan (cf. [12]) p(n) ~ m exp(r,/ %”). [l

satisfait pour tout k

Démonstration de la proposition 7(ii) Soit X assez grand et N un nombre h-
champion inférieur 2 X. On pose A =log N ; pour 1 <i <k, on définit x}* par (4.6)
et «; par (6.1).

Soit J un nombre entier, J > 3 ; on a, par (3.3), A; > A3 > 1. On s’intéresse a la
somme

k
T;=T;(N) = Z o (6.37)
i=J+1

SiJ>k,onaT;=0etsiJ <k,onapar (6.11), (6.10), (6.15) et (4.6)

k—1
T; < Y ailogpi +axlog py
i=J+1
k—1
< Y x/logpi + O((log N)°)
i=J+1
k—1 lo )
—arlogN Y 2201 0((tog MY, (6.38)

Ak
i=J+1 Pi

Maintenant, on a par (3.3), (3.1), (1.8), (3.12) et la proposition 2

= Ingi < > Ingi _P/ )\‘ P/)\‘ _O 1 _O 1
2 = 2, =P =P en=0(555 ) =0 5

i=J+1 Pi i=J+1 Pi

et (6.38) entraine

T, = o(ljfff) +O((log N)°). (6.39)
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Fixons
J = [(log X)]
avec, par (6.6) et (1.10),

1
— =0.357.... 6.40
™ (6.40)

Pour chaque nombre #-champion N < X, la somme 7 (N) satisfait par (6.39)
Ty(N)=aj41+ay42+ - +ax = O((log X))
et, par le lemme 3, le nombre de choix possibles pour 11, @j42, ..., xk est
exp(O((log X)?)). (6.41)

Ensuite, par (6.1) et le théoréme 2(i), en notant que 2"7 <0.219 < %, ona

log X
A=y = =0=0 = 5
et le nombre de choix possibles pour o1, a2, ..., oy est majoré par
log X\’ (log X)”
1+ > < (log X)) =exp((log X)" loglog X). (6.42)

On déduit alors de (6.41) et (6.42) que Q(X) < exp((logX)? loglogX +
O((log X)/2)) et comme, par (6.40), on a y < c¢/2, cela prouve (ii). [l

6.5 Table des nombres k-champions

La méthode utilisée par M. Deléglise pour construire la table des nombres h-
champions (cf. [5]) consiste a déterminer par backtracking tous les nombres en-
tiers de la forme (6.1) et inférieurs a une borne donnée X. Ensuite, a 1’aide de la
fonction £, les non champions sont éliminés par (1.18). A I’aide de MAPLE, pour
X = ]_[lzi1 pi =3.2-10%0, ont été trouvés 814236 nombres de la forme (6.1) et, parmi
eux, 785 nombres -champions; le plus grand est N7gs = 224.314.56.75.112.132.
17-19.23.

7 Problémes ouverts

1. Existe-t-il une constante C telle que, lorsque le nombre h-champion N tend vers
I’infini, on ait
(log\)!/* |

logh(N) =xlog N — (C + o(1))
loglog N

(7.1)

Par la proposition 6(i) et le théoréme 1(i), ona C; < C < C».
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2. Est il possible de montrer que tous les nombres s-champion dont les exposants
dans la décomposition en facteurs premiers sont supérieurs ou égaux a 2 sont les cinq
nombres tabulés dans la remarque 3 ? La démonstration de (6.15) est effective, mais
le calcul d’une borne pour sa validité serait pénible.

3. Dans son article [26], S. Ramanujan appelle superior highly composite un nom-
bre N pour lequel il existe € > 0 tel que pour tout M > 1 on ait % < %, ol
7(n) est le nombre de diviseurs de n. Nous n’avons pas réussi a généraliser cette
notion a la fonction %. En fait, pour p < A, il résulte de la proposition 6(i) que
lim(logh(n) — plogn) = +oo tandis que pour p > A, par le théoreme 1(i), la fonc-
tion logh(n) — plogn atteint son maximum en n = 1. On peut définir un nombre
h-superchampion N s’il existe p > 0 tel que, pour tout M > 1 on ait

logh(M) — plog? M <logh(N) — plog> N. (7.2)

Il est facile de voir qu’un tel nombre N est A-champion, mais ses propriétés sont
moins simples que celles des nombres superior highly composite de Ramanujan.

4. Nous avons montré (proposition 7) que Q(X) > (log X yL+8 pour X assez grand.
Existe-t-il une constante y > 0 telle que Q(X) < (log X)” ? Pour X < 103, 1a quan-

tité % n’excede pas 1.573 tandis que, si I’on admet que le théoréeme 2(i) est
)1.41.

vraie pour ¢ = 0, la proposition 7(i) donnerait Q(X) > (log X

5. Nous avons donné en 6.5 un algorithme de calcul des nombres #-champion. Peut
on ’améliorer ? En particulier, peut on donner une forme effective au théore¢me 2
de facon a restreindre les nombres candidats a un sous-ensemble de 1’ensemble des
nombres satisfaisant (6.1)?

6. P. Erdds a posé le probleme suivant : dans la formule (1.12), on restreint la somme
aux f(x) plus grandes valeurs de A (n) pour 1 <n < x. Quelle est la valeur minimale
de f(x) telle que la somme soit encore égale au second membre de (1.12) ?
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