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Abstract

The Kalmar function K (n) counts the factorizations n = xj x5 ... x, with x; > 2 (1 <i < r). Its Dirichlet

series is Zzil Kn(;’t ) — 2_1_ 6] where ¢ (s) denotes the Riemann ¢ function. Let p = 1.728... be the root
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Cs(logn) l/"’/ loglogn holds, while, for infinitely many n’s, log K (n) > plogn — Cg(log n)l/p/ loglogn.
An integer N is called a K-champion number if M < N = K(M) < K(N). Several properties of K-
champion numbers are given, mainly about the size of the exponents and the number of prime factors in the
standard factorization into primes of a large enough K -champion number.
The proof of these results is based on the asymptotic formula of K (n) given by Evans, and on the solution
of a problem of optimization.
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1. Introduction
Soit 7,(n) le nombre de solutions de 1’équation diophantienne
X1X2...Xp =H. (1.1)
Ona

To(n)={(1) G2y a=l wm=Y L mm=Y 5.

d|n d|n

La série génératrice est

SO gy

nS
n=1

ol £(s) = Yo | - est la fonction de Riemann.

La fonction de Kalmér ou « factorisatio numerorum » compte le nombre de solutions de (1.1)
pour tout r, mais avec la restriction que chaque facteur x; doit vérifier x; > 2. Ainsi les facto-
risations 12 =6 x2=4x3=3x4=3x2x2=2x6=2x3x2=2x2 x 3 donnent

K(12) =8.On pose K (1) = 1. Pour n > 2, la fonction de Kalmar satisfait

Km= Y K(%):%ZK(%) (1.2)

din,d>2 din
La série de Dirichlet est
(0.0
K 1
3 (S")zz_ ot (1.3)
—on ¢(s
Elle est reliée aux fonctions t, par la formule
1 < 7, (n)
K(n):EX(; T (1.4)
r=

La fonction K (n) a été introduite par L. Kalmér en 1931, dans [15] et [16], ou il montre que,
lorsque x — oo,

K(n) ~ p 1.5
Z ™ ps"(p)x (1-5

n<x

(p = 1.728... est la racine positive de {(p) = 2) et donne une majoration du reste. Ceci a été
précisé par Ikehara [14] et H.-K. Hwang [13].
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La majoration tres simple K (n) < n” (n > 1), obtenue dans [3] et [4] a été récemmement
améliorée par Klazar et Luca [18] qui ont démontré K (n) < n”/2 (n > 2) en utilisant I’'inéga-
lit€¢ K(nn') > 2K (n)K (n') vraie pour tout (n, n’) satisfaisant 2 < n < n’. On trouvera d’autres
informations sur la fonction de Kalmar dans [18], paragraphe 5.

Nous nous proposons dans cet article d’étudier les grandes valeurs de la fonction K (n). Ce
sujet a déja été abordé par Kalmar [15,16], Erd6s [7], Hille [12], Evans [8] (Th. 6 et 7) et Klazar
et Luca [18].

Soit f une fonction arithmétique réelle ; appelons f-champion un nombre N telquen < N =
f(n) < f(N). Les nombre t2-champions ont été appelés «highly composite » par Ramanujan
qui les a étudiés dans sa these [26].

La fonction O(n) d’Oppenheim (cf. [1,10,23,25]) a la méme définition que celle de Kalmar
mais cette fois I’ordre des facteurs ne compte pas ; 12 n’a plus que les factorisations 12 =6 x2 =
4x3=3x2x2etO0(12) =4. Ainsi O(n) compte le nombre de partitions multiplicatives de
n en parts > 2. Les nombres O-champions, appelés «highly factorable » ont été étudiés dans [1]
et [17]. A la fin de I’article [1], le probleme 5 demande quel est I’ordre maximum de la fonction
K (n), et a quoi ressemblent les champions de K (n). Les théoremes 4-6, apportent des éléments
de solutions a ce probleme.

Soit A C {2,3,4,...};dans [12] et [7] (cf. aussi [19] et [20]) Hille et Erdds ont généralisé la
fonction de Kalmar en définissant la fonction K 4(n) qui compte le nombre de solutions de (1.1)
pour tout  avec la restriction que chaque x; doit appartenir a A.

Dans Darticle [11], sont étudiées les grandes valeurs de la fonction Kp(n), ou P =
{2,3,5,7,11,...} est ’ensemble des nombres premiers, et quelques propriétés des nombres
Kp-champions. Il est facile de voir que si la décomposition de n en facteurs premiers est
n=gq{"...q;* alors

a1+a2+---+ak>:(a1+0‘2+"'+“’<)!_ (1.6)

olag!. . oy!

Kp(n) = (

a1,02,...,0

La formule (1.6) ne s’étend pas a la fonction de Kalmar. La formule ci-dessous est due a
Mac-Mahon [24], n° 80 (cf. aussi [21], formule (4))

ajtar+-top j—1 Olh—l—]—l—l
i E (A
h=1

mais elle ne permet pas d’étudier les grandes valeurs de K (n). Cependant, a partir de (1.4), Evans
a donné dans [8] une tres jolie formule asymptotique pour K (‘111 2. .q,‘f") lorsque £2(n) =
a1 +ar + - -+ + o tend vers I'infini. C’est a partir de cette formule asymptotique que nous
obtiendrons tous nos résultats.

Soit A > 1. Larticle de Evans [8] (cf. aussi [9]) considere une fonction K (n) plus générale
dont la série génératrice est

i Kx(n)
A — @(s)

n=1
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Lorsque A =2, K>(n) est la fonction de Kalmar K (n). Les nombres K (n) sont les nombres
eulériens généralisés. Le nombre eulérien A(n, k) qui compte le nombre de permutations de n
objets avec k montées est relié aux nombres eulériens généralisés par la formule

D A N =K (q1qz- .. qn)
k=0

ol ¢1, g2, - - ., qn sont des nombres premiers distincts (cf. [2]).

Les résultats de cet article pourraient s’étendre en remplacant K (n) par K (n) ; dans un souci
de clarté nous nous sommes limités a A = 2.

Dans le paragraphe 2, nous rappelons la formule asymptotique d’Evans, et nous donnons
quelques propriétés qui nous seront utiles par la suite.

Dans le paragraphe 3, le théoréme 2 donne un encadrement de K (n) a I’aide de la fonction F
introduite au §3.1. Le probleme d’optimisation (3.11) a été résolu par Evans [8], lemme 6, a I’aide
des multiplicateurs de Lagrange. Mais, afin de préciser les comportement de F au voisinage du
maximum, nous déterminons la forme quadratique des dérivées secondes, dont le calcul présente,
curieusement, des simplifications exceptionnelles.

Au paragraphe 4, le théoreme 3 améliore les théoremes 3.1 et 4.1 de [18] et précise 1’ordre
maximum du logarithme de la fonction de Kalmar.

Les propriétés des nombres K-champions sont données au paragraphe 5 par les théo-
remes 4—7. Une table de ces nombres figure en annexe.

La démonstration des théoremes 3—7 suit d’assez pres la preuve des théorémes correspondants
de [11]. Cependant, le remplacement de la formule exacte (5) pour la fonction Kp par la formule
asymptotique de Evans (théoreme 1) pour la fonction K complique les démonstrations. Ceci est
particulierement net dans la preuve du théoreme 6.

Nous avons plaisir a remercier L. Rifford pour I’aide apportée a la résolution du probleme
d’optimisation étudié au paragraphe 3, et I’arbitre anonyme pour une lecture tres attentive du
manuscrit et pour nous avoir donné une preuve plus simple du lemme 2.4

Notations. On utilisera les notations suivantes.

1. Pour toute suite x = (x;)1<i<w» de réels de longueur @, finie ou infinie, on note £2(x) =

>, xi (lorsque cette somme a un sens) et [|x|| = Y77 [x;]. Si x = (x1, %2, ..., x%) € RE
et y = (¥1, 2, .-+, Ye) € RY , on définit x’ = (x{,x},...) par x; = x; pour 1 <i <k, et
x; =0 pour i > k et de méme y" = (y{,y;,...) par y; = y; pour i < £ ety =0 pouri> (.
Par définition on pose [x — y[l = [lx" — y'[l.

2. On note A I’ensemble des suites de réels positifs ou nuls telle que 0 < £2(x) < 400, 0 =

0,0,0,...), et A*= A\ {0}.

Si x € A* on note w (x) =sup{j € N; x; #0}.

4. pi représente le k°™ nombre premier. Par le théoreme des nombres premiers on sait que
pr ~ klogk lorsque k — oo.

5. Pour n entier, de décomposition en facteurs premiers n = ¢;"¢5” ... ¢g;*, on note

et

k
o) =k et 2m)=) a. (1.7)

i=1
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2. L’estimation de Evans
2.1. La fonction c

La fonction c(x) définie ci-dessous a été introduite par Evans dans [8] lorsque x est de lon-
gueur w finie. Nous I’étendrons ici aux suites infinies.

Définition 2.1. Soit x € A* et @ = w (x). Il existe un unique ¢ = c¢(x) > 0 tel que
+w

Xj
]_[(1+—> =2. 2.1)
: c
j=1
De plus, pour tout A > 0,

c(Axy,Ax2,...) =Ac(x1,Xx2,...) (2.2)

et

20 _32)
log2 =~ 2

£2(x) Scelx) < (2.3)

Démonstration. Pour tout # > 0 on note
w
Hx =Y log(1+2) < Lixl
) j_l g ¢ ~ r .

La fonction ¢t — H(x,t) décroit de 400 a 0 lorsque ¢ croit de 0 a +o00. Ceci assure 1’exis-
tence et ’unicité de c. La propriété (2.2) est immédiate. Prouvons I’encadrement (2.3). Pour
1=802(x)=4$2,

w w
H(x, Q) :10g1_[(1 + %’) > 10g<1 +y %’) — log2.
j=1 j=1

Ceci montre que ¢ > §2. La majoration de c(x) résulte de
2 Xj 2 x i £
log2=>» log|1+— | < - =— a
Remarque. On vérifie immédiatement que si @ est fini on a

c(X1,Xx2, ..., Xz,0) =c(x1,x2, ..., Xg) (2.4)

et que la suite infinie x" définie par x] = x; pour i < @ et x; =0 pour i > @ est un élément
de A et c(x") =c(x1,x2, ..., xs). Notons aussi que ¢ est symétrique en les x;, et que c’est une
fonction croissante de chaque variable x;. Par convention, on pose c(0) = 0.
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Lemme 2.2. Soit x = (x1,x32,...) € A*, ¢ = c(x) et, pour tout k > 1

ck=c(x1,x2,...,x¢,0,0,...).
Alors
lim ¢ =c.
k—o00

Démonstration. La suite (cx), croissante et majorée par §2(x)/log2 par (2.3) admet une li-
mite ¢. Comme ]_[le(l + %) converge uniformément vers ]_[;;of(l + ’%), sur tout intervalle
[, +oo[, u >0,0na

+00 X k X 400 i
||(1+Tl)= lim (l—l——l>:2:||(l+—l),
. c k——+00 Ck . c
l:l l:l l:1
etceladonnec=c. O

Lemme 2.3. Soit x € A*. Pour tout entier i > 1, ¢ admet une dérivée partielle par rapport a x;,
qui est donnée par

o0

, avecT(x)= Z

i=1

de(x) 1 c(x)
axi  T(x)c(x)+x

Xi
c(x)+x;

(2.5)

Démonstration. Puisque ¢ est une fonction symétrique de ses arguments on peut suppo-
ser i = 1. Fixons xp,x3,...,Xk,..., et supposons les d’abord non tous nuls. Posons x =
(x1,Xx2,...,Xk,...). Lapplication x; — c(x) est une bijection croissante de [0, 4oo[ sur
[co, +o0ol, avec cp = ¢(0, x2, x3, ...) > 0, car, par définition, x; s’explicite en fonction de ¢ par

(0, )]
avec I1 1—|—xj
X1=——c¢ = — .
! I7 5 c
J:

La convergence de la série Z?‘;z x; entraine que log IT = Z?iz log(1 + %) est une fonction
dérivable de ¢ sur [co, +00[ et que I’on a

dIl e xj 1 X1
=— =—(1@- .
Ildc cj_zc—l—xj c c+x1

Il en résulte que ¢ — x| est une bijection croissante et continiment dérivable de [cg, +00[ sur

[0, +o0[ et que I’on a, puisque [T = 642-31 ’
dxiy 2 2cdll 2 X .
de - mae T\ TTO- —1= TGx). (2.6
de I 1II? dc n<+ (x) c—l—xl) ( - )(J_c) (2.6)

Par le theoréme d’inversion ¢ est une fonction continiment dérivable de x; et (2.6) im-
plique (2.5).
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Si0=xp =x3="---,ladéfinition (2.1) donne c(x) = x| et le résultat est encore vrai. [

Lemme 2.4. Soit (y;) une suite de réels vérifiant 0 < y; < 1 et Z+ | Vi <+o0. Alors

+00 +00
[[a-vw=1-)"w.
i=1 i=1

Démonstration. Ona (1 —y1) (1 =) =1—y; —y2+y1y2 = 1 —y] — 2, puis, par récurrence,
pourtoutn > 1, [T/, (1 — ) > 1 —Y_"_, yi, et enfin, par passage a la limite, [[72,(1 — y;) >

+00

Lemme 2.5. Pour tout x € A*, la quantité T (x) =) ;_ C(x)+x vérifie
! <Tkx) <1
-<Tkx) <.
) X
Et chaque dérivée partielle de c vérifie
1
o @ 1
0x; T(x)

Démonstration. [’encadrement (2.3) donne la majoration

T(x) io al <+fx" 2 <
X) = X — = —Xx 1.
- —~ ¢ 4+ x; - c c

Pour la minoration, notons y; = Ci’x , par la définition 2.1 de c,

1
]_[(1—%)—]_[ it 1

Le lemme 2.4 donne alors

0.¢] o0 1
T@=Y vnz1-[Ja-w=1-5=2
i=1 i=1

Pour le deuxieme point, le lemme 2.3 entraine

de(x) 1 c(x) < 1 <9 -
dxi T@c@+x T

Lemme 2.6. Soit x et x' € A. Alors

400
le(x) —e@)] <2) |xi —xi| =2)x" — x]I.

i=1
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Démonstration.
1. Six" et x sont tous deux de méme longueur finie k on note
G(t)=c(x +1(x'—x)).
Alors ¢(x") —c(x) = G(1) — G(0). De plus, G est dérivable sur I'intervalle (0, 1), de dérivée
/ £ / dc /
G'(1)= i;(x,- —xi) g (a1 - ).
Par le théoreme des accroissements finis et le lemme 2.5, il vient

lc(x) — (@) =|G(1) = GO)| < sup |G 1] < 2Z\x

i=1

2. Revenons maintenant au cas général. Pour tout k > 1, notons
cx =c(x1,x2,...,%,0,0,...) et ¢ :c(xi,xé,...,x,/c,0,0,...).

Par le premier point, on a |ck —cr| <2 Zl 1 |x —x;| <2]|x" — x||. Avec le lemme 2.2 on
en déduit

I/ —c| = hm\ck—ck\ 2llx" — x| O

Lemme 2.7. Soit x,x’ € A. Notons 2 = 2(x) et 2" = 2(x). Pour la fonction T définie en
(2.5), on a la majoration

3
TG - T | < —————Ix' —x||.
m

ax(£2, 2 - ~

Démonstration. Notons ¢ = ¢(x) et ¢/ = c(x’) et supposons 2’ > £2. Alors

- - oo ; = cx; —c'x;
&) = (x)_g[c + x; c+x,] Z;(c’—l—xl{)(c—l—xi)
ad c(x] —x;) ad (c —x;
Z(c —|—x)(c—|—x, ; c+x)(c+x,)

=1

~.

et, en utilisant le lemme 2.6 et (2.3),

+00 /
|x/ — x;| xilem —¢|
1 l
‘T(’—C)_T()—C”gz ¢+ x! Z(c’+xf)(c+xi)
i=1 !

i=1 l
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+00 |y +00
|'xl ll / Xij
\Z Q/ +|C_C|ZQQ/
i=1 i=1
Ix"—xIl  I¢"—=¢c 3
= o o S 5”9_6 — x|l U

2.2. Approximation de K (n)

Les définitions suivantes ont été introduites par Evans (cf. [8]).

Définition 2.8. Pour x = (x1, x2, ..., x¢) € R** on définit
- (c(x) +x;)"
A@x) = —=e 9@ : 2.7
(0= H F(xi+1) @D
Définition 2.9. Pour x = (x1, x2, ..., x¢) € R** on définit
B[ Ly G e 2.8)
X) = = . .
| 20 & e = T (x)

Du lemme 2.5, il résulte immédiatement le suivant
Lemme 2.10. Pour x € R’J‘rk, ona
V2c(x) <B(x) <2/c(). (2.9)
On trouvera également dans [8] la démonstration du théoreme suivant.
Théoreme 1 (Evans). Pour tout n, 0 < n < 1/2, il existe 2 et C tels que, pour tout entier n
dont la décomposition en facteurs premiers n = q, 'qu . .q,?k satisfait 2 (n) = a1 +ar + -+ -+

oy = §20, on a, en posant o = (a1, a2, ..., o),

K(n) = VTA@B@) (1 +R@) avec |[R(@)] < Co(2(@) ™

Remarque. La démonstration d’Evans est effective, et permettrait d’expliciter des valeurs de £2
et Co pour une valeur donnée de 7. Le calcul est cependant technique et nous ne le ferons pas.

Lemme 2.11. 1] existe deux constantes absolues Cy et Cy telles que, pour tout entier n = 2, de

décomposition en facteurs premiers n = q, ‘qu . .q,(f", on ait avec o = (01,02, ..., k)
Civ7 A(@)B(@) < K(n) < Cov/ A()B(a). (2.10)

Démonstration. Choisissons, par exemple n = 1/4, et ¢ > 0 arbitraire ; par le théoréeme 1 il
existe un £21 tel que le rapport K (n)/(/7 A(a)B(«)) differe de 1 de au plus ¢, pourvu que
2(n) = 2(a) > $21. Pour tous les entiers n avec 1 < £2(n) < £21, le nombre des valeurs de «
estfini. O
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Nous avons calculé, pour chaque r € {1, 2, ..., 20}, et pour tous les n tels que £2(n) =r, le
rapport K (n)/(y/7 A(a)B(a)). Nous avons vérifié que ce rapport est minimum lorsque o = (r),
c’est a dire lorsque n est une puissance de nombre premier, n = p”. Il atteint son maximum
lorsque o = (1, 1, ..., 1), c’est a dire lorsque n est un produit de r facteurs premiers distincts. Il
est raisonnable de penser que cette propriété est encore vraie pour toutes les valeurs de r > 20.
Ceci donne la conjecture suivante :

Conjecture 1. La valeur optimale de C, est 1.084437552 ..., atteinte pour o = (1), c’est a dire
lorsque n est premier. Et la valeur optimale de C| est 1, approchée par les entiers sans facteurs
carrés, lorsque le nombre de leurs facteurs premiers tend vers l’infini.

2.3. Les constantes p, px, a et a

Les constantes p, pg, a, a; ont été introduites par Hille [12], Evans [8, p. 169] et Klazar et
Luca [18]. Dans ce paragraphe nous rappelons et précisons leur comportement.

Définition 2.12. Soit ¢(s) =[] p(l — #)_1 = :[;Xf nls la fonction de Riemann, et pour tout
k> 1, posons ¢ () = [T;_, (1 = 7).
J
On définit p = 1.728647238998.. ., et pour tout k > 1, px > 0 par

¢(p) =2, Ck(pr) = 2. (2.11)

Pour s > 1, on définit L(s) = —log ¢ (s), de sorte que

d = log p;
L'(s)=——-(logt(s)) = —=—
s pl A
et Ly(s) = —log ¢k (s). On définit @ = 1.100020011 ... et a; par
I3 logpi I~ logp;

S=Y =L))ot =)t = L), (2.12)

i—1 Pi a e 1
Tableau 1 donne la valeur des premiers termes des suites (o) et (ax).

Lemme 2.13. La suite (pg) est croissante et limy_, 1o px = p. De plus, lorsque k tend vers

Uinfini,
2 1.509...
P — Pk~ - — =— : (2.13)
(=¢"(P)(p — DkP= (logk)? kP~ (logk)”
Tableau 1
Quelques valeurs de pg et ay
k 1 2 3 10 100 1000 00
Dk 1.00000 1.43527 1.56603 1.69972 1.72658 1.72843 1.72864

ay 1.44269 1.44336 1.36287 1.19244 1.11279 1.10196 1.1000200
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Ce lemme est démontré en [18], paragraphe 2. En introduisant 1’exponentielle intégrale
Ei(x)= f xoo et;t dt, il est possible de démontrer, comme dans [11], (3.16)

_ 2E1((p — 1) log pr) Ou(1)
—¢'(p) k=1 (log k)H

pour tout u > 0.

Lemme 2.14. Soient ay et a définis en (2.12). La suite (ay) est décroissante et, lorsque k tend
vers ’infini, on a I’équivalence

a? 1

o —1 (klogk)r—1"

ar —a~

Démonstration. La décroissance de la suite (ay) résulte de la croissance de (pr) et de (2.12).
Lorsque kK — o0, il résulte de (2.12) et de lim py = p (lemme 2.13) que lima; = a et

1 1 ap—a ap—a
- — —= ~—. (2.14)
a ai aay a
Calculons un équivalent de 1/a — 1/ay. Les définitions (2.12) donnent
1 1 / / / / !/ /
PR L (p) — Li(pr) = L' (p) — Li(p) + L (p) — Ly (por)- (2.15)
Estimation de L'(p) — L} (p). On part de
+00 10gp~
L'p)=Lip)= ) —— (2.16)
=1 Pi —
Les équivalences (cf., par exemple, [5], (3.11.10), (3.11.6) et (3.10.5))
e}
i"’ log pi i log(i logi) i 1 / dt
o _ 1 iNo ol | oo
S P 1 e (ilogi)r et i?(logi)r / tP(logt)r
1 1
(p— 1) k»=D(logk)r-1
donnent avec (2.16)
, , 1 1
Li(p) — L' (p) ~ (2.17)

(p— 1) k=D (logh)r=T"
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Estimation de L, (p) — L; (px). La définition de la dérivée et (2.13) donnent

LLp) = Lo ~ (p — pLL () ~ — L) :
A N O T T
2L (p) 1

(2.18)

T T (=D (p) k-~ Llogh)?

1

D klogh) ™1 ce qui, avec (2.14), termine la

(2.15), (2.17) et (2.18) donnent 1/a — 1/a; ~
preuve. O

Lemme 2.15. Il existe une constante positive Cq telle que, pour tout k > 2, et tout nombre
premier p,

1 1
L P L . (2.19)
prr—1  pr—1 pP (klogk)r~!

Démonstration. Par le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonctionz — 1/(p’ — 1),
il existe 0, px < 6 < p, tel que

ay a 1 1 ay —a
ppk—l pP—l ppk—l pp—l pp—l

0
p’logp ap —a
= W(p — pr)ax + 1 (2.20)

Onal < p < pr <O < p <2 Ladécroissance de x — x/(x — 1)2 donne

o __ " _C
(P? =12 " (p,2—1)2 " pm

ou C ne dépend ni de p ni de k. De méme il existe D tel que

1 1 D D1 D1
< < g Dlogp 3Dlogp
pp —1 pPZ —1 pPZ pP2 10g2 2p/02

Et donc, puisque la suite (ai) est majorée par 3/2, par (2.20) on a

ay a o 3logp
pﬂk—l pp—l = 2p102

(C(p — px) + D(ax — a))

et I’on conclut en utilisant les lemmes 2.13 et 2.14. O
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3. Un probleme d’optimisation
3.1. La fonctions F
Définition 3.1. Pour x = (x1,x2, ..., xx) € R’ on définit
k k
F(x)= ij 10g<1 + @) Z Xj log Xj —I—C(x)) — X long) (3.1)
j=1 j=1

Remarque. La fonction F se prolonge par continuité sur R’_i en posant 0log 0 = 0. Notons que,
par (2.4),ona F(x1,x2,...,x;,0) = F(x1,x2,...,x¢) et F(0) =

Lemme 3.2. La fonction F est concave dans Rﬁ.

Démonstration. Par (3.1) et (2.5) pour tout x € R** on a

k
9T = Y B A LM o
8x1 ( )= <Z c(x) +x1) 0x; @ +log(c(@) +xi) + c(x) + x; logxi —1

() Xi cx)+x\
_c(ag)+x,~+c()_c>+xi+1°g< : ) :

B log<@)' (3.2)
On a ensuite
92F 9
7 ) = 5, (ogle@ +x)) —log(x)
N (T) (S—x,(x) * 1)
_ c(x) 1 1
- (c@) + )T (x) " c(x)+xi X (3.3)
et’ pour .] ;é i9
?F 9
0x;0x; 3x] — (log(c(x) + xi) — log(x;))
L) c(x)
B ( ) @) = : (3.4)
c(x) +x; ) 9x; (c(x) + x1)(c(x) +x))T (x)

La forme quadratique des dérivées secondes de F' s’écrit donc, pour x € R:Lk,

k 2 k 2
1 . C()_C) /’li B C()_C)hl.
i ) = T@)(Z,-:] c<)_c>+x,-) Licwrn  OY

i=1
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L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne

T
c(x) +x; Ve +xi /xi(e(x) + x;)

h2
ST ; X () +x)

2

ce qui, avec (3.5), prouve la concavité de F' dans 1’adhérence R’j_ de R’_‘f. O
3.2. Proximité de A(x) et de exp(F(x))

Le lemme suivant montre que F est une assez bonne approximation de log A (cf. défini-
tion 2.8).

Lemme 3.3. Soit x € ]Rik ;ona

N Fxi+1
oo s(x;) = ——
s(x, x;'e i

1 k
A(x) = —=exp(F(x)) [I (3.6)

242

est le terme correctif de la formule de Stirling I'(x + 1) = x*e *s(x), de I’ordre de grandeur de
N 2mx. Plus précisément on a l’encadrement

M2rx <s(x) <edx, x>1. (3.7
Démonstration. De la définition 2.8, il suit

1 ,—X;

k . k . X
Y (c@+x)" 1 @ +x)" xje
A()_C)—zﬁexp( sz()_o)j]:[l Fo _2f21:[ T et

La formule (3.7) se réduit a ’encadrement classique de I'(x 4+ 1), x*e */2nx < T'(x + 1) <
xfe rex. O

De la définition de s(j) résulte immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout j € N, ona

S(J_{_l):e(#), (3.8)
s(j)

et lorsque j tend vers ’infini

sG+1) 1 (1)
=14+—+0(—=).
s(j) 2j j?
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3.3. Maximisation de F

Pour k > 2, entier, py est le k*™ nombre premier. Soit A > 0 réel, et k > 2 on considere le
domaine D(A) C R**, défini par

x1log2 +x2log3 4 -+ xilog pr < A. (3.9)

Par (3.2) la fonction F définie par (3.1) est croissante par rapport a chaque variable, le probleme
d’optimisation

x € D(A),
{maxF(g) (3.10)
a donc méme solution que le probleme
x1log2 4+ xylog3+---+xxlogpr = A, 311
max F(xy,x2, ..., Xk). '

Ce probleme a été résolu dans [8], lemme 6, par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Le
multiplicateur de Lagrange est la constante p définie en (2.11).

Lemme 3.5. L’unique solution x* = (x{, x5, ..., x;) du probleme (3.10) satisfait

x7log2 4+ x31log3 + - - -+ x; log px = A, (3.12)

oF
8—(x ) = pk log pi, (3.13)
c(x*) = A, (3.14)

argA .

= KT i=1,2,.. .k, 3.15
=y (3.15)
F(x*) = prA. (3.16)

Lemme 3.6. Soitk >2, o = (a1, a2, ...,ar) € D(A) défini par (3.9), x* défini par (3.15) et F
définie par (3.1). Alors on a

2
F(q)<F<a_c*>—4Alogp (Zlal -}Ing,-) (3.17)

k—
(o — x7)*(log pi)*. (3.18)

i=1

SFE) — ———
@) 4Alog px

Démonstration. Définissons y = (y1, y2, ..., yk) par

k

yi=a1, Yyr)=02, ..., Yk—1=0-—1, et Z}’ilogpi:A- (3.19)
i=1
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Comme o« € D(A), on a o < yi et la croissance de F par rapport a chacune des variables (cf.
(3.2)) entraine

Fa) < F(y). (3.20)

Posons 7; = y; — x. On a par (3.19), (3.15) et (2.12),

k k k
> “hilogpi =) yilogpi — > xllogpi=A—A=0. (3.21)
= i=1 i=1

La formule de Taylor appliquée a F entre les points y et x* donne

K OF |
F(y)— F(x") = Zhig@*) + EF”@) - (h), (3.22)
i=1 !

avec § =0y + (1 —0)x*et0<6 <1.0Onadoncé =(§1,5,...,6k) € R’_‘f. Par (3.13) et (3.21)
il vient

k
Zh —(x *)=px )_hilogp; =0. (3.23)
i=1

(3.21) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz donnent
i o\ i i (1_<c<§)+si>logpi>2
e+ )\ =@+ 2¢(8) log p
- i : i (1_(c(§>+si>1ogp,~> ’
A\SV@+E fae@ +a) 2¢(5)log pi

Lo (c(€) + &) log pi ) >
ST ’ - — : 3.24
(5)(; &i(c(§) +&i) ( 2¢(&)log pk ) ) (3.24)
Par (2.3), pour tout i, | <i <k,ona0<§ < $2(§) <c(§). En notant 7; = (c®)+&) log pi

2c@logp N2
donc 0 < #; < 1, puis (1 — t,~)2 < 1 —¢;. La majoration (3.24) et (3.5) donnent alors

L R2e®) (c(§) + &) log p;
F" 1— = —1
©-h ; E(c(®) +&) ( 2¢(8) log px )

Z logp; h _i.

IOg Pk 2&1
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Avec I'inégalité de Cauchy—Schwarz sous la forme

k 2 k 2 kK .2
|hi|/log pi h; log p;
(E |hi|10gpi> =<§ Vsilogpi—ﬁg <AY L —== 3 :
i=1 i=1 i i=1 !

(car par (3.19) et (3.12), Zle & log pi = A), cela donne

k

2
1
F”(g)'hg—m<2|hi|10gm) S - 2A10gp (ZVI |10gpz)

i=1

ce qui avec (3.20), (3.22), (3.23) et (3.19), complete la preuve du lemme 3.6. O

Théoreme 2. 1[I existe deux constantes Cs et Cy telles que, pour tout entier n > 2, avec n =
2“‘3“2...17,0;" avec a1,d2, ...,ar = leta = (ay,ay,...,0r) on ait

X keXp(F (@) <K< C4eXp(f (Zo_z)) < C4eXp(pzZ1§gn)
ek Joqay ... ax k/ k/

Démonstration. On part de I’encadrement donné par (2.10),

(3.25)

Civm A(@)B(a) < K (n) < Co/7 A(@)B(a).

Avec les encadrements de B, (2.9), et de ¢, (2.3), ceci donne

C1/27 2(2)A(@) < K () < C2v/61/2(2)A).

On remplace A («) par le second membre de (3.6),

C2 VT 2@ exp(F@) [ ]

Jj=1

s(ozj) < K(n)

S

k
< Czﬁ\/ﬂ(a)exp (F( ]_[
j=1

L’encadrement (3.7) de s(x) donne alors

C1

SVTR@ _ala exp(F (@) < K (n)
CoV/3m 2
< 2 L xp(F@). (3:26)
2 [Tizi 270
La premiere inégalité dans (3.25) est obtenue en minorant 2 («) par 1 et en posant C3 = C‘—g/ﬁ
Puisque chacun des entiers 2«; est supérieur ou égal a 2, leur somme 2£2 (n) est majorée par leur

produit ]_[f-‘=1 (2a7). On obtient donc la deuxieme inégalité de (3.25) en choisissant C4 = @
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La derniere inégalité dans (3.25) se réduit a F(«) < pi logn ; elle s’obtient en appliquant le
lemme 3.5, avec A =logn, ce qui assure I’appartenance de ¢ au domaine D(A). O

4. Grandes valeurs de la fonction K
Théoreme 3. 1] existe deux constantes positives Cs et Cq telles que :

1. Pour tout entier n suffisamment grand on a

(logn)!/?
logK(n) < plogn — C5 ——. 4.1)
loglogn
2. Pour tout n suffisamment grand il existe m < n tel que
1 1/p 1 1/p
logK(m))plogn—C6%2plogm—C6M. 4.2)
loglogn loglogm

Preuve de (4.1). Soit n = q{"q5*...q* la décomposition de n en facteurs premiers. Lorsque
k =1, on calcule par récurrence avec la formule (1.2), K(n) = K(qf‘l =291~ < pet(4.1) est
vérifiée pour tout Cs et n assez grand.

Nous supposerons maintenant k > 2. On pose N = p{' p5” ... p;* <n.D’apres la définition
de Kona K(n)=K(N),etaylog2+azlog3+---+ axlog pr =log N. Lencadrement (3.25)
donne

k
log K (n) =1log K(N) < pilog N — 5 logm +log Cy,
qui, avec log N < logn, donne
k
log K (n) < pxlogn — Elogn +log C4
k
= plogn — |:(,0 — pi) logn + 5 logm —log C4i|. 4.3)

Supposons n > 16 ce qui assure loglogn > 1. Vue (2.13), il existe une constante positive y; telle
que p — px = y1/ kP~ (logk)”). Alors

. 1 1/p
1. Si2<k< (lgglno)gn <logn,ona

Y1 Y1 __ (logn)!/r—1

) Z 7o\ p—1 =N
kP—'(logk)r ((llggiqo)gn ),o (loglogn)® loglogn

P — Pk =

. 1 I/p
2. Sik > (1g§1no)gn , on a alors

1 (logn)!/?

k k
—logm > - > .
2 2 2 loglogn
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Dans les deux cas, le crochet de (4.3) vérifie

(logn)'/*

k 1
(p —px)logn 4+ —logm —logCyq | Z min{ y1, = | ———— —logCy
2 2 ) loglogn

(logn)!/
o
loglogn

pour n assez grand, avec Cs > 0. Ceci termine la démonstration de (4.1). Avant de démontrer
(4.2), rappelons le lemme suivant qu’on trouvera dans [11].

Lemme 4.1. Soit k un entier positif ; on range les 2X diviseurs de n = pip> ... px par ordre
croissant : 1 =d| <dy < -+ < dy =n. Alors, pour tout i, 1 <i < 2 _ 1, 0na di+1 < 2d;.

Preuve de (4.2). On applique le lemme 3.5 avec A =logn et

1 1/p
k= | dogm (4.4)
loglogn

ou k est une constante positive satisfaisant
Kk <palf=1.82... (4.5)

et a est défini en (2.12). Par le lemme 3.5 le maximum de F est atteint en

!
¥t = (x.x5.....x}) avecx = a’;kog'i, i=1,2,... .k (4.6)
p;i —

ou les ay sont donnés par (2.12). On rappelle que, par (3.12),

k

> x}log p; =logn. (4.7)
i=1

Lorsque n — 00, on a, en utilisant la décroissance de (ai) (cf. lemme 2.14), puis (4.4) pour
obtenir un équivalent de &,

. . axlogn alogn alogn ap”
X > Xy > > X = — 1> e 1 k/’N 5 > 1, (4.8)
kT Dy (klogk) Kk

la derniere inégalité provenant de (4.5).

Construction de m. k étant défini par (4.4) et x* par (4.6) on pose mg = ]_[f‘: | pl.in J. Par (4.7)

ona

:]»

k
X
Cemo<[]p =
i=1

P1P2
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Soit d le plus grand diviseur de p1p; ... px vérifiantd < n/mo < p1p2 ... px- Onpose m = mod.
Par définition de d et par le lemme 4.1 on a n/mg < 2d, et donc

n n
I<—=—<2. 4.9)
m  mod

On écrit d = ]_[f:1 pf", avec &; € {0, 1}. On a alors

m= ﬁ p; (4.10)
avec
=|x}]+e, & €{0,1}. 4.11)
Avec (4.8), (4.11) donne
<[ | <o < | |+ 1</ +1<2x], 1<i <k, (4.12)
et, par (4.9), (4.7) et (4.10) il vient
m k
—log2 < log — =Y (o — x})log pi < 0. (4.13)

i=1

Fin de la preuve de (4.2). La formule de Taylor et I’expression (3.5) de la forme quadratique
dérivée seconde de F donnent

c®) (& \
F(a)=F(x >+Z a—x,<" )t T(s)(z <s>+a>
Xk: c(§) (o — Xf)z (4.14)
P g,(c(é) +&) |

avec, pour 1 <i <k, & =0a; + (1 —0)x/,0<0 <let§=(51,%,...,8). Par(4.12) on a

§=20|x | +A—-0)|x]=|x|>1. (4.15)

Par (4.11), le quatrieme terme du second membre de (4.14) satisfait donc

k k
c(§)(ai — x7)
; & (&) +&) ; =) 2 k. (4.16)

Le troisieme terme est positif. Le second terme, par (3.13), (4.13) puis le lemme 2.3 satisfait
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k
m
_ 20 — 2 1 log —
E_ x” (x) Pk ngz pr log .

> —pi 10g2 > —plog2.
De (4.14), (4.16) et (4.17) on déduit
F(a) > F(x*) — plog2 — k.
Vue la décomposition en facteurs premiers de m (4.10), I’encadrement (3.25) donne
k
logK(m) > F(a) — k — 1Zlogoz- +logC
g = & 2 4 1 i 3.
1=
Avec (4.18) cela donne
k
. 1
log K (m) > F(x") =2k — 5 ) “loga; +logCs — plog2.
i=1
Par (3.16) il vient
F(x*)=plogn — (p — px)logn,
d’ou

k

1
log K (m) > plogn — (p — px)logn — 2k — 3 Zlogai +log C3 — plog?2.

i=1

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Il reste a montrer que, a part plogn, les termes du second membre de (4.22) sont tous des
O(log(n)l/"/ loglogn) = O (k). Pour le terme (p — pi) logn cela résulte de 1’équivalence (2.13)
et de (4.4). Il reste donc a démontrer que Zf:l loga; estun O (k) c’est-a dire que % Zle log o;

est un O(1) lorsque k tend vers I’infini. Par (4.12),

k

k
Z (2x}) log2+%Zlogxlf.

i=1

?\NI>—‘

k
Zloga, <
i=1

x| —

Vu le lemme suivant, cela termine la preuve de (4.2) et du théoreme 3. O

Lemme 4.2. Avec le choix de k, (4.4), on a, lorsque n tend vers l’infini

k
Y logxf = 0(1).
=1

e
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Démonstration. Puisque A = logn, la formule (4.6) donne

k k
1 . 1
p Zlogxi =logai + loglogn — . Zlog(pfk —1)
i=1 i=1
k

:logak—l—loglogn—Z—logp, Zlog(l——)

i=1

k
Pk
=loglogn — - ;logp,- +0().
1=
En utilisant le développement asymptotique de py (cf. [22], §57)
pr = k(logk + loglogk + O(1))

et le théoréme des nombres premiers sous la forme ) p<xlogp =x + O(x/logx) (cf. [6],
théoreme 4.7) on obtient

k

ZIngi = Pk + 0( Pk ) :k(logk+loglogk—|— 0(1)).
i=1 logpk
D’ou
k
1 *
P Y logx} =loglogn — p[logk +loglogk] + O(1). (4.23)
i=1

En notant log; x =logloglogx, il résulte de la définition (4.4) de k que
1
logk = —loglogn —logzn + O(1), loglogk =logzn 4+ O(1),
0

et p(logk +loglogk) =log, n + O(1). Avec (4.23) cela donne

k

1

P > “logx? = (p — pi) (logk + loglogk) + O (1) = O(1)
=1

car, par I’équivalence (2.13), (o — px) (log k +1loglog k) tend vers 0 quand n tend vers I’infini. O
5. Propriétés des nombres K-champions

Comme la fonction K ne dépend que des exposants de la décomposition en facteurs premiers
de n, il est clair que tout nombre K-champion N est de la forme

N =2%3%_ . p* avecaZar = Zap 21, (5.1



1698 M. Deléglise et al. / Journal of Number Theory 128 (2008) 1676-1716

avec, par (1.7), k = w(N). Il résulte de I'inégalité (4.2) du théoreme 3 que

limsup K (n) = 400,

n—oo

et donc il existe une infinité de nombres K-champions. K (n) est le nombre de solutions de
I’équation diophantienne

n=didy...d,

aux inconnues di, d3,...,d, plus grandes que 1. Chaque telle factorisation de n donne une
factorisation non triviale de 2n, 2n = 2did> ...d,. Comme 2n admet aussi la factorisation tri-
viale 2n = (2n), on a, pour n > 2, K(2n) > K(n). 1l en résulte que si ’on range les nombre
K -champions dans 1’ordre croissant

Ni=1<Ny=4<N3=6<---<N;j<Nj;1<--- (5.2)
ona
Nit1 <2N;. (5.3)
5.1. Encadrement de w(N)
Théoreme 4.
1. Soit N un nombre K -champion assez grand. Alors

(log N)'/*

logK(N) > plogN — C
og K(N) = plog © Toglog N

5.4)

ou p est défini en (2.11) et C¢ dans le théoreme 3.
2. De plus, il existe trois constantes positives C7, Cg et Ny telles que, pour tout K -champion
N > Ny, on ait

(logN)!/P _ (log N)!/?

w(N)<C

S . 55
8 loglog N (5:3)

’ loglogN
Preuve de (5.4). Pour le premier point, on utilise 1’inégalité (4.2) du théoreme 3. Il existe

m < N vérifiant K (m) > plog N — Cg(log N)!/?/loglog N. Puisque N est un K-champion,
ona K(N) > K(m).

Preuve de (5.5). Posons k = w(N). L’inégalité (3.25) donne

1
log K(N) <pk10gN—kg +log Cy

log
<plogN—(p—pk)logN—kT +log Cy. (5.6)
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Vue (5.4) cela donne, quand N — 400,

(log N)'/? (log N)'/*
— logN < Ce———— +1ogCys < Cgl(1 1)) ———. 5.7
(p — pi) log 6 loglog N +1og C4 < Ce(1 4 0(1)) loglog N (5.7)
Par I’équivalence (2.13), il existe donc C > 0 tel que,
k*~'(logk)? > C(log N)' =P loglog N. (5.8)

Mais la fonction y = f(t) = t/’_l(logt)p tend vers I’infini avec 7, et est croissante pour ¢ > 1.
Sa fonction réciproque satisfait

1

1 1
-1 ~ p% y ”’]v y p=l
;e -1 l(aogy)p) A((logy)p) 0= )

et (5.8) entraine

(log N)!/#

1
k> f~Y(Clog N)' "7 loglog N) = .
f7(ClogN) "7 loglogN) oglog N

Ceci donne la minoration de k = w(/N) dans (5.5). La comparaison de (5.6) et (5.4) donne aussi

1 log N)!/p log N)1/p
08T o 10gN) —l—logC4<<(Og )

k <Co——— —
2 0 loglog N loglog N

d’ou I’on déduit la majoration de w(N) dans (5.5). O

Lemme 5.1. Soit N un nombre K -champion dont la décomposition en facteurs premiers est don-
née par (5.1). On applique le lemme 3.5 avec k = w(N) et A =log N. Soit x* défini par (3.15).
Alors, lorsque N — +00, on a

1
log px ~ —loglog N, ou p est défini en (2.11), 5.9
I

et

k
> lai — x}|log pi = O((log N)’) avec = (1+1/p)/2=0.789243....  (5.10)
i=1

Démonstration. L’inégalité (5.4) du théoréme 4 et p > pi (cf. lemme 2.13) donnent

(log N)!/* (log N)!/*

logK(N) > plogN — C > pxlogN — Co———. (5.11)
loglog N

6 loglog N
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L’équation (3.16) du lemme 3.5 donne F(x*) = px log N. Appliquons maintenant le lemme 3.6,
avec o = (o1, o2, . . ., o). La majoration (3.17) s’écrit

k—1 2
1
F < prlogN — ———— C—x1 . 5.12
(@) < pxlog 410gN10gpk(i§_l:‘al x,\ogn) (5.12)

Par I’encadrement (5.5) du théoreme 4, k = w(N) tend vers I’infini avec N. En utilisant (3.25),
il en résulte que, pour N assez grand,

k
log K(N) < F(a) +1ogCy — Elogﬂ < F(o).

Cette inégalité, avec (5.11) et (5.12) donne

k—1 2 1
1 1 /P
—_ Z!ai —xl-*|10gpi <C6%. (5.13)
4logN log px P loglog N

(log N)!/7
loglog N °

Par les inégalités (5.5) du théoreme 4, k = w(N) = ce qui entraine, lorsque N — +o0,

1
log px ~ log(klogk) ~logk ~ —loglog N
o

et cela prouve (5.9). De (5.13) et (5.9) on déduit

k—1
Z‘ai — xl’“ log p; = 0((10gN)8) (5.14)

i=1

avec 6 donné par (5.10). Pour prouver que Zle lo; —x7|log p; = O((log N )9), ce qui terminera

la preuve du lemme, il reste a vérifier que |(ax — x;) log px| = O((log N )%). La définition A =
log N et (3.12) donnent

k k
logN = Zozi log pi = in*logpi.
i=1

i=1

Il en résulte
k
> (e —x})log pi =0 (5.15)
i=1

et donc, avec (5.14), |(ox — x;) log pi| < Zf;ll lo; — x| log p; = O((log N, O
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5.2. Exposants des petits facteurs premiers

Théoreme 5. Soit N un nombre K -champion dont la décomposition en facteurs premiers est
donnée par (5.1), et p et a définis en (2.11) et (2.12). Lorsque N — 400, on a

Q(N)=a1+ay+--+ag=blogN + O((log N)?), (5.16)

avec § défini en (5.10),

o0
Bi=—— e b= pi=08612985.... (5.17)

I3
pi —1 izl

De plus, pour 1 <i < k, on a uniformément en i,

)
(log V) ) (5.18)

a,::ﬁ%logﬁJ%—()(
log pi

Démonstration de (5.16). Pour prouver (5.16) il suffit de démontrer la majoration un peu plus
forte

k +o00
Z lo; — Bilog N| + Z Bilog N = O((log N)%). (5.19)
i=1

i=k+1

On applique le lemme 3.5 avec k = w(N) et A =1log N. On écrit alors,

k k
> lai = Bilog NI < Yl = x}| + ) | — Bilog N|

=~

ol les x sont définis par (3.15). Le lemme 5.1 donne

Z\a, —x!] < O((log N)®). (5.20)

En utilisant le lemme 2.15 (car, par (5.5), kK > 2)

a
x; — BilogN|=1logN ‘
Z} = ; pl =1 pl—1
log N lOg Pz log N
= . 5.21
© Wloghyr- 1; ( o] 02D
Par la minoration (5.5) de w(N) =k, il vient
logN
%8 _ 0((log N)/* (loglog N)*~') = O ((log N)*) (5.22)

kp=T ~
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car 1/p < §. 1l vient ensuite

+00 +o00 o0 00 o0

a 2a 2a 2adt 2a
Sh=Y e Y e Y e [

- P — p—1
i=k+1 i P USSP S y ! (p— Dk

ce qui, avec (5.21) et (5.22) complete la preuve de (5.19) et (5.16).
Démonstration de (5.18). Pourtouti, 1 <i <k,ona
la; — Bilog N| < |oe,- —xi*| + }xl* — Bi 10gN|.

Par le lemme 5.1 on a

o — x| < (log N)°.

log p;

Les définitions (3.15) et (5.17) de B; et x et le lemme 2.15 donnent, pour tout 7,

N logp; logN 1 log N
|xi _'BilogN}<C9 gﬂfl k1 gk o—1 :1 . < ,og—1>'
p;- (klogk) ogpi \k

En utilisant (5.22), il vient

1
log p;

|x} — Bilog N| « (logN)’,

qui, avec (5.25) et (5.24), termine la preuve de (5.18). O

5.3. Exposants des grands facteurs premiers

Lemme 5.2. Soit N =2%13%2 . .pl‘f" un K -champion tendant vers 'infini, « = (o1, a2, ..

et § défini par (5.10).
1. Soit a =1.100020011... la constante définie en (2.12); alors
c(@) =alog N + O((log N)°).
2. Soit Ty = Zj‘;l po =0.62035.... Alors on a
T(@)=To+ O((logN)’~").
3. Soit By=/% = 1.883.... Alors ona
B() = Boy/log N(1+ O((log N)*™")).

4. K (N) = Bo/7/log NA(@)(1 + O((log N)’~1)).

(5.24)

(5.25)

., 0),

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)



M. Deléglise et al. / Journal of Number Theory 128 (2008) 1676—1716 1703

Démonstration de (5.26). Soit é = (Bi)i>1 ou les B; sont définis en (5.17). L’égalité (2.2), le
lemme 2.6 et la majoration (5.19) donnent

le(@) = c(B)log N| = [e(@) — c(Blog N))|
k

+0o0
<2) o — BilogN|+2 Y BilogN = O((log N)?).

Il reste a vérifier que ¢(B) = a. Or, par définition de p,

Par la formule (2.1) qui définit c, cela s’écrit 0(2,,1 3p 7s--.) = 1. Puisque B; = a/(pl 1),
on obtient ¢(f) = a en multipliant les deux termes de cette egahte par a (grace a (2.2)).

Démonstration de (5.27). Par la défintion (5.17),0ona B;/(a+ B;) = l/pf. L’estimation (5.18),
oule O((log N Y31 est uniforme en i, et (5.26) donnent alors

k s—1
Bilog N(1 4+ O((logN)°™))
T T

~ (a+Bi)log N(1+ O((logN)*~1))

k k
1 1
= —5(1+ 0(togN)*™") =Z—p O((log Ny~ 1)

ce qui prouve (5.27), car, par (5.22) et (5.23), on a

o0

Z %—O(kp 1> 0((tog Ny*™).

Démonstration de (5.28). La formule (5.28) est une conséquence de la définition (2.8) de B, de
(5.26) et de (5.27).

Démonstration de (5.29). Choisissant n = 1 — § dans le théoréeme 1 (théoréme de Evans) on
obtient

K(N) = vaB@A@) (1 +0((2)" ™).

On conclut avec (5.28) et (5.16). 0O
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Définition 5.3. Soit N =2%13%2 | p,‘f" un K -champion tendant vers 1’infini, et M un entier dé-

pendant de N, M —213% ..pz,k, avec a; > 1 pour 1 <i <k'. Onpose o' = (o], o5, ...,oz,’{,),
etu=36—1/p=0.210.... Ondira que M est voisin de N si, avec la notation 1,

le’ —all = O((log N)*) = O((log N)°~V/*).

Lemme 5.4. Si M =2%13% _ . p;:,k est un voisinde N, on a
log M =log N + O((log N)°). (5.30)
(M) =blogN + O((logN)’),  « =BilogN+ O((logN)’) (1<i<K). (531

Démonstration de (5.30). Posons k; = max(k,k’). On a

ky
Z(af — aj) log p;
i=1
ki
<Y |ef —ai|log pi < lle — ]| log p,
i=1

|logM —log N| =

Par (5.5), k = w(N) = O(GOgN)l/p). Puisque M est voisin de N, on a 0 < k; — k < (log N)*.

loglog N
1
Par (5.5), on a donc ki = w(N) + O((log N)*) = O (M0

premiers py, ~ kilogki = O((log N)!/?), et, par hypothese, [l@' — al| = O((log N)*~1/?),
d’oit (5.30).

). Par le théoréme des nombres

Démonstration de (5.31). L’égalité (5.16) et la majoration évidente
|2(M) — 2(N)| < ll¢' —all = O((log N)°)

donnent la premiere égalité dans (5.31). Pour i satisfaisant i < min(k, k'), ’estimation (5.18) et
lo) — o < o’ — |l = O((log N)%) donnent la deuxieme égalité. Lorsque k < i < k’, on écrit

laj — Bilog N| <o + BilogN < ll’ — el + Bi log N.

. . _a 2a __ 1
On termine en remarquant que B; = P < o= 0(—(logN)1+0(l>)’ vu(5.9). O

Le lemme 5.5 ci-dessous étend aux voisins d’un champion les propriétés des nombres K -
champions énoncées dans le lemme 5.2.

Lemme 5.5. Avec les notations de la définition 5.3, soit N un K -champion qui tend vers l’infini et

! / Ot/
M =2%1%13% .pk"/ un voisin de N, et o' = (o}, o5, ..., oz,’(/) (ou plus généralement, o' € ]Rjrk/
avec ||lo' — a| = O((log N)*)). Soit 8, a, Ty et By les constantes figurant dans le lemme 5.2.
Alors on a

1. c(@) =alogN + O((log N)?), (5.32)
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. T(¢)=To+ O((logN)°™1), (5.33)
3. B(¢) = Boy/log N(1 + O((log N)* ™)), (5.34)
4, K (M) = Bo/7\/log N A(@")(1+ O((log N)>~1)). (5.35)

Démonstration de (5.32).  Vu (5.26), il suffit de montrer que |c(¢’) — c¢(a)| = O((log N)?). Le
lemme 2.6 et la définition 5.3 donnent

lc(@) — c(@)] <2ll¢’ — all = O((log N)°).

Démonstration de (5.33).  Vu (5.27), il suffit de montrer que |T (¢’) — T ()] = O((log N)°~1).
Le lemme 2.7 donne

o —

T@)-T@]< 3 a2 (V). 2 (M)

Par (5.16) et (5.31) ona 2(M) ~ £2(N) ~ alog N, et avec la définition 5.3, on en déduit

(log N)°

IT(@)—T()|= 0( Tog N

) = O((logN)*71).

Démonstration de (5.34). La formule (5.34) se déduit de la définition (2.8) de B, de (5.32) et
de (5.33).

Démonstration de (5.35). En choisissant n =1 — § dans le théoréme 1 on obtient
s—1
K (M) =/mB(@)A@)(1+0((2(M))" ).
On conclut avec (5.34) et (5.31). O
Lemme 5.6. Soit N =2%13%2 . p,(:k un K -champion tendant vers linfini et o« = (a1, @2, . . ., 0).
Soit alors x € R’_‘f dépendant de N, tel que ||x — «|| = O((log N)YY). Alors, pour tout i tel que
pl'.o = o((log N ona

IF (x)
axi

= plog p; + O(pf (log N)*~1). (5.36)

Démonstration. Par (5.17),ona §; < p—lp. Par le lemme 2.6, (5.18), (5.26) et la définition de S;
dans (5.17), il vient ’

c(x)+x; (@) +a; + O((logN)*)
Xi a; + O((log N)?)
alog N + B;log N 4+ O((log N)?)
~ " BilogN + O((logN)®)
_ (a+B)(1+ 0((log N)’~1y)
~ Bi(14 0(pf (log N)*=1y)
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= p/(1+0(p/ (logN)’*71)),
et donc, par la formule (3.2),

oF

@ =log(pf (1+ O(p{ (log N)*~1))) = plog pi + O(p] (og N)’™!). O

Le lemme précédent précise la variation de F(«) lorsque on multiplie un champion N =
2139 . p,‘f" par un petit facteur premier. Le lemme suivant précise la variation de F («’) lorsque

!

. . / / a . . 0] . .
’on multiplie M" =2%13% . ., pk,"/ , voisin d’un champion, par un grand facteur premier.

o,

Lemme 5.7. Soit N = 2*13%2 ... pi* un K -champion tendant vers Uinfini et M' = 2%13% P

un voisin de N. Soit i un indice tel que p’ > (logN)'=™° et i <k’ + 1. Soit M" = M'p; =

4 " al .
2%13% ..pk,’f” avec k" = max(i, k). Enposant " = (af, o}, .. ., a,’{’/,) eta = (af,d, ..., oz,’{,).
Lorsque i =k’ + 1, on pose oz]’{,H =0eta = (o, 0, ..., oz,’{,, 0). On a alors

F(a")— F(a')y=1+1loga +loglog N
— (o} + 1) log(er} + 1) + &/ log e + O((log N)° ") (5.37)

en convenant que o loga; =0 pour o] = 0.
Démonstration. Commencgons par remarquer que M” est aussi un voisin de M.
1. Il résulte de pf > (log N)'=9. de (5.18) et de la définition 5.3 que 'on a
af = O((logN)?). (5.38)

Notons ¢’ = c(a”) et ¢/ = c¢(a’). Montrons que
" / 1 5—1
=gt O((log N)°~). (5.39)

On considere la fonction G(¢) définie par G(r) = c(a’ + t(a” — &')). Elle est dérivable et,
par le théoreme des accroissements finis, ¢’/ — ¢’ = G(1) — G(0) = G'(t), avec t € 10, 1[.
Notons y = a' +t(a” —a’). Par le lemme 2.3, (5.32), (5.33) et (5.38) il vient

O | c(y)
= x; (V)= T(y)c(y)+a,+t
1 alog N + O((log N)?)

" T+ O((log N)* 1) alog N + O((log N))

_1 51
=T + 0((logN) )

ce qui démontre (5.39).
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2. Ecrivons, par la définition 3.1

K’ "
"+ ¢ +af
F@")—F@)= Z ozlog Z alog
Jj=1j#i J Jj=1j#i
"o +1 c+a
11 — L )—dll L
+ (af + )og( 71 ) o; og( 0‘1{ )
soit
F(@")— F(@)=S1+ S +a]loga; — (af + 1) log(c; + 1) (5.40)
avec
k" "o
Y o 10g<1+ - C,) (5.41)
'+ o
j=1.j#i j
et
S> = (o + 1) log(c” +a + 1) —a/log(c’ + o). (5.42)

Par (5.31) et (5.32), ¢’ + a;. =< log N, ce qui entraine par (5.39),

+ O((log N)*~2).

" " 01 1 1
log(l—l—c c)_c c I

- +
c/—i—oz;. c/—i—oz;. (logN)?2  Toc +a

Il en résulte que

C”+O[
Z oz log —
J=Lj#i ¢ +a
1 k ol k
— J / 52
"% L Tia *(.Z ‘“f')o(“‘)g” !
=1 j#i J J=1,j#i

Puis, en utilisant (2.5), (5.33), (5.31) et (5.38)

/

, a’a,) +(2(M") — af)0((log N)’72)

i

1 /
S1= TO (T(Q ) —
=1+ 0((logN)*1). (5.43)

3. La définition (5.42) de S> donne
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c”—l—ozlf—l—l

S» =log(c" + o] +1) + ; log oral

" —cd +1
— lOg(CU + O[l{ —+ 1) + O[l{ 10g<1 + Ta;)

Avec (5.32), (5.39) et (5.38) on en déduit

S» =log(alog N(1 + O(log N)°~")) + O((log N)°) O ((log N) ")
=loga + loglog N + 0((10gN)5_1).

Avec (5.40) et (5.43) on en déduit (5.37). O

Lemme 5.8. Soit N =2*13%2 ... p,* un K -champion tendant vers linfini et M' = 2013% P
un voisin de N.

1. Soit p; un nombre premier tel que p; = O ((log N)"), avec
1-6
O<n<——=0.12192.... (5.44)
0
Soit u petit entier, u = O((loglog N)), et M" = pf‘M/. Alors, lorsque N tend vers linfini,

K(M") pul loglog N
=pl1+0 ——=— ). 5.45
xkory P U O oy = 64

2. Si pi > (log N)U =9/ et i <k' + 1 alors, lorsque N — 00, on a, en posant ozl,’c,Jrl =0,

K(M") alogN

= 1+ O((log N)*~1)). 5.46
KD = a1 (1T 0(10eM ) (5.46)

Démonstration.
1. Posons 0(;.’ =0(;. pour j #1i, al{’ :Oél{ +ueta’ = (a’l’,a’z’, . ..,al’c/,). Comme M” et M’ sont

des voisins de N, par (5.35), il vient

KM") A"
KM') A

(1+0((logN)’71))

et, par (3.6), on a

A(”)
A(a)

s(a))

s(af +u)

= exp(F(@") — F(@)) (5.47)

Par (5.17) et ’hypothese p; = O((log N)") on a

a

B > 2
i = )
pl—1" pf

a
> QogNyw”
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Par (5.18), (5.44), et la définition 5.3, pour tout j, 0 < j <u,ona alf +j4+1> (log N)l_”p,
puis par le lemme 3.4,

s(o +j 1 1 ? 1
sy o) ) o)
s/ +j+1) 2(c; +j+1) o +j+1 (log N) =7P

De u = O(loglog N) il résulte alors

s(at)) u_l s(el + J) _ 0( loglog N )

s(o, + u) 0 sl +j+1) (log N)1-°
quand N tend vers I'infini, et avec (5.47),

A(@") " / loglog N
A - exp(F (") — F(&)) (1 + 0<W)>. (5.48)

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € ]0, 1[, tel que

F(x)

Xi

/! / 8
Fa@')—F(a)=u

(& +1(@" —a)).
Puisque ||¢” — o'|| = |u| = O(loglog N), on en déduit avec (5.36)

F(a") — F(¢') = uplog p; + O((loglog N) p’ (log N)’~ 1)

loglog N )

-~z + 0 (oo

puis (5.45), a I’aide de (5.44).
. Lorsque p; est grand, on a, comme dans le point 1,

K(M") A"
KM~ A@)

(1+ 0((logN)’71))
et, par (5.37)

F(ad")— F(a')y=1+1loga +loglog N
— (o + 1) log(ej + 1) + o] log et} + 0((logN)‘S_1).

De cette égalité, et de (5.47) (avec u = 1), on déduit en utilisant (3.8)

A@") alogN [ o \% s@)) B
R

A)  a+1\a+1) s@+1D)
__alogN
a4+ 1

2

(1+0(togN)y’7Y). O
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Théoréme 6. Soit N =2%13%2 ... p* un K-champion.

1. Pour N suffisament grand, on a oy = 1.

2. Pour j > 1, un entier fixé. On désigne par P; le plus grand nombre premier tel que Pj divise
N (en particulier Py = py). Lorsque N tend vers [’infini

1
logN \»
Pj~ (“ o8 )p ~jVep;. (5.49)
J
3. Lorsque N tend vers l’infini,
log N)1/P
(N ~ palte 18N " (5.50)
loglog N

Remarque. Le calcul des 761 premiers nombres K -champions laisse penser que le nombres de
champions tels que o > 1 est 111, et que le plus grand d’entre eux est le 390°™ champion

Nagp = 2283195472 = 485432135516160000.

Démonstration du point 1.  On suppose o > 2 et on pose M = N p";k‘—li’;f Lorsque N tend

vers I’infini, k tend vers I’infini. Pour N suffisament grand on a donc M < N et puisque N est

un champion K (M) < K(N). On pose MO =N MD = N MO =N O = Npit1
Py— 1Pk Pi_1 Pk’

M® = % et M®) = M. Ces nombres sont des voisins de N, et, par (5.5), on a px_| >

(log N)1 =9/ pour N assez grand. En appliquant 5 fois le lemme 5.8, lorsque N tend vers
I’infini, on a

UK KMTD) o
K(N) iy K(M®) 20 x1x1’

(5.51)

On a donc pour N assez grand (ogx—1ax)/2° <1, et, a fortiori,
af <ap_jap 2P =3.314,
Puisque o est un entier, il est plus petit que 2, il y a contradiction.
Démonstration de (5.49). Soit i, dépendant de N, le plus grand indice tel que «; > j. Cet

entier i est caractérisé par o; > j > ;1. Notons j' = q; et j/ = a,+1 D’apres (5.18), il existe
une constante C telle que j > o1 > Biy1log N — C(logN)? > logN C(log N)®. Cela

implique p; 41> (log N)1=9/7 et donc aussi p; > (log N)(1~ 5)//)

Le nombre log3/log2 étant irrationnel, si I’on ordonne I’ensemble des 23" en une suite
croissante (x,), on a limx,+1/x, = 1. En conséquence, pour tout ¢ > 0, il existe N, tel que,
pour tout champion N > Ng, il existe des entiers u’, v’, u”, v” > 0 avec

(1—e)pi <2Y3" < pi < pip1 <2V3" < pipi(l+e) < pi(1+2).  (5.52)
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De I’encadrement ci-dessus, de p; < pi et de (5.9) il résulte que
u', v, u” v = O(oglogN). (5.53)

Soit

Pi+1

M’:N2u/3v//pi<N et M//:Nﬁ
2u"3v

<N. (5.54)

La majoration (5.53), avec (5.18) entraine que, pour N assez grand, u” < «; et v/ < «y. Ainsi
M’ et M"” sont entiers. Comme N est un K-championona K(M') < K(N) et K(M") < K(N).
Par le lemme 5.8 on a, comme en (5.51)

K(M’) 2pu’3pv’j/ , K(M//) CllOgN
~v e ~ .
K(N)  alogN K(N) — 204"30V"(j" + 1)

Et donc, puisque ou' 3V’ > —-¢)pi,

i K

< <1
alog N K(N)

(1-&)p}

soit

Pi=pi < 1 alo'gN %g 1 alogN %.
l—¢ J’ 1—c¢ J

De méme, la majoration K (M")/K (N) < 1 avec 2*"3"" < p;(1 + 2¢) donne

P> 1 alog N %> 1 alog N ;
TP G\ 1) T a2\ '

Démonstration de (5.50). Choisissant j = 1 dans (5.49) on obtient

pr = P; ~ (alog N)V/?,

puis, par le théoréme des nombres premiers, klogk ~ (alog N)!/? et logk ~ % loglog N et cela
donne (5.50). O

Remarque. En utilisant les résultats connus sur les approximations diophantiennes de log 3/ log 2
(cf. [27]), on peut rendre plus précises les inégalités (5.52) et obtenir un terme de reste pour les
formules (5.49) et (5.50).
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5.4. Estimation de Q(X)

Soit Q(X) le nombre de K-champions au plus égaux a X. Par les propriétés (5.1) et (5.3),
nous avons, comme en [11], paragraphe 6.4

2 1
logX < Q(X) < exp((l - 0(1))—71 og X )

V3 loglog X
et I’on peut montrer
Théoréme 7.

1. Pour X assez grand, on a

Q(X) = (log )™
2. Lorsque X tend vers l’infini
log Q(X) = O((log X)*/?)
ou s =0.788... a été défini en (5.10).

Démonstration de 1. La preuve est tres voisine de celle de la proposition 7.1 de [11]. Soit N un

nombre K -champion assez grand et n = 3/40 = 0.075. Notons que cela entraine 1 — 3§ — np =
0.0811...> 1+ 0.006. On montre d’abord que le nombre K-champion N’ suivant N vérifie

2nloglog N)

(Tog N)7 (5.55)

N’éN(l—I—

ce qui, comme dans [11], entraine le point 1. Pour prouver (5.55) on observe que, pour N assez
grand, il existe deux nombres premiers consécutifs p, et p,41 vérifiant (cf. [11])

(log N)" < pr < pr +2 < pry1 <2(logN)" (5.56)
et
pr<pr+2< pry1 < pr+2nloglogN. (5.57)

On pose M = %N ; on s’assure par (5.18) que I’exposant o, de p, dans N tend vers 'infini,

r

et que N/p, et M sont des voisins de N, puis, par 1’égalité (5.45) du lemme 5.8

KM)  (pra1)’ loglog N (1) o(1)
K(N) _( pr ) (1+0((10gN)1_5_W>)—(7) <1+(logN)"+°‘0°6)' 5-38)

Mais par (5.56),
P 2 P 1 P
Pty s iy =) (14— ) 2142
Pr Pr (log N)7 (log N)7




M. Deléglise et al. / Journal of Number Theory 128 (2008) 1676—1716 1713

ce qui, avec (5.58), montre que K (M) > K(N). Cela implique N’ < M et, par (5.57),

2nloglog N
N/<M=Npr+l <N(1+M)
Pr Pr

qui, avec (5.56), démontre (5.55).

Démonstration de 2. Soit N = 2%13%2 p,‘jk, et J un entier. On pose

k
T)ZZYVCN):: 2: o;.

i=J+1

Il résulte de (5.19) que ZLJH la; — Bilog N| = O((log N)?), et cela implique

k k
T)= ) ﬁiIOgNJrO((IOgN)‘S):( > pa 1)1ogN+0((1ogN)5).

i=J+1 i=J+1 p; —
Mais on a
k k k o0
D S Zz.—agfzaf’: -
ayrtl Byl Al g t (0o —DJ
ce qui entraine
log N s
TJ:O(]p—1)+O((10gN) )- (5.59)
On choisit
J=|(log X)" |
avec
1-6 1
y=——=—=0289....
p—1 2p

Alors, pour tous les nombres K-champions N < X, on a par (5.59)
T;(N) = O((log X)*).

La preuve du point 2 se termine alors comme dans [11]. O
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Tableau 2
Table des 40 premiers K -champions
i N; K(N;) a; K(N;)

1 1 1 0 1

2 4 2 [2] 2

3 6 3 [1,1] 3

4 8 4 [3] 22

5 12 8 2, 1] 23

6 24 20 (3,1] 22 x5

7 36 26 [2,2] 2x 13

8 48 48 [4,1] 24 x3

9 72 76 (3,2] 22 % 19
10 96 112 [5,1] 24 x7
11 120 132 [3,1,1] 22 x3x11
12 144 208 [4,2] 24 x 13
13 192 256 [6, 1] 28
14 240 368 [4,1,1] 24 x 23

15 288 544 (5,2] 25 x 17

16 360 604 (3,2,1] 22 x 151
17 432 768 [4, 3] 28 x3
18 480 976 [5,1,1] 24 x 61
19 576 1376 [6, 2] 25 x 43
20 720 1888 [4,2,1] 25 x 59
21 864 2208 [5, 3] 25 x3x23
22 960 2496 [6,1,1] 20 x3x 13
23 1152 3392 [7,2] 20 % 53
24 1440 5536 [5,2,1] 25 x 173
25 1728 6080 [6, 3] 20 % 5% 19
26 1920 6208 [7,1,1] 20 % 97
27 2160 7968 [4,3,1] 25 x3x83
28 2304 8192 (8,2] 213
29 2880 15488 [6,2,1] 27 x 112
30 3456 16192 [7,3] 20 % 11 x 23
31 4320 25440 [5,3,1] 25 x3x53
32 5760 41792 (7,2, 1] 26 x 653
33 6912 41984 [8,3] 210 5 41
34 8640 76864 [6,3,1] 26 x 1201
35 11520 109568 18,2, 1] 210 5 107
36 17280 222528 [7,3,1] 20 x 3 x 19 x 61
37 23040 280576 [9,2,1] 21 %137
38 25920 331776 [6,4,1] 212 5 34
39 30240 333984 (5,3,1,1] 2 x3x7*x71
40 34560 622592 (8,3,1] 215 % 19

5.5. Table des champions

Nous avons vu (5.1) que les nombres K -champions sont de la forme

N =2%3%  p,

avec oy = ap = - -+

Z oy 2> 1.
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Pour énumérer tous les K champions inférieurs a X on construit, par «backtracking » tous les
nombres N de cette forme jusqu’a X . Le bactracking n’énumere pas ces nombres par ordre crois-
sant. Chaque fois qu’un tel N est obtenu, la valeur K (N) est calculée en utilisant la formule (1.6)
et le couple (N, K (N)) est mémorisé. Une fois cette construction terminée, on range ces couples
par valeurs croissantes de N, et on élimine ceux qui ne sont pas champions. Nous avons calculé
tous les champions jusqu’a X = 557940830126698960967415390. Nous avons obtenu 340884
nombres de la forme (5.1). Parmi ceux-ci 761 sont des champions. Tableau 2 donne les 40 pre-
miers champions. !

6. Problémes ouverts

1. Prouver la conjecture 1, ou, au moins, donner une valeur effective aux constantes C; et C;
des inégalités (2.10).

2. Existe-t-il une constante C telle que, lorsque le nombre K-champion N tend vers I’infini, on
ait

(logN)!/7 |

log K(N) = plogN — (C + o(1)) loglog N

3. Est il possible de montrer que le plus grand nombre K-champion dont les exposants dans la
décomposition en facteurs premiers sont tous supérieurs a 1 est

Nago = 2283195472 — 485432135516160000 ?

4. Dans [26], Ramanujan appelle superior highly composite un nombre N pour lequel il existe
e > 0 tel que pour tout M > 1 on ait tl(‘%) < tl(\,z\!), ou 7(n) est le nombre de diviseurs de 7.
Peut on généraliser cette notion a la fonction K ?

5. Peut-on améliorer I’encadrement de Q(X) donné par le théoreme 7 ?

6. Peut on améliorer 1’algorithme de calcul des nombres K -champions présenté en §5.5 ? Une
forme effective du reste dans 1’égalité (5.18) du théoreme 5 permettrait de restreindre les
candidats a un sous-ensemble de 1I’ensemble des N satisfaisant (5.1).

7. P. Erdds a posé le probleme suivant : dans la formule (1.5) on restreint la somme aux f(x)
plus grandes valeurs de K (n), pour 1 < n < x. Quelle est la valeur minimale de f(x) telle

que la somme soit encore équivalente au second membre de (1.5) ?
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