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de Bordeaux 16 (2004), 607638

Partitions sans petites parts

par ELIE MOSAKI, JEAN-Louts NICOLAS et ANDRAS SARKOZY

RESUME. On désigne par r(n, m) le nombre de partitions de 1’en-
tier n en parts supérieures ou égales a m. En partant de I'estima-
tion asymptotique de r(n,m) exprimée a l'aide d’un parametre
o défini implicitement en fonction de n et m, nous éliminons ce
parametre en utilisant la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin,
pour obtenir un développement asymptotique de r(n,m) valable
pour n — +o00, et 1 <m < T'y/n, ' étant un réel quelconque.

ABSTRACT. Let r(n,m) denote the number of partitions of n into
parts, each of which is at least m. Starting from the asymptotic
estimate of r(n, m) which use a parameter o implicitely defined in
terms of m and n, we eliminate this parameter by using the Euler-
Maclaurin formula, and obtain an asymptotics for r(n, m) in terms
of m and n only, which holds for n — +oo, and 1 < m < T'v/n,
where T is a given real.

1. Introduction

On désignera par N I’ensemble des entiers positifs ou nuls, et N* I'en-
semble des entiers strictement positifs.
Soit p(n) le nombre de partitions de 'entier naturel n, c’est-a-dire,

p(n):‘{(ila---air)eNr;n:il‘i‘"""imlSilS"'SiMTEN*}’ :

Hardy et Ramanujan (voir [4]) ont étudié le comportement asymptotique
de p(n) quand n tend vers l'infini, et on a par exemple

(n) G [1+O< ! )] * T —1,2825
n)=—— — ol c=—==1,
HRRVE Vi V6

Dans tout cet article, la constante ¢ aura la valeur donnée ci-dessus.
On définit respectivement r(n, m) le nombre de partitions de I'entier naturel
n en parts supérieures ou égales a m, et ¢(n, m) le nombre de partitions de
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I’entier naturel n en parts distinctes supérieures ou égales a m, m étant un
réel supérieur ou égal a 1, c’est-a-dire,

r(n,m)=1|{(i1,...,ip) eNsn=i1+ - +ip,m<i; <--- <ip,re N},

qg(n,m) =|{(i1,...,ip) eNsn=i14Fip,m < i3 < -+ <ip,r e N} | .
Le but du présent article est de donner un développement asymptotique
de 7(n,m) uniformément en m , 1 < m < I'n!/? | T étant un réel fixé.
Le résultat de base est le théoreme Nicolas-Sarkozy (voir [9]) dont nous
donnons une version un peu modifiée qui améliore sensiblement ’estimation
du reste (pour les détails voir [8]), ce reste E (voir ci-apres) demeurant
maintenant le méme au voisinage de m = A\/n, et étant valable pour des
valeurs de m encore plus proches de n :

Théoréme 1.1. II existe des réels d(z,y), (x,y) € N2, y € [1,x], tel que,
si Ly =0y d(x,i)Ax,i) ou A(h,0) =370, ﬁ , alors , pour tout
keN, k>3, quandn — +o0o , on a

1 . 1
(1.1) r(nm) = ——pe an L
ot o et B sont donnés par
_ N
(1.2) n=A(1,1)= 2 @i 1
j=m
B%=L,=2A A9y =2 ¢

(1.3) 2 (2,1) +2A(2,2) jz;n(eaj_l)z
et
(1.4) Q=1+ Y (-)Qu+E

2<i<(3k—6)/2
avec

e . » 1
Qo = 274(2i—1)(2i—3)-....1- Ly’ Z 0 > LnLhyeLn,
max{1, 22y <t<k—2 pythot..he=2i

3<hi,....,;e <k
et pour tout I' réel assez grand,

E n~ =D (logn)3=D2 - si m < Tnl/?
<r (m)(k_l)/2 (logn)3*=D/2 i m > Tnl/?

n
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ceci uniformément pour m tel que 1 < m < We(n) , ou € désigne
nimporte quelle suite tendant vers 0 quand n tend vers +oo.

L’analogue pour la fonction ¢(n, m) est le théoréme de Freiman et Pitman
(voir [3]) :

quand n — 400 , on a

n

1 o —oj
) = e LA+ e 1+ )
j=m
ol o et B sont donnés par
n .
n = J
1+ €97
j=m
et
B2_ n j2eo']
- 0j)2
= (14 e99)
et

E=FE(m,n)=0 ((log n)?? max{n=/4, (m/n)l/z})

uniformément pour m tel que

1 <m< 1Son
<m< ———.
(log(n))?
Ici K et les constantes implicites dans I’estimation de E sont des constantes
positives indépendantes de m et n.

Les résultats que nous obtiendrons amélioreront ceux obtenus par
Dixmier-Nicolas en 1987 (voir [2]) : uniformément pour 1 < m < n'/4,

(15)  rlnm) = p) (=)™ m = D1+ O(m® V)]
et par Herzog dans sa these en 1987 (voir [6]) : si m = O(n3/3(logn)'/*),

1
(1.6) logr(n,m) = 2cy/n — §m10gn +mlogm — m(1 —logc)

+ O0(n**\/logn) .

Ils généraliseront également les résultats obtenus par Dixmier-Nicolas en
1990 (voir [1]) :
-sim=A\/n, >0,

(1.7) logr(n,m) ~ g(A\)v/n quand n — +o0
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ou ¢ est une fonction particuliére dont nous rappellerons les principales
propriétés un peu plus loin dans I'article.
- sim < nl/3-e,

(1.8)  r(n,m) ~ p(n) (\%l)m_l (m — 1)! exp [—i(c + i)”\ﬂ .

A partir du théoréme de Nicolas-Sarkozy, nous allons exprimer r(n,m)
en fonction de n et m en éliminant le parametre o.
Nous étudierons simplement le cas m = O(n1/2); le cas Tn'/2 < m < n,
avec I réel positif assez grand, sera examiné dans un article ultérieur.
La méthode que nous employons ici pourrait s’appliquer également a la
fonction ¢(n,m) étudiée par Freiman et Pitman, et tous leurs résultats
peuvent étre retrouvés et approfondis.

Enongons le théoréeme principal :

Théoreme 1.2. Soit I' > 2, réel aussi grand que [’on veut. Pour tout
¢ €N, on a uniformément pour m < I'n/?,

620\/5 T m—1 f
r(n,m) = — m—1)! ex + +
(o) = 2 (=) = 1) | VA + 0
1 1
T E
n2 n 2
m ~ .
o\ = ——, et §,9go,-..,g¢ sont analytiques sur RT.
Vn

De facon plus précise pour g et go, on a pour tout x positif ou nul,

(1.9) g(z) =g(z) — (xlogx + 2c+ (logec — 1)x)

_ o~ H(z)
=2 <H(:r) —c+ a:) + zlog (16>
T 2 cT
et

€T — e H(@)
(1.10) go(x) = log <Hc(x )) — %log (1 )
3 (z) +2et
— 7log ( 772/0 (et 0)? )
H(

H(z) 1 et — 1 - H(x) +
= 5 —2log<1+ H(x) )

ot les fonctions g et H seront définies au paragraphe 2
En particulier, si x tend vers 0, on obtient des développements limités a
tout ordre de g et gg, qu’on écrira plus loin dans l’article.
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Nous démontrerons au paragraphe 3 le théoreme 1.2 en appliquant le
théoreme 1.1 pour % > HTl ysoit k>14+2(0+1)=20+3;k=2(+4
conviendra.

L’outil principal pour la démonstration du théoréme 1.2 est la formule
sommatoire d’Euler-Maclaurin qui va nous permettre d’évaluer o, donné

n
t
par (1.2), a partir de 'intégrale / ] dt, et 'utilisation de la formule
eot _
m

de Taylor.
L’utilisation de Maple a été une source de vérification efficace pour tous
nos calculs.

2. Quelques fonctions utiles

Avant de démontrer le théoreme 1.2, nous allons introduire certaines
fonctions utiles, déja étudiées par G. Szekeres (voir [10] et [11]).

2.1. Soit, pour = réel,

(2.1) F@%:/m L.

et —1

On a, pour = > 0,

(2.2) F(z)= /Oot(ze—"t)dt - Z/Oo te~ Mt — Z (% + %)e—nm
x n=1 n=17% n=1

et en particulier,

=1 w2
_ _T_ 2

(2.3) F@—Zﬁ—g—m

n=1
D’autre part, par (2.1) et (2.3),

2 Tt
2.4 F(r)=—— dt .
(2.4 @=%- 75

t

t
En utilisant le fait que ¢t — —3 est une fonction paire, on obtient

et —
pour x réel,

2 7

(2.5) F(-x)= 5 + % - F(a)

La fonction F' est analytique sur R et strictement décroissante de +o0o a 0.
] défini a ’aide

e p—

des nombres de Bernoulli B,, qui seront introduits en 3.1 et on obtient alors

celui de F' en utilisant la formule (2.4) :

2 B,
F - _ _“n n4l
@) =3 ;m+mx

On connait le développement en série entiere de t +—
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On a par exemple :

2 1.2 1’3 .TS

T
2. Flz)= = _z4+ 2 _ %
(2:6) @) =% ==+ 7~ 357 3600

+0(z") quand z —0
Lorsque x — +00 , on obtient avec (2.2),

(2.7) F(z) = (z +1)e™® + O(ze ).

2.2.  On pose alors pour x réel,

(2.8) G(z) =

La fonction G est analytique sur R, et

F($)+2(e+2_1)

VeeR , G'(z)= F )2

soit, a 'aide d’une intégration par parties dans la définition (2.1) de F,

o] t2€t
|t

t _1)2

G/([L‘)_l x (6 1)

vzeR , 2 F(x)3/2

>0

Or a l'aide de la définition (2.8) de G et de (2.5), on a

lim G(z)=—-V2

T——00
et de plus
lim G(z) = +o0
T——+00
donc G réalise une bijection croissante de R dans | — v/2, +-00].

Un développement limité de F' en 0 fournit un développement limité de G
en 0 et 'on a par exemple le développement limité de G a 'ordre 4 en 0 :

(2.9) G(z) = 135 + Llﬁ + —c*+3 53 2t 272+ 45

O(z).
c 2c3 8cd SN 144c7 +0(2%)

Tous les coefficients de ce développement limité sont des fractions ration-
nelles en c.

2.3. On peut alors définir H = G~! . H est strictement croissante de
] — V2, +00[ sur R et analytique sur | — v/2,400[ . On obtient par un
procédé classique d’inversion (cf Knuth [7], §4.7), par exemple re-injections
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dans (2.9), un développement limité en 0 de H :

(2.10) H(z) = cx — v + 1(c—i— 1)363 — i(c2 + 9)z
2 8 & 72

1 174 +182-3 o 1 4 5 6
— — 50¢ — 325
384 3 7"+ 00 C ¢ )@

1 56¢® + 7425¢% + 7875¢* — 2025¢% + 405
€T

8
* 414720 &5 +0(2)

A nouveau, tous les coefficients de ce développement limité sont des frac-
tions rationnelles en c.
De plus si # > —v/2 , H(z) vérifie

(2.11) (M>2:F(H(x)):/oo L

X H(x) et —1

li =2 _ay=H(z)).
(en appliquant G(y) = —Z= a4y = H(z) )

2.4. Pour A > 0, posons

(2.12) g(\) = 2H§\)\) + Alog (1 — e—H(A))

On donne une autre expression de g qui nous sera utile par la suite; pour
cela, effectuons une intégration par parties dans (2.11) pour obtenir

2 00
<H(/\)> = —H(\)log (1 — e_H()‘)) - / log(1 — e~ ") dt
A H()
et finalement, en reprenant (2.12),
H()\) A oo _
2.13 g)\:—/ log(1 —e 1) dt

Rappelons que H est analytique en 0, et s’annule en 0 (en considérant
(2.10) par exemple). En mettant (2.12) sous la forme

_ o HO
g(A) = Alog A + 2H§/\) + Alog (1H(/\)> + Alog (I{;A))



614 Elie MosAKI, Jean-Louis NICOLAS, Andras SARKOZY

on obtient que A — g(A\) — Alog A est analytique en 0, donc de la forme
> >0 A" . Et on a, en utilisant (2.10),

1 17¢* +18¢2 — 3

ag = 2c ay = _576 3
=logc—1 = — 4 50¢2 — 32
a; = logec as 14400 (¢* — 50c* — 325)
(2.14)
1 1 56¢8 4+ 7425¢8 + 7875¢* — 2025¢2 + 405
ag =——(c+ =) ag = — =
4 c 1036800¢
2 +9
a =
5T

les a; étant des fractions rationnelles en ¢ = (1>2).

™
\/6 ji
Proposition 2.1. La fonction g définie par (2.12) coincide avec la fonction
g de la formule (1.7) : sim =Ay/n , A >0,

logr(n,m) ~ g(A)v/n quand n — +oo

Démonstration. D’apres la preuve du théoréme 2.15 de [1], il suffit de mon-
trer que g vérifie les conditions suivantes :

(i) g(A\) = ap >0 quand X— 0,

(ii) ¢'(\) = —c0 quand X —0,

(iii) A\¢’(\) = 0 quand X —0,

2gll

1 —exp(—g)
Les trois conditions (i), (ii), (iii) s’obtiennent facilement puisque quand
A—0, MogA—0 et g(A) =logA+ 1+, <, na, A" !
Il nous reste & démontrer (iv) : pour A >0, on a :

H'(\)  _H\)  AH'(M\)e "W
/ — J—
I =23 = A

(iv) N2¢" +Xg —g=

+1log (1 —e AWy,

Or, par (2.11), on obtient, si z > 0 :

2 /
2H' (2)H(z) = 20 <H§C‘”>> 4 2 @H@)

1— eH(@)
donc,
oy _oH(@) o H'(x)
2H () =2 . +x i@
donc,
H'(z)e @) 2H(x) B 2H’(3:)
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Ainsi
(2.15) gd'(\) =log (1 — e HN)
D’ou

/ —H(\) /

1—eHX e\ — 1

et finalement

H'(N) H)
2 1 / _ — )2 _ — /
Mg (A)+Ag(A) —g(A) = A ) 1 2 3 2H'(N)
or
/ 1 1
—e N 1= =
L-e S R oV Rl g0y
donc
29"(A) /
=—-2H'(})) .
o)
Ainsi (iv) est démontré. O

Remarque. La ressemblance des coefficients a; de g en (2.14) avec ceux
de H en (2.10) provient de la formule :

d (g(A H(A
(2.17) M<%9>:_2;J

qui résulte de la relation (2.15) et de (2.12).

3. Démonstration du théoréme 1.2

La formule (1.1) du théoreme 1.1 donne

1 . :
(3.1) logr(n,m) = —510g7r—10gB+0n+ Z —log(1—e %) +log@Q

j=m

Lorsque nous aurons évalué o de fagon précise en fonction de n et m a ’aide
de la formule (1.2) et de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin (que
nous rappelons dans la proposition 3.1 ci-dessous), nous pourrons évaluer de
fagon précise également, toujours a l’aide de la formule sommatoire d’FEuler-
Maclaurin, — log B, défini par (1.3), Z?:m —log (1 — e=%7) et log Q, défini
par (1.4). Nous pourrons alors écrire le développement asymptotique de
r(n,m) en fonction de n et m uniquement.
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3.1. Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.
Rappelons deux définitions équivalentes des polynomes de Bernoulli
(Bn(z)) (voir [5] chapitre XIII) :

B,(1) = B,(0), n>2
ou B, =nBp,_1,n>1

ez—l_

On note alors B; = B;(0) les nombres de Bernoulli. On a

By=1, Bi=—-3, Bo=%, By=0, By=—5, B;=0,

=

Bo(z) =1, Bi(x)=z—3, Ba(z)=2—-z+3,

Proposition 3.1. (Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin, voir [5] cha-
pitre XIII).

Soit k € N*,(p,q) € N? tels que ¢ > p , et f : Rt — R telle que
f;|f2k|<oo, alors

q q k—1 ‘
> 160 = [ 5@ Y G2 — D G 0
j=p P j= 7 (

On a

3.2. Premieére estimation de o.

Lemme 3.1. Pour tout m et n, o défini par (1.2) vérifie o < et si

log’
m <T'yn et n>4I?, alorsa>7 .
Ce lemme fournit un ordre de grandeur de o , qui sera amélioré par la
suite.

T
vV on

Démonstration. Notons d’abord que o est strictement positif et déterminé
de fagon unique puisque la fonction ¢ +— Z;l:m tjj_ 7 est décroissante sur
]1, +00[ et a comme limites +00 et 0 en 1 et +00 respectivement ; donc n
a un unique antécédent par cette fonction sur |1, +oo[, qui se met de fagon
unique sous la forme e? avec ¢ strictement positif .
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La fonction ¢ — o1 étant positive et décroissante sur R*, on a d’apres
e [R—

(1.2), (2.1) et (2.3) :

n

j n t <t 1 72
= : < — dt < dt =—=F(0)=—
n Z e’ —1 — /ml el — 1 —/0 el — 1 o2 ( ) 602

j=m

d’o,

Pour la deuxiéme partie de la preuve, prenons r = I'y/n si bien que [r, 2r] C
[m,n] , alors

2r t 2r
> / —dt > 6_2“7/ tdt > r2e 27,
eta
T '

1o 1 logT’
0>—log— flogL—Og

2r rooyn Tyn

d’out

O

3.3. La formule sommatoire d’Euler-Maclaurin pour A(h,?).
Rappelons que A(h, /), introduit dans le théoreme 1.1, est défini pour
(h,f) € N2, par

Alh,0) =" ﬁ

j=m

Lemme 3.2. Soit m < I'\/n, alors pour tout (h,f) € N> |1 < ¢ < h, et
pour tout k > 1, on a

m

1 o0 o

k—1

B 1
Z QJ 2JU 21 (gm) + O < k)]

n
j:1
th

ou U(t) = U(h,g,t) = m s1te R.
Démonstration. Appliquons la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin (pro-
position 3.1) a l’ordre k & la fonction U, = Uoy ol ¢(t) = ot, sur I'intervalle
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[m,n|; c’est légitime puisque U est analytique sur R ( elle 'est en 0 car
h>0):Yk>1,

BQj

T2 3))

j=1

U2 (n) — U (m)] + R%w)] |

Simplifions cette expression, sachant que V¢ € N, Uéé) =l xUBogp;

A(h, ) = ﬁ [ /U U 2 [U(om) + U(om)]

Bo. .
+ Y et [0V an) - UV om)] + R, ()]
i=1
1 +o0 k—1 BQJ ) B
— g _ i rr(2i—-1)
| /Gm U + 2U(0m) 2 (2j)'0 U (om)+ R
ou
~ +00 o k-1 B,
(3.2) R=—-| U+ §U((m) + (233' 2yCi=Y(on) + o RYz, (k)
on j=1

Il reste a démontrer que
- 1
(3.3) R=0 <> .

D’apres le lemme 3.1, on tend vers +o0o quand n tend vers +oo, et le
comportement de U et de ses dérivées en 400 va étre I’argument principal
pour conclure. On a

(3.4) Vi>0, UD() ~ (=1)70the™® quand t — +oc .
Pour cela, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0,

min(h,j) A
U(j)(t) — (_1)j2(r —Efz 1> Z (1) (i) 7 ﬁls)' (T+£)j—sth—se—(r+€)t

r>0 s=0 ’
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ce qui se prouve en dérivant par la formule de Leibnitz, apres avoir écrit U
sous la forme

t" the " h,—tt rHl=1\
00 = o = e = S ()
r>0
rHl=1\ h _ryon
—Z< /1 >te .

Ainsi, en se souvenant que U est analytique en 0, pour tout & > 1, fooo U (2]“)]
converge. Alors, d’apres la proposition 3.1,

4 n
R0 < sar | 108 @)l

4 2k—1 o 2k
= @’ /m L

4 2k1/°° (2k)
<
SeoEt Jy 17

et par suite, grace au lemme 3.1 qui entraine

(3.5) =0 (%) ,

on a,

(3.6) oRY_ (k) = 0(0®) = 0 <1) .

nk

Par ailleurs, on déduit de (3.4) que
Vi>0 , [U9D(on)| ~ & (on)teton
quand n — 400, car par le lemme 3.1
(3.7) on > 7\f — +00 .
Par suite, grace a (3.7) et (3.5),
Vi>0, UY(n)=0 (n2 e_zflogr/r>

et, en utilisant (3.5) & nouveau, on a

k—1
o B2 250721 (g — O [ L
(3.8) 2U(0n)—|—;(2j)!0 U (n)=0(—) -

Enfin, comme h > £ > 1, a I’aide d’une intégration par parties on obtient

lorsque t — +o00
“+o00 the—ft
/ ule™ du ~
' l
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d’ot, en utilisant (3.4) pour j = 0, lorsque t — +o0,

+oo +oo +oo
/ U= O(ue ™) du =0 (/ ule=t du) = O(the™)
t ¢

¢
et comme ci-dessus, a l'aide de (3.7) et (3.5),

(3.9) /:O U =0 (;) |

Ainsi (3.3) est démontré en reprenant (3.2), (3.9), (3.8) et (3.6).
O

3.4. Estimation précise de o.

Lemme 3.3. Soitm < I'n'/2. Alors, pour tout £ € N, il existe des fonctions

P1, D2, ..., pe analytiques sur RT telles que
1 1 1 1
3.10 =—p1(A)+ —po( N+ +—p(N)+ O .
310 o= O )t ) +0 ()
avec A = % . D’autre part, si x est réel,
H(x)

(3.11) pi(x) =

ou, H est définie en 2.3. En particulier, pour £ =1 on obtient :

(312 o= HNTO (i) _ \}ﬁy)w <7lz> _ pi/(g)m <;> .

Par ailleurs, si x est réel,
x H'(x) x
(3.13) p2(z) = AoH@ —1 19 (2)

ot la seconde égalité découle de (2.16).

Démonstration. Le lemme est déja démontré pour £ = 0 a ’aide du lemme

3.1: ,
U_O<\/ﬁ>'

On démontre maintenant (3.10) pour ¢ = 1, puis on verra comment on
obtient (3.10) par itération.
Appliquons le lemme 3.2 pour {=h=1:Vk>1,

k—1

n . +o0
i1 o Boj  9; (2j-1) 1
Ze"jfl == /Gm u—{—gu(am)—' (2],)!0 u (om)+ O F
j=m 7=1
ou l’'on a défini, pour tout t réel,
t
(3.14) u(t)y=U(1,1,t) =

et —1°
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n .
Orn= Z e"jj— 1 (voir (1.2)). En utilisant (2.1), on obtient alors

Jj=m

1
(3.15) n= EF(om) +nR

1
ot R=1-—5F(om) vérifie
no

1 o Al By 1
- |z _ 527 4,(25—1) il
R — 2u(am) g (2],)!0 u (om)+ O (nk>

1

<

1
pour tout k > 1, soit, puisque — = O(y/n) grace au lemme 3.1, pour tout
o
k>1
k—1
_ 1 Baj _aj-1,(2j-1) 1

La formule (3.16) appliquée pour k = 1 donne
1

mais la fonction w est décroissante positive, donc |u(om)| = u(om)
<wu(0) =1 et par le lemme 3.1,

(3.17)

" 200

1
— ) =0(—=),
o) = O\ 75)
ce qui entraine |R| < 1 pour n assez grand.

La relation (3.15) peut alors s’écrire

(3.18) R=0(

am m

F(om) - vnv1—R

et donc, par la formule (2.8)

m

G(om) = 7\/5 %

et puisque H = G~ 1,

(3.19) a=;H<ZﬂﬁiR>.

Nous pouvons alors démontrer (3.12) : la formule (3.18) entraine

:1+O(1

(3.20) Vﬁ

1-R
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Or H' est analytique en 0, donc H' est bornée au voisinage de 0, et en
appliquant la formule des accroissements finis & H entre % L et % ,

on obtient, par (3.20) :

m 1 m m
() -7 () o
(rr=m) =7 () o
ce qui prouve (3.12), a I’aide de la formule (3.19). La formule (3.12) donne
la valeur de p; annoncée en (3.11) et démontre (3.10) pour ¢ = 1.

Montrons maintenant comment on obtient po.
Utilisons la notation A\ = % . On reprend la formule (3.19). A T'aide

de la premiere approximation (3.12) de o, on va obtenir une meilleure
approximation de R a l'aide de (3.16) ; alors on utilise un développement
de Taylor a I’ordre 2 sur (A, A ﬁ), cet intervalle étant inclus dans [0, 2T']

1
V1I-R
tend vers +o00; ceci est légitime car H est analytique sur R™, et on a alors

H" bornée sur [0,21] :

H()\ ¢11_7R> = H(\)+\ (\/11_7}% — 1) H' (M40 <>\2< 11_ =~ 1>2>

c’est-a-dire, toujours avec (3.20),

IS P

et ainsi, en reprenant (3.19),

pour n assez grand puisque A < I' et, d’apres (3.20), — 1 quand n

o b () o (3s)
e

HO + \/15 <\/11_7R - 1> H'(\) +0 <n;/2>

ce qui procure une meilleure approximation de o .
De fagon plus précise, d’apres (3.17), (3.11) et (3.12) maintenant démon-
trées,

(3.21)

u(am)—i—O(ﬁ) _ 1 u(am)—i-()(ﬁ)
2no 2vn pi(\) +0(-7z)

(3.22) R=

Or par (3.19), (3.20), et le théoreme des accroissements finis appliqué a
la fonction u o H sachant que u o H est de classe C! sur [0,2I et que
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(uo H) = H' x u' o H est bornée sur [0, 2I'], on obtient

w(om) = u (H </\ \/11_7R>> — u(H(V)) +o< \})
—W(HOV) + ( )

(3.23)

H\)

D’apres la relation (2.11), H(\) et A étant de méme signe, on a — =

VF(H(X). Comme F est décroissante et H croissante, F'o H est décroissan-
te, et pour 0 < A < 2I', on a

(3.24) pr(\) = Hi” > JF(HED) > 0.

De méme, comme u est décroissante, u(H(\)) > u(H(2I')) > 0. On obtient
alors de (3.22) et (3.23)

1 uoHQ)1+W°H ~10(=)
1

B2 Th) 1) 0(L)

et donc,

_ L uoHW Ay L weHR 51

C2vn pi(N) <1+O(\/ﬁ)> 2y/n pi(N) +O(”)'
Ainsi

1 uwoH(\)
i 2vn pi(\)
Alors, en utilisant (3.18),
L i g-pi2_ R+O(R2) EECLE G TR

V1-R 4y/n pr(N) n

D’ou, en reprenant (3.21),

o= e m+ o o (5 )

On retrouve ainsi la formule (3.13) attendue donnant py, avec po analytique
sur R puisque u o H, H et p; le sont et p1(0) = c.

De la méme fagon, on reprend R & 'aide de (3.16) qu’on approche mieux
grace a la nouvelle approximation de o; on pousse le développement de
Taylor a 'ordre suivant, celui de \/1%% également, et on obtient, avec la

formule d’itération (3.19), o a l'ordre O(#)
Comme H est analytique sur RT, on peut pousser le développement de
Taylor de H (A \/11f3) aussi loin que 'on veut, et obtenir ainsi (3.10) pour

tout ¢ € N*,

O
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3.5. Estimation précise de —log B.

Lemme 3.4. On a pour tout £ > 0, uniformément pour m < Fn%,

3 1 22 1 3 [0 g2e”
3.25) —logB = -logo——=log — ——log (1—/ d:v)
( ) 2 2 ’7'('2 0 ( )2

3 2 et —1
1
+ori(om)+---+ O'ZT’Z(O'm) + 0 <e+1>
n 2

ot r1,---rp désignent des fonctions analytiques sur RT. En particulier a
lordre % (¢ =0), nous avons :

1, 2n?
(3.26) —logB = gloga — Qlog%

1 3 [T 2% 1
— =1 1-— ——d Ool—] .
2°g< 2l i ‘”)* (ﬁ)
Remarque. La formule (3.26) du lemme 3.4 entraine, quand n — +o0,

BQNU*3E 1_3/0mwdx :
3 w2 Jo  (e*—1)2

donc pour tout A fixé, A < T', par la formule (3.12) procurant I’équivalent
de o et par le théoreme des accroissements finis, on obtient,

B2 HO\ ™ 2n” (3 /H@) %t
Wi 3 2 )y (12 ")

Ainsi, lorsque A — 0, on obtient, puisque H(\) ~ cA,

B2 2 A6 g
3c3 T

Notons que la formule (3.25) associée au lemme 3.3 donnant l’estimation
précise de o, nous procure un développement asymptotique de —log B en
fonction de m et n.

Démonstration du Lemme 3.4. Partons de la formule (1.3),
n .
je
B?=2)% ———— =2A4(2,1) +2A(2,2) .
> o = 242 1) +24(22)

On applique alors le lemme 3.2 pour A(2,1) et A(2,2) : pour tout k > 1,

k—1
1 & By . - 1
B2=— / Us + %UQ(UTH) — E (T;;!UZJUQQJ 1)(gm) + O()

a3 | Jom — nk

<
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ou, pour tout t réel,

(3.27) U(t)—2U(21t)+2U(22t)—ﬂ
. 2 - ) Ly ) &y _(et—1)2.
Alors
1, 272 1 3 [ 1
~1 B_fl — Zlog = — Zlog | == —~log(1-X
0g ogo 2ogs 2og<27r2/0mU2> 2og( )

1
ot X = oqi(om) + o%g(om) + olgs(om) + -+ + o 2qp(am) + O ( k>
n
avec, si x est réel,
1 UQ (a;)

qi\r = T T F¥oo,. o
1( ) fx-i- U2 2

et si 1> 2,

1 B 2 (21'73)( )
[reu, (2i—2)!

et en utilisant le fait que, Uy étant positive et om < cA < I’ d’apres le

lemme 3.1, on a
—+00 —+00
/ Us > / Uy >0.
om cr

Notons que, Us étant analytique sur R™, les fonctions q1, ¢o, ..., qi le sont,
puisque Uy est positive sur R. Notons aussi que X = O(c) = O(n~/?)
quand n — +o00. Rappelons alors que, d’'un point de vue séries formelles,

qi(r) =

)

si X s’éerit X = Zaycﬂ alors —log(1 — Z b,o” avec
y>1 =1
1
by = Z 7 Oy Oy -Gy -
i>1
Y1t AYi=y

Il s’en suit le développement asymptotique de —% log(l—X):
1 1
—3 log(1— X) = ori(om) + -+ 0 rop_1(om) + O <k>
n

avec ry = %ql, ro = iq%qL%qg, ry = %q§’+%q1q2, ... des fonctions analytiques
sur RT.

On obtient alors le développement asymptotique de —log B attendu en
choisissant k& > e+71 , sachant que

+oo 2
(3.28) / U, = 2
0 3

En effet, on vérifie que Uy = 2(u — Id.u’) ol u est la fonction définie dans
la preuve du lemme 3.3, et Id : x — x; donc, grace a une intégration par
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([ [0
-9 E/;OOU — {[Id.u]jm — /;oou}>

2 /$+oo u+ xu(:c)) = 4F(z) + 2zu(x)

2
et alors il suffit d’utiliser la formule (2.3), F'(0) = % , et de prendre z = 0

dans (3.29).
3.6. Estimation précise de > 7 —log(l—e —97).
Lemme 3.5. Soit

1 1 1—e™™
I(n,m) = log ((m — 1)!)—log \/27r—m(logm—1)—§ log o3 log % .

Définissons R(n,m) par

n ' +oo
Z —log(1—€e"%) = / —log (1 — e 7*)dx + I(n,m) + R(n,m) .
j=m m

On a, uniformément pour m < Fn%, et pour tout £ > 0,
L3

B - 1
20_21 1 21 (2z71)(0-m) +0 ( Z+1> ,

n 2

1—e*

ol §:xr+— —log > est une fonction analytique sur R.

En particulier, pour £ =0,

wem-o()

Démonstration. On a

n n

; 1—e9
—log(l—e%) = —log ——— +1 —1)!
;; og (1 —e™) jz;ﬂ 0g —~— +1log ((m ~ 1))
—log(n!) —(n—m+1)logo .
Or,
- 1—e9d =
> —log = s0(j)
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1—e7

ou sy =soyp et s(x) = —log . Par la formule sommatoire
d’Euler-MacLaurin, on obtient, pour tout k > 1

n

> s0li) = [ s+ glselm) + 50(0)

j=m mn
k—1 B
27 j— j— So
30 G D ) = s )]+ R ()
=1\
ou
Rz < g | 12
m,n — (271-)2k m g
Or,

S
Il
T3

S —log (1 — e 7%)dx + nlogo + n(logn — 1)

mlogom(logm1)+0< ! >

1
nF-z

car Sy(x) = —log(l —e %) +logo + logz et

/ —log (1 — e 7%)dzx = / —log (1 —e ®)dx =0 </ €_xd£L‘>

soit, par le lemme 3.1,

/:ologue—”)deO(\/ﬁe—l"%Fﬁ>=0< ! )

(i)

s(on) = —log (1 — e ") +log (on) =logo + logn + O(e™ ")

1
:10g0+logn+0< k—l)
ntT2

car a nouveau, par le lemme 3.1,

eUTLSelOl%F\/EZO< 1 > )

1
nk2

sf,j)(n) = —(71)j(j. — ! +O0(o7e ") = —(71)j(j. — ! +0 < ! )

nJ nJ
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1 - 1
car §'(r) = o ﬁ == Ze‘w et on obtient par récurrence
v=1
sur j > 1 que
Gy (DG 1) i1,
Ve>0 , sY(z)= o Z’y

y>1

Ainsi 9 (z) — w ~ (=1)Je™® quand * — +oo , ce qui prouve
Pégalité de (iii) puisque Sff)(n) = 075U)(on).
(iv)vji>2, [ |5)| converge car sU) est analytique en 0 (car s lest),
, —1)771G - 1)
et sU)(z) ~ (=1) (.‘] )
x)

Done ngnug|:cxa%fl):<)(7}T).
) nkF—2

Ainsi, en regroupant tous ces résultats, on obtient exactement I’énoncé
du lemme, a ceci pres que

quand x — +00 .

n! Baj (25 —2)!
R(n,m) = —log ———— — 2
( ) g /727'(71(%)” st (2])! n2i—1
k-1

B2J 2j—1(25—-1) ( 1 )
— +0 .
Z @) o s (om) 1

Or on connait la formule de Stlrhng qui peut se déduire de la formule
sommatoire d’Euler-Maclaurin appliquée a la fonction log sur [1,n] a 'ordre
Ek (voir [5], chapitre XIII) :

k—1
n! By 1 1
log ———7— § O ——
5 V2 () (24)( J —y it (ng’“*)

=1

<.

On obtient alors bien le reste R(n,m) voulu en choisissant k = [g] +1, et
par suite le lemme.

O
3.7. Estimation de log Q.
Lemme 3.6. On a, uniformément pour m < Fn%, et pour tout £ > 0,
log Q = ot1(om) + o2ta(om) + - - - + olty(om) + O ( }H ) ,
n
ot t1, to, ..., tg sont des fonctions analytiques sur R™. En particulier,

pour £ =0,

wa-o(;)
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Démonstration. Soit £ > 0. Choisissons k = 2¢ + 4 dans le théoréme 1.1 et
reprenons la formule (1.4) définissant (). On a alors

(3.30) E= 0( 2€+3(logn)g(2£+3)> =0 (n),

et

Q=1+ Y  (-D)'Qu+E,

2<i<(3k—6)/2

avec, pour tout i > 2, (Q2; combinaisons linéaires de termes de la forme
LQ_ZthLhQ . Lht avec
(3.31) hi+hy+---+h;=2i et h >3 pourtout j=1,...,1
ou Ly = Z?Zl d(h,i)A(h,i) est défini dans le théoreme 1.1. Or, par le
lemme 3.2, pour tout k > 1,

1 +oo k-l B 2j 2 (2j—1 1
_ ¥ j—1)
Lh_io-thl /g Uh+ Uh om 2] Uh (Um)+0<nk> ,

Jj=1

avec Up : t — Zh d(h, i)U(h,i,t) analytique sur RT. Ainsi, avec la
formule (3.5) et en utlhsant om < ¢75 < I’ provenant du lemme 3.1, on

obtient, en choisissant k > ”Tl,

1 too 1
(3.32) Lp= T [/ Up+ofpi(om)---+o fhg(am)+0< e+1>]
g om n 2
avec chaque fonction f,; analytique sur RY.
Posons
1
E, = {:ro(am) +oxi(om) + -+ olzy(om) + O < ) > ;
n-2
o, T1,..., Tp analytiques sur R+} ,
et pour  analytique sur R, le sous-ensemble suivant de Ey,
1
Epp = {x(am) +oxi(om) + -+ olzg(om) + O ( e ) ;
n 2
x1,..., Tp analytiques sur R+} .

Donnons quelques proppiétés évidentes de ces ensembles :
(i) pour tout i > 0, 0'Ey C Ey, c’est-a-dire Yu € Ey, o'u € Ey ,
(ii) Ey est stable par produit et combinaison linéaire,
1 . 1
(iii) si - est analytique sur R*, alors Vu € Eyy , 4 € E&%,
(iv) siu € Eg; , alors logu € Ey.
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Rappelons enfin que Ly = B? (voir (1.3)), et que par (3.32) et (3.29) on a
O'3L2 S Ef,fw avec

[ e [T Uy = B () 4 2tu(t) it est réel, et L
fg(t)—/t M’y—/)ﬁ 2 =A4F(t) + 2tu(t) sit est réel, et 5
analytique sur R*. Donec, par (iii) (02Lg)™' € E; ; par ailleurs o"+1L;, €
Ey par (3.32). Ainsi u = (03La) (e H1Ly,) ... (6™ Ly,) € B, gréce
a (ii). En utilisant alors (3.31), on obtient L,"Ly, ...Ly, = 0 tu , avec
2¢ > 3t et donci—t > % > 0. Finalement, puisque ¢ — ¢ est entier, on a
i—t—1>0 et L;ith . Ly, = 0ov avec v=o0"""tyu € E, par (i).
Par conséquent, (J2; étant combinaison linéaire de termes de la forme
L;ith .. Lp,,ona Qo € 0By C Epg et donc par (1.4) et (3.30),Q € Ey 1,
et par (iv) log@ € Eyo , ce qui acheve la démonstration du lemme.

O

3.8. Démonstration du théoréme 1.2.
Soit £ > 0. A l'aide des lemmes 3.4, 3.5 et 3.6 appliqués & ce méme /¢, la
formule (3.1) devient

1. 4rt
logr(n,m) = —ilog% +logo +log ((m — 1)!) —m(logm — 1) + on

+o0 . 1 3 om .’1’;26x

1
+ oz (om) + 0%z9(om) + -+ oz(om) + O (m) ;

n 2z
onzj=r;j+3;+t; sij=1,2,..., f, avec
_ Bo (2i-1) 17 =9 —1
. 25 S sig =21 .. . .
S; = (20)! . J . ; ainsi chaque fonction z; est analytique
0 si j est pair

T
sur RT. En utilisant la valeur ¢ = %, on peut écrire, apres simplification

des calculs, et en se souvenant que A = %,

4\/§n
— V/nve(A) + Vnv(em) + w(om)

1
+0z1(am)+0222(0m)+-'-~|—aézz(am)—|—0( z’+1> ;
n 2

620\/5 ¢ el
(3.33) logr(n,m) =log ( (—=)" (m— 1)!)
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ou, pour tout réel ¢,

(3.34) wo(t)=tlogt+ 2c+ (loge — 1)t

t X [T e t A
(3.35) v(t)= S A log (1 — e *)dx = X—i—)\log(l —e )+;F(t)
¢

t 1 1—e ™\ 1 3 [t a%e”
. t)=log— — -1 ——log|ll——= | —= d
(3.36) w(t)=log e~ 3 0g< ; > 5 og< 7T2/0 @ 1) J;)

la seconde égalité de (3.35) s’obtenant & la suite d’une intégration par partie
et en reprenant la formule (2.1) définissant F'.

Lemme 3.7. On a, uniformément pour m < T'n2 (c’est-a-dire X = % <
T'), pour tout £ > 0, toute fonction f analytique sur RT, f analytique sur
RY*, et tout i vérifiant 1 < i < {,
1 1 1
B30 flom) = JUHO) + =)+ + i) +0 ()
n nz n 2
avec fi1,..., fo analytiques sur RY, et fi(\) = Ap2(N) f/(H(N)),
; 1 Hi(\ 1
(338) o flom) = LY )+ L fuin ()
n2 n 2
1 1
+ot 7 fie N+ O 7 )
n2 n 2
avec fiit1,---, fige analytiques sur RT, et
- rom H(\) 1 1 1
3.39 — ) = — — 1)+ — @)
a0 F(50) = £ (550) + A+ i +0 () |
avec f1,..., fr analytiques sur R, et fi(\) = pa(N)f' ( (Y) )

Démonstration. Soit £ > 0. On a alors, d’apres la formule (3.10) du lemme
3.3 le développement asymptotique suivant de o :

1 1 1 1
o= ﬁpl()‘) + EPZ()‘) +oot FWH(A) + 0 (77/;2) .
On obtient alors, compte tenu que A\ = % T, et de (3.11)
Apa(A) Ape+1(A) < 1 )
3.40 om=H(\) + + A+ —F=+0 ,
(3.40) () + 22 . s
om _ H(A) | p2(}) pe(N) 1
-2\ .. 19) ]
\ \ + Jn + + n% + ng%l

On en déduit les formules (3.37) et (3.39) en appliquant la formule de Tay-
lor respectivement aux fonctions f et f, a U'ordre £ 4+ 1, respectivement
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H(\
sur (am,H ()\)) et <a;\n’ g\)> et en se souvenant que les fonctions
H
PL= P2y Det sont analytiques sur R™, que p; vérifie (3.24), et que
A<T.
La formule (3.38) se déduit, elle, de (3.37) et du développement asympto-
tique (3.10) de o.
U

Terminons maintenant la démonstration du théoreme 1.2.
(i) D’abord, par la formule (3.38) du lemme 3.7, on obtient

A A 1
(3.41) oza(om) + -+ oteglom) = 23N 905N o (1
\/ﬁ n2 n 2

avec toutes les fonctions g; 3, i = 1,..., £ analytiques sur RT.
(ii) Ensuite, en appliquant la formule (3.37) du lemme 3.7 aux fonctions

1—et 3 t 2, x
t — log < te > et t — log <1 — 2/ ﬁ d:p> , et la formule
s o (e —

(3.39) du lemme 3.7 a la fonction ¢ +— log - , on obtient
c

A A |
L o2 g )+O< M) :
n

2

avec toutes les fonctions g; 2, i = 1,..., £ analytiques sur RT. On obtient
done, par (1.10),

_ 912(0) | ge2(N) 1
(3.42) w(om) = go(A) + S tt T +0<n%1>,

(iii) Enfin, si on reprend la fonction g définie dans la formule (2.12) du
paragraphe 2.4, on a

(3.43)  av(om) = Vag(A) + gl&g) 4ot gé’;?) +0 <n[1+21> :

avec toutes les fonctions g;1, i = 1,..., ¢ analytiques sur R*.
Pour démontrer cela appliquons la formule de Taylor a la fonction v sur
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intervalle (om, H(X)) C R : il existe d élément de (om, H())) tel que
(3.44) wv(om)=v(H(N)) + (em — H\))v' (H(N))

2
 lom—H()

2

U(Z-H)(H()\)) +

V" (H(N)) + -+
(om — H(\)) ™ (om — H(\) ™
¢+ 1) ¢+ 2)!

Notons également que si I'on dérive la seconde égalité de (3.35) on obtient,
pour tout t réel,

2 (d) .

1 F(t)
3.45 V(t) =~ — A\ —=2
(3.45) () =5 -0
et par conséquent, par récurrence sur ¢ > 2, I'existence de X; analytique
sur R, telle que pour t > 0,
Xi(t)
i+l

(3.46) o@D (t) = A

Or, d’une part, expression (2.13) de g donne immédiatement, a l'aide de
la premiere égalité de (3.35),

(3.47) v(H(N) =g(N) .
D’autre part, d’apres (3.45) et (2.11),
(3.48) V' (H(N) =0.

Or, a 'aide de (3.46) et (3.40), pour 2 <i < /{41,

om—H\)" . X\ Xioi1(A 1
(3.49) L——fjillwﬂuuy): z’Zf)+--~+ “ﬁf)+o< u2>7
(a)! n2 nz nz
L X;0H
avec X, ..., X; 41 analytiques sur R, et X;,; = %
! p]

De plus d ~ H(A) quand n tend vers +oo car d est compris entre om et
H(\) et om ~ H(X) : en effet, par (3.40), (3.11) et (3.24)

ity = o (75) =+ (rows) =10 (GR)

Donc, en reprenant a nouveau (3.46) et (3.40),

£+2
(om — H(X)) 1
3.50 D) =0 5 ) -
(350 a0 =0 (
On obtient bien alors (3.43) a l'aide de (3.47), (3.48), (3.49) et (3.50).
Finalement, en posant § = g—vo et ¢; = gi.1+¢gi2+g:3 pouri=1,..., ¢,

on obtient le théoreme en reprenant (3.33), (3.34), (3.43), (3.42) et (3.41).
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Pour terminer la démonstration, prouvons la deuxieme égalité de (1.10).
Par (3.27), (3.28) et (3.29), on a

3 et gt =3 o= 3 apm H(z)u(H
T2, @-12 t—%z/H(z) 2—7T2< (H(2))+H (a)u( (a:))>,

d’oli, compte-tenu de la relation (2.11), de la définition (3.14) de wu, et
3

1
puisque 2= 52
H(z) £2¢t H 2 H?2
-3 e g =2 s @), (@)
2 Jo (et —1)2 72 x efl@) —1

H?(x) H(z) a?
T 2x2(efl@) — 1) <e - 2) ’

et en reprenant la premiere égalité de (1.10) démontrée ci-avant,

1 cx 21— e HE@) H?(z) $ x?
9o(w) = =35 log ((H(@) @) 2z2(cH@ —1) (eH( -1+ 2>>

H(z) 1 <1+ eH@ _ 1 —H(x)—l—x;)

- S
2 2% H(z)

ce qui démontre bien la deuxieme égalité de (1.10).

4. Applications

D’abord, nous allons voir que 1'on retrouve le développement asympto-
tique de p(n) = r(n, 1), le nombre de partitions de 'entier n en appliquant
le théoreme 1.2 pour m = 1. Ensuite nous appliquerons ce méme théoreme
pour m respectivement au voisinage de nt/ 4 nt/3 et nd/ 8 et finalement
pour m = Ay/n, ce qui améliorera les résultats (1.5), (1.8), (1.6) et (1.7).
Ecrivons les développements en série entiere de g et gg :

G = anA", go(A) =D buA”,

n>2 n>1

as,as,...,a7 étant donnés par (2.14) en 2.4, et le développement en série
entiere de H donné en (2.10) associé & la définition de gy donné dans le
théoreme 1.2 nous procure les coefficients b,,.
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On a par exemple :

(, _ -1 , — & =50 = 50ct — 90¢? + 45
=3¢ 17 5760c4
1c¢*+3 40¢® 4+ 765¢5 4 285¢* + 135¢2 — 81
(4.1) by = ————" by =
48 (2 69120c°
13c*+1
by = —— =
96 3

Bien entendu, plus m est petit, moins on aura besoin de coefficients. Dans
les développements qui suivent, on n’utilise que les coefficients des fonc-

tions g et gg pour obtenir une précision T On a vu comment on pour-
n

rait trouver les fonctions g¢i,...,gr_1, mais au prix de calculs tres cou-
teux ; cependant, puisque l'on a prouvé l'existence de ces fonctions, on
peut extraire leurs coeflicients de Taylor de proche en proche en réinjectant
les développements asymptotiques dans la formule récursive r(n,m) =
r(n,m + 1) + r(n — m, m). Ceci nous permet d’obtenir alors la précision

7 pour tout £. Ceci sera précisé dans [8].

(vn)
4.1. p(n).

1
Reprenons le théoreme 1.2 avec m = 1, a 'ordre — ; on obtient

Jn

- o)

formule bien connue depuis Hardy et Ramanujan (voir [4]).

4.2. r(n,m) pour

m
Onaalors)\:%g

d’ordre de grandeur supérieur ou égal a n™

1
< ni,
n1—1/4. On obtient, en ne conservant que les termes
1/2
)

620\/5 T

= 4\/§n(7)m_1(m —1)! exp {\/ﬁ(ag)\Q + az)\?)

N e

formule plus précise que (1.5) (la valeur des coefficients a; et b; est donnée
en (2.14) et (4.1)).

r(n,m)
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1
4.3. r(n,m) pour m < ns.

De méme que ci-dessus, on obtient la formule suivante pour r(n,m), plus
précise que (1.8),

eV o 1 2 3 4 5
= 4\/§n(7)m_ (m—l)! exp{\/ﬁ(ag)\ 4 azA” 4+ agA* +asA )

Vén
s eo ()]

r(n,m)

4.4. r(n,m) pour m < ns.
Le développement suivant améliore (1.6),

620\/5 T

= m(—)mfl(m —1)! exp {\/ﬁ(ag)\z + azg\® + ag\!
n

r(n,m) T

. f 1
+ a5\ + agA® + az A7) + b1 + b + ng‘} [1 +0 (f)} :
mn

4.5. r(n,m) pour m = A\y/n.

620\/ﬁ T

= v Vo

(. V') -0t esp {0+ | 1+0 ()]

Vn

Le tableau ci-dessous donne quelques valeurs des fonctions g(A), g(A),
go(N) et H(X). Rappelons que g(A) = g(A) — (Alog A + 2¢ + (logc — 1)),
que toutes ces fonctions s’obtiennent a ’aide de la fonction H, dont on peut
calculer les valeurs puisque c’est la fonction réciproque de G définie en 2.2
(on peut utiliser par exemple la méthode de Newton, voir [1]).



Partitions sans petites parts

637

A g(A) g(A) 90(A) H)
0 21 /\/6 0 0 0
~ 2.56510
0.01 2.51148 -0.00005 0.00125 0.01276
0.02 2.47163 -0.00021 0.00249 0.02545
0.03 2.43691 -0.00046 0.00371 0.03803
0.04 2.40548 -0.00082 0.00492 0.05052
0.05 2.37648 -0.00127 0.00611 0.06291
0.1 2.25471 -0.00501 0.01189 0.12350
0.2 2.07345 -0.01953 0.02257 0.23836
0.3 1.93573 -0.04283 0.03223 0.34571
0.4 1.82381 -0.07432 0.04101 0.44647
0.5 1.72951 -0.11344 0.04905 0.54139
0.6 1.64818 -0.15973 0.05643 0.63112
0.7 1.57685 -0.21277 0.06324 0.71620
0.8 1.51349 -0.27217 0.06956 0.79708
0.9 1.45663 -0.33761 0.07542 0.87416
1.0 1.40519 -0.40876 0.08090 0.94778
1.1 1.35831 -0.48536 0.08601 1.01824
1.2 1.31535 -0.56715 0.09081 1.08580
1.3 1.27577 -0.65391 0.09533 1.15069
1.4 1.23914 -0.74541 0.09958 1.21312
1.5 1.20511 -0.84147 0.10360 1.27327
1.6 1.17337 -0.94149 0.10740 1.33129
2 1.06495 -1.38415 0.12078 1.54487
3 0.87690 -2.73059 0.14539 1.98230
4 0.75378 -4.35190 0.16242 2.32809
5 0.66555 -6.19099 0.17508 2.61432
6 0.59858 -8.21018 0.18494 2.85869
7 0.54567 -10.38276 0.19290 3.07201
8 0.50262 -12.68881 0.19949 3.26137
9 0.46679 -15.11298 0.20506 3.43167
10 0.43641 -17.64304 0.20985 3.58644
+o0 0 —00 log2/2 +oo
~ (0.34657
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